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Кіріспе  

 

«Математика. Теориясы және есептер жинағы. 2 бөлім»  оқулығы 1 

бөлімнің жалғасы болып табылады. Бұл оқулыққа төрт тарау енген.  

Төртінші тарау  математикалық талдауға кіріспе тақырыбына арналған. 

Онда бір айнымалы функцияның анықтамасы, берілу жолдары, сандық 

тізбектер және функция шектері, функцияның үзіліссіздігі берілген. 

Бесінші тарау бір айнымалы функцияны дифференциалдық есептеу 

тақырыбына арналған. Онда бір айнымалы функция,  функция туындысының 

анықтамасы, оның геометриялық және механикалық мағыналары, 

дифференциалдаудың негізгі ережелері, дифференциал және оның 

қолданылуы, жоғарғы ретті туындылар мен дифференциалдар, 

дифференциалдық есептеудің негізгі теоремалары, Тейлор және Маклорен 

формулалары, Лопиталь ережесі, кесіндіде үзіліссіз функцияның ең үлкен 

және ең кіші мәндері, функцияны туынды көмегімен зерттеу және сызбасын 

салу қарастырылған. 

Алтыншы тарау комплекс сандар және көпмүшелер тақырыбына 

арналған. Онда комплекс сандар және оларға амалдар қолдану, көпмүшелерді 

сызықты көбейткіштерге жіктеу берілген. 

Жетінші тарау интегралдық есептеулер тақырыбына арналған. Онда 

анықталмаған интеграл, оның қасиеттері, айнымалыны алмастыру тәсілі, 

бөліктеп интегралдау әдісі, квадраттық үшмүшесі бар қарапайым 

интегралдар, тригонометриялық, рационал және иррационал функцияларды 

интегралдау, анықталған интеграл, оның қасиеттері, интегралдық есептеу, 

айнымалыны  алмастыру, меншіксіз интегралдар, жазық фигураның ауданы, 

қисық доғасының ұзындығы, дененің көлемі, айналу денесі бетінің ауданы, 

анықталған интегралдың механикада қолдануы берілген. 

Әр тақырып бойынша теориялық материалдар мен есептер жинағы 

берілген. Студенттердің өзіндік жұмыс жасауына қолайлы болу үшін 

жауаптарымен жаттығулар,  есептеу-сызба жұмыстары мен есепті шығару 

жолдары берілген.  
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4 Математикалық талдауға кіріспе 

 

4.1 Функция 

 

x  айнымалысының әрбір мәніне Хх  белгілі бір у Y  мәні сәйкес 

келсе, онда у -ті x -тің функциясы деп атап, оны )(),( xyxfу  , т.с.с деп 

белгілейді, мұндағы  x - тәуелсіз айнымалы немесе аргумент деп аталады. 
x  тәуелсіз айнымалысының қабылдайтын мәндер жиынын анықталу 

облысы деп, ал у  функциясының f  сәйкестігі бойынша қабылдайтын 

мәндер жиынын мәндер облысы деп атайды. 

Сонымен )( xfу   функциясының Х - анықталу облысы, Y - өзгеру 

облысы, ал f - x  тәуелсіз айнымалысы мен у  функциясының арасындағы 

сәйкестік. 

 

        

               

                            

 

 

                                                          

Функция түрлері. Егер )( xfу   функциясы үшін аргументтің үлкен 

мәніне функцияның үлкен мәні сәйкес келсе, онда функция өспелі, керісінше 

жағдайда, яғни аргументтің үлкен мәніне функцияның кіші мәні сәйкес келсе, 

онда кемімелі функция деп аталады. 

Егер қандай да бір T  саны табылып  xfTxf  )(  теңдігі орындалса, 

онда )(xfу   функциясын периодты функция дейді. Мысалға,  Т - периодты 

функциялар :  

sin , cos , 2 ;

tg , ctg ; .

y x y x T

y x y x T





  

  
 

Егер  xfxf  )(  теңдігі орындалса, онда  xf - тақ функция, ал 

   xfxf  )( , онда  xf - жұп функция делінеді. 

Қандай да бір оң M  саны табылып  f x M  теңсіздігі орындалса, 

онда  xf - шектелген функция. 

Егер     xuuFy  ,  болса, онда   xFy   - күрделі функция 

делінеді.    

Мысалы, .sin,sin 22 xyxuuy   

Егер x  аргументке бір емес, бірнеше у  сәйкес келсе, онда  у  

функциясы көп мәнді функция деп, ал бір мән сәйкес келсе, онда бірмәнді 

функция деп аталады. 

Y X 

f 

x 
 y 

4.1 сурет 
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Функцияның берілу тәсілдері. 

1. Кестелік берілуі. Бұл әдіс бойынша белгілі бір ретпен x - тің мәндері 

және оған сәйкес у  мәндері жазылады. 

 

х  1х  2х   
nх  

у  
1у  2y   

ny  

 

2. Сызбалық берілуі. Сан жиындарының арасындағы қатынасты 

(тәуелділікті) көрнекі түрде, оның сызбасын пайдалана отырып көрсетуге 

болады. Ол үшін   жазықтықта барлық ),( уx  нүктелерін салу жеткілікті, 

сонда ),( уx  жұптарының бірінші элементі x - абсцисса да, ал екіншісі - у - 

ордината. Осы нүктелер сызбамен анықталған функцияны береді. 

 

 

                                                                    

 

 

 

 

 

 

 

                                             

 

3. Аналитикалық тәсілмен берілуі. Математикада формула түрінде 

жазылған екі айнымалы өрнекпен сан функциясының берілуі аса жиі 

кездеседі. 

Сандар мен тұрақты, айнымалы арасындағы математикалық амалдар 

нәтижесінде пайда болған өрнекті функцияның аналитикалық тәсілмен 

берілуі деп атайды. 

Мысалға:  

- аналитикалық өрнектер: 

x
x

xx
x x 352   ,

15

sinlg
   ,2

2

4 



  

- функциялардың аналитикалық түрде берілуі: 

xy(x)
x

xx
f(x)xу x 352   ,

15

sinlg
   ,2

2

4 



   

          Негізгі элементар функциялар. 

Негізгі элементар функциялар деп келесі аналитикалық түрде берілген 

функцияларды айтады. 

Y 

 y 

O x X 

 y=f(x) 

4.2 сурет 



6 

 

1. Дәрежелік функция:  
ху  ,   - нақты сан. 

 

                                                  

       

 

 

    

 

 

 

2. Көрсеткіштік функция:  1,0,  aaау х
. 

 

              

         .                                   

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Логарифмдік функция   log , 0, 1, 0aу x a a x    . 

 

 

 

 

 

 

                                                             

4. Тригонометриялық функциялар: 

sin ; cos ; tg ; ctg ;

1 1
sec ; cosec .

cos sin

у x y x y x y x

y x y x
x x

   

   
 

5. Кері тригонометриялық функциялар: 

arcsin ; arccos ; arctg ; arcctg .y x y x y x y x      

Y 

 y = x
2 

O X 

Y  y = x
3 

X O 

Y 

O X 

 y = 1/x
2 

a >1 

Y 

O X 

 logy x
a

 ,  0< a <1 

 logy x
a

 ,  

4.3 сурет 4.4 сурет 4.5 сурет 

4.6 сурет 4.7 сурет 

4.8 сурет 

X O 

0< a <1 

 y = a
x 

Y 

X O 

a >1 

 y = a
х 

Y 
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Негізгі элементар функцияларға амалдар қолдану арқылы жасалған 

функцияны элементар функция дейді. 

4.1   мысал. 
 ln 1

1

x
y

x





 функциясының анықталу облысын табу керек. 

Шешуі: 01x  және 01  x  мәндерінде функция анықталады. Яғни 

1x  және 1x  Сонымен, функцияның анықталу облысы екі интервалдың 

бірігуі болады       ;11;1fD  ; 

4.2  мысал. 
2

13
arcsin21




x
xy  функциясының анықталу облысын 

табу керек. 

Шешуі: бірінші қосылғыш үшін 021  x  және екінші қосылғыш үшін 

1
2

13
1 




x
 болуы керек.    Берілген функцияның анықталу облысын табу 

үшін 








2132

021

x

x
 теңсіздіктер жүйесін шешу керек. Онда:  













1
3

1

5,0

x

x

.   

Функциясының анықталу облысы - 









2

1
;

3

1
 кесіндісі.  

4.3  мысал.    sin6 tg4f x x x   функциясының негізгі периодын табу 

керек.  

Шешуі:  мұнда бірінші қосылғыш үшін негізгі периоды 2

6 3

 
 ,  ал 

екінші қосылғыш үшін ол  
4


.   Ендеше, берілген функция үшін негізгі 

период   
3


 пен 

4


 сандарының ең кіші ортақ еселігі болады, яғни .   

4.4  мысал.   

1)   ;sin232 xxxxf   

2)   ;22 xxxf   

3)   xxxf 52   функцияларының жұп-тақтығын анықтау керек.  

Шешуі: x  орнына   x -ті қоямыз: 

1)           
2 23 32sin 2 sin ,f x x x x x x x f x               

яғни берілген функция – тақ.  

2)    ,2222 )( xfxf xxxx  
 яғни берілген функция – жұп.  

3)               .,5
2

xfxfxfxfxxxf     

Сонымен, )(xf жұп та емес, тақ та емес. 
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4.2 Сандық тізбектер және функция шектері 

  

Математикадағы негізгі түсініктің бірі – сан.  ,...,,2,1 nN   –  натурал 

сандар жиыны. 

Реттері өсуіне қарай бүтін сандармен нөмірленген сандар жиынын 

тізбек деп атайды:  ,,,,, 321 nxxxx  немесе былай белгілейді  
1iix . 

Егер кез келген оң   санына сәйкес натурал )(NN   саны табылып, 

барлық )(Nn    нөмірлері үшін   axn  теңсіздігі орындалса, онда a  

саны  nx  тізбегінің шегі деп аталады және былай жазылады:  axn
n




lim   

немесе n   жағдайда  axn  . 

Шегі бар болатын тізбек жинақты тізбек деп, ал шегі болмайтын тізбек 

жинақсыз тізбек деп аталады. 

Егер тізбек жинақты болса, оның тек бір ғана шегі болады. 

Егер кез келген 0  саны үшін x  айнымалысының  x a    

теңсіздігін қанағаттандыратын мәндері табылса, онда a  санын x  

айнымалысының шегі деп атайды.   ах  немесе ax lim  деп жазады. 

Егер оң М  саны табылып,  х M  болса, онда x  - шексіз үлкен 

айнымалы шама деп аталады. 

Егер кез келген 0  санына сәйкес 0  саны табылып, 0 x a     

шартын қанағаттандыратын барлық x  үшін ( )f x A    теңсіздігі 

орындалса, онда A  санын f  функциясының x - тің  a - ға ұмтылғандағы шегі 

деп атайды және  )(lim xfA
ax

   деп жазады және символдар арқылы:         

0)(0)(lim 


xfA
ax

 

   0 x a      Axf )( . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.9 cурет 

 

a    a 

 y = f (x) 

Y 

 A 

X O a   

b A   

b A    
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Шек  қасиеттері.  

a) Қосындысының шегі қосылғыштардың шектерінің қосындысына тең 

болады, яғни:    

  nn uuuuuu lim...limlim...lim 2121  . 

ә) Көбейтіндінің шегі көбейткіштердің шектерінің көбейтіндісіне тең 

болады, яғни: 

  nn uuuuuu lim...limlim...lim 2121  . 

б)
 
 Тұрақтыны шек таңбасының сыртына шығаруға болады, яғни: 

  11 limlim uCuC  . 

в)  Бөлшектің шегі бөлінгіш мен бөлгіштің шектерінің қатынасына тең 

болады, яғни: 

1 1
2

2 2

lim
lim ; lim 0.

lim

u u
u

u u

 
  

 
 

4.5   мысал.   .2
19

38

74542

2454

752

25
lim

2

2

2

2

4











 хx

хx

x
 

4.6   мысал.  
   

   

22

223

2 3 5 3 32 5 3 0
lim 0.

4 5 7 584 3 5 3 7x

x х

x х

      
  

       
 

4.7   мысал.   .
0

3

42423

5262

443

56
lim

2

2

2

2

2














 хx

хx

x
 

Енді, 





1,,0,,

0

0
 анықталмағандықтары болған жағдайдағы 

шектердің есептеу тәсілдерін көрсетейік: 

1) 



















mm

mm

nn

nn

x
m

n

x bхbхbхb

ахахаха

xQ

xP

1

1

10

1

1

10

...

...
lim

)(

)(
lim   

екі көпмүшенің  қатынасының шегін табу үшін алдын ала бөлшектің алымы 

мен бөлімін Nx не бөлеміз (мұндағы   mnN ,max көпмүшелердің үлкен 

дәрежесі). 

4.8  мысал.   .
4

1

123
4

432
1

lim
1234

432
lim

32

32

23

23



















xxx

xxx

xxx

xxx

xx
 

Mұндағы x да 32

1
  ,

1
  ,

1

xxx
 бөлшектері нөлге ұмтылады.  
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4.9  мысал.   .2
1

2

43
1

2
2

lim
43

22
lim

65

3

6

3














xx

x

xx

x

xx  

4.10  мысал.  
3 2 2 3

2

2 3

5 3 1
2

2 5 3 1 2
lim lim .

3 2 43 2 4 0x x

x x x x x x

x x

x x x

 

  
   

    
  

 

 

4.11  мысал. 
2 2 3 4

4 2

2 3 4

12 5 4
12 5 4 0

lim lim 0.
3 12 84 3 12 8 4

4
x x

x x x x x

x x x

x x x

 

 
  

   
   

  

 

2) 














mm

mm

nn

nn

аx
m

n

аx ахахbхb

ахахаха

xQ

xP

1

1

10

1

1

10

...

...
lim

)(

)(
lim   

екі көпмүшенің қатынасының шегін табу керек болсын.  

Егер  ax да 0)(  ,0)(  xQxP mn  болса, онда 
0

0
 түріндегі 

анықталмағандық аламыз. Мұндай жағдайда бөлшектің алымы мен бөлімін 

көбейткіштерге жіктеп, сосын қысқартамыз.  

4.12   мысал.   
2 2

2 2
4

2 11 12 2 4 11 4 12 0
lim

3 7 20 3 4 7 4 20 0x

x x

x x

     
  

     
 

.
17

5

512

38

53

32
lim

)53)(4(

)32)(4(
lim

)
3

5
)(4(3

)
2

3
)(4(2

lim
444






















 x

x

xx

xx

xx

xx

xxx
 

4.13   мысал. 
3

23

27 27 27 0
lim

5 6 63 45 18 63 0x

x

x x

  
  

   
       

2 2

3 3

( 3)( 3 9) 3 9 9 9 9 27 3
lim lim .

( 3)(5 21) 5 21 15 21 36 4x x

x x x x x

x x x 

      
      

    
 

3) Иррационал функцияларды рационалға келтіру үшін кейде жаңа 

айнымалы енгізу керек.  

4.14   мысал.   
6 2

30 1

11 1 0 ( 1)( 1)
lim lim

0 ( 1) 1)0   11 1x t

x tx t t t

t tx tx 

     
   

   
 

3 2

21 1

1 0 1 3
lim lim .

1 0 1 2t t

t t t

t t 
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4) Иррационалдықтан рационалға көшудің тағы бір жолы – алым мен 

бөлімді түйіндеске көбейту.  

4.15   мысал. 
0 0

4 2 0 ( 4 2) ( 4 2)
lim lim

0 ( 4 2)x x

x x x

x x x 

      
  

  
 

.
4

1

24

1
lim

)24(
lim

)24(

44
lim

000













 xxx

x

xx

x

xxx
 

4.16   мысал.  
0

0
lim

05 5x

x

x x
 

  
 

0 0

( 5 5 ) ( 5 5 )
lim lim

(5 ) (5 )( 5 5 )( 5 5 )x x

x x x x x x

х хx x x x 

     
  

       
 

5
2

52

2

55
lim

2

)55(
lim

00

















xx

х

xxx

xx
 

4.17   мысал.      2 2lim 8 3 4 3
x

x x x x


         

   
 







 3438

34383438
lim

22

2222

xxxx

xxxxxxxx

x
 

2 2

2 2 2 2

8 3 ( 4 3) 4
lim lim

8 3 4 3 8 3 4 3x x

x x x x x

x x x x x x x x 

     
   

         
 

.2
11

4

34
1

38
1

4
lim

22











xxxx

x
 

5) Бірінші  тамаша шек:   
0

sin 0
lim 1.

0x

x

x
   

4.18   мысал.   
0 0 0

sin 0 sin sin
lim lim lim 1 .

0x x x

mx m mx mx
m m m

x m x m x  


      

 
 

4.19   мысал.   

2

2 20 0 0

2 sin sin sin
1 сos 0 2 2 2lim lim 2 lim

0x x x

kx kx kx
kx

x x x x  




       

2 2 2

0

sin sin
2 22 lim 2 1 1 .

4 4 2

2 2

x

kx kx
k k k

kx kx
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6)  Екінші тамаша   шек: ...5237182818284,21)1(lim

1

0
 


еx x

x
 

немесе  

1
lim 1 1

x

x
e

x





 
   

 
. 

Бұл - 
1  түріндегі анықталмағандықты шешу үшін қолданылатын 

тәсіл.   

xу alog  функциясында ea   болса, онда xy ln - натурал логарифм 

деп аталады.    Mexe
x

x  lg,lnlg
10ln

ln
lg - ауысу модулі. 

Сонда 302585,2
1

,lg
1

ln,lnlg 
M

x
M

xxMx . 

4.20  мысал.      

2 1 2 1
5 3 5 4 7

lim 1 lim
5 4 5 4

x x

x x

x x

x x

 



 

     
     

    
  

5

14

45

714
lim

45

)12(7

7

45
12

45

7
1lim

45

7
1lim
























































  ee

xx
x

xx

x
x

x

x

x

x

. 

4.21  мысал.      































x

x

x

x xx

x

xx

xx

73

38
1lim1

73

45
lim

22

2

 

2 2

(8 3)

3 7 3 7

8 3

2

8 3
lim 1

3 7

x x

x x x x

x

x

x

x x

 

   





 
       

  

 .873
1

3
8

lim
73

38
lim

2

2

2

eee
xx

x

xx

xx

xx  








 

4.3  Шексіз аз және шексіз көп функциялар (шамалар).   
 

Егер    0lim 


x
ax
  немесе   0lim 


x

x


  
болса, онда  x   функциясы 

(шамасы) шексіз аз функция (шама) деп аталады.  

Егер )( xfy   функциясын ( ),y b х   )(х ақырсыз кішкене 

шама, түрінде жазуға мүмкін болса, онда lim (y b х а   немесе х ). 

Керісінше  lim y b  болса, онда , 0y b       түрінде жазуға болады. 

Егер )( х  ақырсыз кішкене шама болса, яғни  0)( х ,  онда  1
( )х

  

ақырсыз үлкен шама деп аталады,   1
( )х

 .  

Сонымен, егер   0)(lim 


x
аx
 ,  онда  

 )(

1
lim

xаx 
. 
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Шексіз   аз   шамалардың   қасиеттері. 

1) Шексіз аз шамалардың алгебралық қосындысы да шексіз аз шама 

болады. 

2) Шексіз аз шама  x  -тің шектелген  xzz   функциясына 

   xzx   көбейтіндісі де шексіз аз шама болады.  

3)  Шексіз аз шама  x -тің  xz  функциясына қатынасы 
 
 xz

x
 да шексіз 

аз шама болады ( 0)(lim 


xz
àx

). 

Шексіз аз шамаларды салыстыру.   

,  - шексіз аз шамалар болсын. 

Егер  0lim  A



 болса, онда шексіз аз    және   шамалары бірдей 

өлшемді шексіз аз шамалар деп аталады. 

Егер 
















lim0lim ) болса, онда    шексіз аз шамасы  - ға 

қарағанда жоғарғы ретті шексіз аз шама деп аталады. 

Егер 0lim  A
k


 болса, онда   шексіз аз шама мен 

k  шексіз аз 

шамалары бірдей өлшемді шексіз аз шамалар деп аталады. 

Егер 1lim 



 болса, онда   және   эквивалент шексіз аз шамалар 

деп аталады. 

Е с к е р т у – егер  



lim   – шегі жоқ болса және шексіздікке ұмтылса, 

онда   мен   салыстырылмайды дейді. 

Эквивалент ақырсыз кішкене шамалар.  

Егер  1lim 



 болса, онда   және   эквивалент ақырсыз кішкене 

шамалар деп аталады. )(    

Егер )( х  функциясы ах  – да ақырсыз аз шама  болса, онда:  

1. )()(sin хх   .                      2. tg ( ) ( )х х  .   

3. )()(arcsin хх   .      4. arctg ( ) ( )х х  .               

5. 
 

2

)(
)(cos1

2
х

х


  .        6.   )(1)(1 хaх
a

  . 

7.  
a

х
хa

ln

)(
)(1log


  .    8. )())(1(ln xx   .   

9.  aхa х ln)(1)(   .    10. )(1)( хe х   . 
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11.  
n

х
xn

)(
1


  .     12.     

 
 x

x

x ex 



 
1

1 . 

Эквивалент ақырсыз кішкене шамаларды пайдаланып шекті табады. 

4.22  мысал.        5
5

lim
0

05sin
lim

00


 x

x

x

x

xx
. 

4.23  мысал.        
7

3

7

3
lim

0

0

)71ln(

3arcsin
lim

00


  x

x

x

x

xx
. 

4.24  мысал.        0
2

9
lim2

)3(

lim
0

0

1

3cos1
lim

0

2

00








x

x

x

e

x

xx
xx

. 

4.25  мысал.        
2 20 0 0

ln  (1 3 sin ) 3 sin sin
lim lim 3 lim 3.

tgx x x

x x x x x

x x x  

  
     

4.26  мысал.          )()1)(()(
lim

1

)(

1)(

)(lim xVxU

ax

xV

àx
exV

xU

xU 









 . 

4.4 Функция үзіліссіздігі 

 

Бір жақты шектер. Егер x  айнымалы a -дан кіші мәндер қабылдап a  

санына ұмтылғанда  xf  функциясы 1b -ге ұмтылса, онда былай белгіленеді: 

    1
0

lim0 bxfaf
ax




 

және 1b -ді  xf  функциясының a  нүктесіндегі сол жақ шегі деп атайды. 

Егер x  айнымалы a  санынан тек үлкен мәндер қабылдап a -ға 

ұмтылса, онда былай белгіленеді:  

    2
0

lim0 bxfaf
ax




  

және 2b -ні  xf  функциясының  a  нүктесіндегі оң жақ шегі деп атайды. 

 

 

 

 

 

 

                                                  

Y 
 y = f (x) 

b2 

b1 

O a X 

4.10 сурет 
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4.27  мысал.  axexf 

1

)(  функциясының ax  -да біржақты шектерін 

табу керек.  

Шешуі: егер 0 ax  болса, онда .
0

11





 ax
  

Сонымен,  

    .0
11

limlim0

1

00









 e
eexfaf ax

axax
 

Егер 0 ax  болса, онда .
0

11





 ax
 

Сонымен,   

   


xfaf
ax 0

lim0 .lim

1

0
 


ee ax

ax
 

4.28  мысал.  

3

1

2

1
)(





xx

xf  функциясының 3x  -да біржақты 

шектерін табу керек. 

Шешуі: егер 03x  болса, онда .
3

1


x
  

Сонымен,   

.
3

1

03

1
0

1

2

1
22

2

1
lim)(lim)03( 3

1

3

10303


















x

x
xx

x

xff  

Сол сияқты, 03x  болса, онда .
3

1


x
   

Сонымен,  

.022

2

1
lim)(lim)03( 3

1

3

10303




 




x

x
xx

x

xff  

Функцияның нүктедегі және аралықтағы үзіліссіздігі. 
 xfy   функциясы берілсін. Xx 0 - берілген функцияның анықталу 

облысы болсын. Егер  0)(lim
0

xfxf
xx




 болса, онда  xf  функциясы 0x  

нүктесінде үзіліссіз функция деп аталады. 

Бұл анықтама мынадай үш шарттың орындалуымен мәндес деп 

саналады: 

а) 0x  нүктесі өзінің қандай да бір маңайымен қоса X  анықталу 

облысына тиісті болады; 

ә) 0x   нүктесінде функцияның бір жақты шектері бар және олар  өзара 

тең, яғни:  
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 xfxf
xxxx 00 00

lim)(lim


   

болады; 

б) функциясының бір жақты шектері оның осы 0x  нүктедегі мәніне тең, 

яғни: 

 000 )0()0( xfxfxf   

болады.                  

Егер  xf  функциясы қандай да бір аралықтың әрбір нүктесінде 

үзіліссіз болса, онда ол сол аралықта үзіліссіз функция деп аталады. 

Егер  xf1  және  xf2  функциялары 0x  нүктесінде үзіліссіз болса, онда 

осы нүктеде мына функциялар да:  

       
 
 

 1

1 2 1 2 2

2

, , , 0
f x

f x f x f x f x f x
f x

    

үзіліссіз болады. 

Үзіліс нүктелері және олардың түрлері. 

Функцияның үзіліссіздік шарттарының кемінде біреуі орындалмайтын 

нүктелері оның үзіліс нүктелері деп аталады. 

Ү з і л і с   т ү р л е р і.  

1) Егер  0x   нүктесінде   xf   функциясының сол жақ және оң жақ шектері 

бар болып, бірақ олар бір-біріне тең болмаса, немесе олар бір-біріне тең, бірақ 

олар 0x  нүктесіндегі функцияның мәніне тең емес (немесе  0xf  

анықталмаған болса), онда 0x  нүктесі  xf   функциясының бірінші текті 

үзіліс нүктесі деп аталады. 

 

 

 

 

 

 

 

4.11 cурет 

212100

20,10

,)0()0(

,)0()0(

bbbbxfxf

bxfbxf




 

Ендеше 0x  нүктесінде  1-ші текті үзіліс (4.11 cурет); 

Y 

 y = f (x) 

b1 

b2 

X x0 O 
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2) Егер 0x  нүктесінде  xf  функциясының бір жақты шектерінің 

кемінде бірі шексіз болып, не тіпті ол болмаса, онда 0x  нүктесі  xf   

функциясының екінші текті үзіліс нүктесі деп аталады (4.12 - 4.14 cуреттер). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

               

          

 

3)  Егер  0x   нүктесінде   xf   функциясының шегі бар ( яғни сол жақ 

және оң жақ шектері бір-біріне тең) болса, бірақ ол 0x  нүктесіндегі 

функцияның мәніне тең емес (немесе  0xf  анықталмаған болса), онда 0x  

нүктесі  xf  функциясының жөнделетін үзіліс нүктесі деп аталады.  

4.29  мысал. 4х  нүктесінде 
4


х

x
у  функциясы үзілісті екенін 

көрсету керек. 

Шешуі:     

4 0 4 0
lim ,    lim ,

4 4x x

х х

х х   
   

 
 

яғни берілген функцияның 4х -да не сол жақ, не оң жақ ақырлы шегі жоқ. 

Ендеше, 4х - екінші текті үзіліс нүктесі болады.  

Y 

 y = f (x) 

O x0 X 

Y 

X x0 O 

 y = f 

(x) 

X 

x0 

 y = f (x) 

Y 

O 

4.12 сурет 4.13 сурет 

4.14 сурет 
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4.30  мысал.  4x  нүктесінде 
1

arctg
4

y
x




 функциясы үзілісті екенін 

көрсету керек.              

Шешуі: егер 04x  болса, онда 
 4

1

x
 және .

2
lim

04





y

x
  

Егер 04x   болса, онда  
 4

1

x
 және .

2
lim

04





y

x
  

Сонымен,  4x -да берілген функцияның coл жақ және оң жақ ақырлы 

шектері бар, бірақ олар әртүрлі.  

Ендеше, 4x  - бірінші текті үзіліс (секіріс) нүктесі. 4x  нүктесінде 

секіріс  












22
 -ге тең. 

4.31  мысал.  
5

252






x

x
y  функциясын үзіліссіздікке зерттеу керек. 

Шешуі: 5x  нүктесінде функция анықталмайды, себебі x  орнына 5 

қойсақ, 
0

0
 түріндегі анықталмағандық аламыз. Басқа нүктелерде 05 x  

болғандықтан бөлшекті )5( x -ке қысқартамыз. Сондықтан, 5 xy  

болады. Бұдан .10limlim
0505




yy
xx

 

Сонымен, 5x  болғанда функция жөнделетін үзілісті болады. Егер 

5x  болғанда 10y  деп ұйғарсақ функция үзіліссіз болады.  

Сонда 
5

252






x

x
y  функциясы барлық x  нүктесінде үзіліссіз. Мұндай 

функция графигі 5 xy  түзуі болады.  

Жаттығулар. 

Берілген функциялардың анықталу облысын табу керек. 

1.  
x

xxf
1

4 2  .          2.   







 1

2
arccos

x
xf .   

Жауабы:    2;0) 0;2 .                   Жауабы:   4;0 .  

3.  
4

32

2

2






xx

x
xf .       4.      1lg213lg  xxxf .      

          Жауабы:      ; 2 2;   .          Жауабы:    1
;

3

 
 

 
.   

Берілген функциялардың жұп-тақтығын анықтау керек. 

5.   4 sin7f x x x  .                      6.   235 3f x x x  .  

Жауабы:  тақ.                                      Жауабы:  жұп.   
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7.   4 23f x x x x   .                        8.   2f x x  .    

          Жауабы:  жұп та, тақ та емес.              Жауабы:  жұп.   

9.   2f x x  .                            10.   lgcosf x x .  

Жауабы:  жұп та, тақ та емес.              Жауабы:  жұп.   

Берілген функциялардың негізгі периодын табу керек.  

11.   sin5f x x .                       12.   2cos 1
3

x
f x    .  

Жауабы:  1) 
2

5


.                        Жауабы:  2) 6 .  

13.   lgcos2f x x .               14.   .4cos3 xxtgxf    

Жауабы:  3)  .                              Жауабы:  4) .  

           Келесі функциялардың шектерін табу керек. 




 түріндегі анықталмағандық. 
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542
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Жауабы:  0.                                          Жауабы:  0. 
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x

     

Жауабы:  .1                                         Жауабы:  .25,0  

31. .
2

271
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2

22
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11
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30  x

x
x

                      

Жауабы: .
4

7
                                      Жауабы: 3. 

33. .
sin)sin(
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h
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0
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sinx

mx
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Жауабы: cos .a                                 Жауабы:  .
n

m
 

35. .
3cos1

5cos1
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x
x 




                         36. 
30

tg sin
lim .
x

x x

x
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9

25
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2

1
 

37. 
0

arctg5
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x

x

x
                               38. .
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x

x
                    

Жауабы:  5.                                   Жауабы: 7. 

39. 
0

cos3 сos7
lim .
x

x x

x


                      40. .

7sin3sin
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0 x

xx

x




   

Жауабы: 20.                                 Жауабы: -4. 

  
  түріндегі анықталмағандық. 

  

41.  .34lim 22 


xx
x

                       42.  .3lim 22 xxxx
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Жауабы:  0.                                        Жауабы:  2. 
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xxxx
x

         44.  .1lim 33 xx
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Жауабы:  1.                                      Жауабы:  0. 

45. .
9

6

3

1
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 xxx
                       46.  .86lim 2 хxx

x



    

Жауабы: .
6

1                                          Жауабы: 3. 

 
1  түріндегі анықталмағандық. 
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х
х
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54
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2

2
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х

x хх

хx
                                                      

Жауабы: .e                       Жауабы:  .7е   

Төмендегі шектерді эквивалент шексіз аз шамаларды пайдаланып табу 

керек. 
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0 x

x
x 
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1 2 1
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x

x
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2
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Жауабы:  2.                     Жауабы: .
3
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4
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Жауабы: .5,0                 Жауабы: 1.                   Жауабы:  .m  
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32
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Жауабы: .5,0                                         Жауабы: .
6ln3ln
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Төмендегі функциялардың үзіліс нүктелерін тауып, үзіліс түрін анықтау 

керек. 

63. 
1

1




x
y .                     

Жауабы: 1x екінші текті үзіліс. 
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64. 1

1

2  xy  .                    

Жауабы: 1х  - екінші текті үзіліс нүктесі.  

65. 
||

)(
x

x
xf  .                

Жауабы:  0x  - бірінші текті үзіліс нүктесі. Секіріс 2-ге тең.   

66. 
x

x
xf

sin
)(  .             

Жауабы: 0x - бірінші текті үзіліс жөнделетін үзіліс нүктесі.  

67. .
)5)(1(

1




хх
y        

Жауабы:  5  ,1 хх екінші текті үзіліс нүктелері. 

68. .
23

6116

2

23






xx

xxx
y     

Жауабы:  2  ,1 xx жөнделетін үзіліс нүктелері. 

69. .
6116

1

23 




xxx

x
y    

Жауабы:  3  ,2 xx екінші текті,  1x жөнделетін үзіліс 

нүктелері. 

70. .
1

1

2 


xx
y                 

Жауабы:   функция үзіліссіз.  

71. 
)6()1(

1




xx
y   функциясын 1) ],5 ;2[  2) ]10 ;4[ , 3) ]7 ;0[  

кесінділерінде зерттеу керек.   

Жауабы:  

1) үзіліссіз;  

2) екінші текті үзілісті бір нүктесі бар; 

3) екінші текті үзілісті екі нүктесі бар. 

72. 
2526

1

24 


xx
y  функциясын 1) ],10 ;6[  2) ]2 ;2[ , 3) ]6 ;6[  

кесінділерінде зерттеу керек. 

Жауабы:  

1) функция үзіліссіз;  

2) екінші текті үзілісті екі нүктесі бар; 

3) екінші текті үзілісті төрт нүктесі бар. 
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Математикалық талдауға кіріспе тақырыбына арналған есептеу-

сызбалық жұмыстар.  

1. Берілген функцияның  анықталу облысын табу керек. 
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xxx
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3

2
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2 2 1x

x x

x x
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0

tg7
lim

tg5x

x

x
 

ә)
12

12
lim

4

3
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 xx

xx

x
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4 3

10 7
lim

3 2 1x

x

x x



 
   ж)  

0

1 cos
lim

2 tg3x

x

x x


 

б)
 34

263
lim

4

24





 xx

xx

x
               д) 

7

3 2
lim

2 3x

x

x
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3
2 4

lim
2

x

x

x

x
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а) 
223

54
lim

2

2
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 xx

xx

x
             в) 

2

3 2

8 3 5
lim

4 2 1x

x x

x x

 

 
        е) 

0

sin8 sin7
lim

tg6x

x x

x x


 

ә) 
1

154
lim

2

24

1 



 x

xx

x
  г) 

4 2

2

5 3
lim

1 2 3x

x x

x x



 
   ж)

20

cos2 cos8
lim
x

x x

x


 

б)
 234

548
lim

2

2





 xx

xx

x
                   д) 

23

4 3 3
lim

9x

x

x
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3 4
5
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x

x

x
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а) 
65

153
lim

2

2
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xx

x
               в) 

3 2

2

6 5 3
lim

2 7x

x x

x x

 

 
        е) 

0

tg7
lim

sin8x

x

x
 

ә)
532

347
lim

23

2

1 



 xx

xx

x
 г) 

3 2

5 3
lim

4x

x

x x x



 
   ж) 

2

20

cos cos
lim

3x

x x

x


   

б)
 12

348
lim

4

24





 x

xx

x
               д) 

23

5 1 4
lim

2 15x

x

x x
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4 2
7

lim
1

x

x

x

x





 
 

 
                 

 

 

 

20 

а) 
12

233
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
          в) 

72

356
lim

2

23





 xx

xx

x
        е) 

0

cos2
lim

arcsin3x

x x

x
 

ә)
125

30
lim

3

2

5 



 x

xx

x
  г) 

xxx

x

x 



 23 4

35
lim    ж) 

20

1 cos7
lim

4x

x

x


 

б) 
 156

243
lim

2

2





 xx

xx

x
            д) 

2

20

4 2
lim

16 4x

x

x

 

 
           и) 

3 2
2

lim

x

x

x

x





 
 
 

 

 

 а) 
103

1092
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
      в) 

25

547
lim

3

2





 xx

xx

x
        е) 

0

sin6 sin3
lim

sin9x

x x

x x
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21 ә) 
64

283
lim

3

2
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 x

xx

x
    г) 

25

543
lim

3

24





 xx

xx

x
   ж) 

20

cos cos7
lim
x

x x

x


  

б)
 23

47
lim

3

3





 xx

xx

x
         д) 

0

3
lim

5 5x

x

x x   
          и) 

2
4 1

lim
4 1

x

x

x

x

 
 

 
 

 

 

 

22 

а) 
12

54
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
                  в) 42

3

24

41
lim

xxx

xx

x 




       е) 

20

arcsin5
lim
x

x

x x 
 

ә) 
25,0

18
lim

2

3

5,0 
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x

x
 г) 32

4

23

41
lim

xxx

xx

x 




   ж) 

20

1 cos7
lim
x

x

x


 

б)
 

42

4

24

41
lim

xxx

xx

x 
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9

2 7 5
lim

3x

x

x
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3
1

lim
2

x

x

x
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а) 
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lim
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 xx

xx

x
           в) 

356
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3
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 xx

xx

x
        е) 

0

sin5 sin
lim

sin3x

x x

x


  

ә) 
64

283
lim

3

2
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 x

xx

x
 г) 

34

2272
lim

2

3





 xx

xx

x
   

ж) 
20

cos7 cos2
lim
x

x x

x


 

б)
 346

272
lim

3

3





 xx

xx

x
                        д) 

4

2
lim

6 1 5x

x

x
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2
3 4

lim
3

x

x

x
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145
lim

2

2
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 xx

xx

x
              в) 

2

4

5 3 1
lim

1 2 3x

x x

x x
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0

sin7
lim

sin 2x

x

x
 

ә) 
145

10113
lim

2

2
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xx

x
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5

8 7 3
lim

3 5 1x

x x

x x
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2
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cos2 cos 2
lim
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x x
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2

721
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3
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lim
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х

x

 

 
                  и) 
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3 2
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2 3 5
lim

3 4 1x

x x

x x
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arctg8
lim
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x

x x 
 

 ә) 
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4
lim

2

3
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 xx

xx

x
  г) 

2

3

7 5 9
lim

1 4x

x x

x x

 

 
 ж) 

0

1 cos4
lim

sinx

x

x x


 

б)
 

42
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32

52
lim

xx

xxx

x 




              д) 

2

3 20

1 3 1
lim
x

x

x x
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1 2
lim

3 2

x

x

x

x





 
 

 
 

 

 а) 
276

1534
lim

2

2
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 xx

xx
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            в) 

2

3

6 15 2
lim

4 12 11x

x x

x x
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20

sin9
lim

2x

x
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1

2
lim

23

3
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xx

x
 г) 

3

2

2 3 11
lim

7 5x

x x

x

 


  ж) 

20

cos5 cos
lim

4x

x x

x


 

б)
 533

723
lim

34
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x
             д) 
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lim

64x

x
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2 1
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2 4
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352
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      в) 

3

2

11 3
lim

2 2 11x

x x

x x



 
       е) 

20

arcsin8
lim

2x

x

x x 
 

ә) 
12203

6112
lim

2

2
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 xx

xx

x
 г) 

3

4 3

10 7 4
lim

3 2 1x

x x

x x

 

 
 ж) 

30

cos9 1
lim

4x

x

x x




 

б)
 86

354
lim

5

52





 xx

xx

x
               д) 

2

1

3 2
lim

8 3x

x

x



 
  и) 

2 1
3 4

lim
3 5

x

x

x

x
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8253

8152
lim
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2

8 



 xx

xx
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2

3 2

3 5
lim

4 2 1x

x x

x x
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0

sin 2
lim

sin7x

x

x
 

ә) 
18152

242
lim

3

2
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 xx

xx

x
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4 2

2

5 3
lim

1 3x

x x x

x x

 

 
  ж) 

2

0
lim

cos2 cos7x

x

x x 
 

б)
 

3

23

22

375
lim

xx

xx
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20

9 3
lim
x

x

x x
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2
3

lim
3 2

x

x

x
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а) 
43

4023
lim

2

2
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 xx

xx

x
           в) 

3 2

2

6 3
lim

2 5 7x

x x

x x

 

 
  е)  

0

7
lim

sin sin7x

x

x x 
      

ә) 
1811

42
lim

2

3
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 xx

xx

x
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3 2

5 3
lim

4x

x

x x x



 
   ж) 

20

2cos9cos
lim

x

xx
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б)
 232
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lim

23
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xx
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lim
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2 5 7x
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0

sin5
lim

sin8x
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ә) 
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64
lim
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3
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 xx
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3 2
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lim
x

x

x x x



 
   ж) 

3

20

cos cos
lim

5x

x x

x


 

б)
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lim
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2
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lim

16 4x

x
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1
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x

x

x

x





 
 

 
 

 

3. Берілген функциялардың үзіліс нүктелерін тауып, осы нүктелердегі 

сол және оң жақты шектерін есептеу керек. 
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№  xf   xg   x  №  xf   xg   x  

 

1 2

4





x

x
 3

1

2 x  















1,2

11,2

1,4

2

xx

xx

xx

 

 

16 x
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4

3
 2

1

8 x  















2,2

20,1

0,3

2 xx

x

xx
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7
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1

3 x  
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20,1
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2
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xx

xx

 

17 

5
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2,3

0,sin
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xx
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xx

xx
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1,ln
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Тапсырмаларды шығару жолы 

1.  
 2log2

2811

5

2






х

xx
xf  функцияcының  анықталу облысын табу керек. 

Шешуі:  

   

  














































2
5

2

5

2

52

2

074

22log

2

02811

02log2

02

02811

х

х

xx

х

х

xx

х

х

xx

 

   
   

   

;4 7;
;4 7;

2
2;27 27;

27

x
x

х
х

x

   
    

    
  



 

     2;4 7;27 27;x  . 
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2. Шектерін табу керек:    

 а) 
2 2

2 2
5 5 5

2 11 5 2 5 11 5 5 0 2( 5)( 1/ 2) 2 1 9
;lim lim lim

3 14 5 3 5 14 5 5 0 3( 5)( 1/ 3) 3 1 16x x x

x x x x x

x x x x x  

        
    

        
                            

ә)
3 2 2

24 4 4

64 0 ( 4)( 4 16) 4 16 48
lim lim lim ;

7 27 220 0 ( 4)(7 55) 7 55 83x x x

x x x x x x

x x x x x  

     
    

    
 

б) 

2

2 2 2

22

22

2 11 5 11 5
2

2 11 5 2 0 0 2
;lim lim lim

14 53 14 53 14 5 3 0 0 3
3

x x x

x x
x x x x x

x xx x

x xx

  

 
 

    
    

     
 

  

в) 

2

4 4 3 4

22

2 3 44

2 9 1 9
2

2 9 2 0 0
;lim lim lim

3 4 54 54 5 0 0 0x x x

x x
x x x x x

x xx x

x x xx

  

 
 

    
      

     
 

  

г)
 

2

2 3 2 3

33

2 33

7 5 1 7 5
7 5 0 0 0 0

0.lim lim lim
3 85 3 85 3 8 5 0 0 5

5
x x x

x x
x x x x x x

x xx x

x xx

  

 
 

    
     

     
 

 

д) 
0 0

( 3 3 )
lim lim

3 3 ( 3 3 )( 3 3 )x x

x x x x

x x x x x x 

  
 

        
  

0 0 0

( 3 3 ) ( 3 3 ) 3 3
lim lim lim

(3 ) (3 ) 2 2

3 3 2 3
3;

2 2

x x x

x x x x x x x x

х х х  

        
   

    


   

 

 

е)  
0 0

7 9 7 9
2sin cos

sin7 sin9 0 2 2lim lim
sin5tg5 0

cos5

x x

x x x x
x x

xx

x

 

 


        

0 0

2sin cos8 cos5 2sin 5 1 2
lim lim cos8 cos5 2 1 1 ;

sin5 5sin5 5 5x x

x x x x x
x x

x x x 

  
            

 
 

ж)  
2

25

2

5

2

5

25

4
2

5
sin

2

5
sin2

lim2

5
sin2

lim
0

05cos1
lim

02

2

020
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xx
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x

x

x

xxx
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и) 

5 4 5 4 5 4
3 1 3 2 3 3

lim 1 lim lim 1
3 2 3 2 3 2

x x x

x x x

x x

x x x

  



  

       
         

       
    

 

 

3 5 4

3 2 3 2 3 5 4
3 lim

53 2
3

lim 1 1 .
3 2

x

x

x x x

x

x
e e

x


 

   


 



 
       

  
 

 

3. а)  
9

3

x
f x

x





; ә)  

4

69 xg x  ; б)  
















2,3

21,12

1,1

2

xx

xxx

xx

x   

функциялардың үзіліс нүктелерін тауып, осы нүктелердегі сол және оң жақты 

шектерін есептеу керек. 

Шешуі: функциялардың үзіліс нүктелері тек олардың анықталмаған 

нүктелерінде ғана болады. Егер функция әртүрлі аналитикалық өрнектермен 

берілсе, онда оның үзіліс нүктелері функцияның аналитикалық өрнектері 

өзгеретін нүктелермен сай келуі мүмкін. 

Егер  xf
ax

lim шегін есептегенде  x<a ( x>a) деп қарастырсақ, онда  xf  

функциясының а нүктесіндегі сол (оң) шегі туралы ұғымға келеміз. Олар 

төмендегіше белгіленеді:  

     
( ) 0

lim lim 0
x a x a x a

f x f x f a
   

   ; 

     0limlim
0)(




afxfxf
axaxax

. 

Егер  xf  функциясы а нүктесінде үзіліссіз болса, онда:  

     .00  afafaf  

Егер  xf  функциясы а нүктесінде үзілісті болса, онда жоғарыдағы 

теңдіктердің ең болмаса біреуі орындалмайды. 

Егер  0af және  0af бар, бірақ    00  afaf  болса, онда а 

нүктесі 1-текті үзілісті деп, ал    00  afaf  айырмасын  xf  

функциясының а нүктесінде секіріс деп аталады. 

Егер  0af  немесе  0af -ның біреуінің шектері жоқ болса (дербес 

жағдайда  немесе  ),  онда а нүктесі екінші текті үзілісті деп аталады. 

Егер  0af және  0af  бар және    00  afaf  болса, бірақ 

 af  (немесе  af  анықталмаған болса), онда  а  нүктесі  

 xf функциясының жөнделетін үзіліс нүктесі деп аталады.  

Енді берілген функцияларды зерттейік: 

а) 3x  нүктесі  
3

9






x

x
xf функцияның анықталу облысына тиісті 

емес, сондықтан ол үзіліс нүктесі болады: 
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3 0 3 0

9 12
3 0 lim lim

3 0x x

x
f f x

x   


     

 
; 

    .
0

12

3

9
limlim03

0303










 x

x
xff

xx
 

     03,03 ff  болғандықтан, 3x  нүктесі  xf  

функциясының екінші текті үзілісті нүктесі болады; 

ә) 6x нүктесі   6

4

9  xxg  функцияның анықталу облысына тиісті 

емес, сондықтан ол үзіліс нүктесі болады; 

   
4 4

6 0

6 0 6 0

1 1
6 0 lim lim 9 9 9 0

9
x

x x
g g x  

   
        


; 

   
4 4

6 0

6 0 6 0
6 0 lim lim 9 9 9 .x

x x
g g x  

   
         

 6 0g      болғандықтан, 6x нүктесі   xg  функциясының 

екінші текті үзілісті нүктесі болады. 

 б)   2

1, 1

2 1, 1 2

3 , 2

x x

x x x x

x x



  


     
  

  функциясының үзіліс нүктелері 

,1x 2x нүктелері болуы мүмкін, тексерейік: 

1) .1x         
2

1 1 2 1 1 2,          

     
1 0 1 0

1 0 lim lim 1 1 1 2,
x x

x x 
   

           

     2

1 0 1 0
1 0 lim lim 2 1 1 2 1 2.

x x
x x x 

   
            

Осыдан,      0 0a a a       теңдіктері орындалады, олай болса, 

1x  нүктесінде  x  функциясы үзіліссіз болады. 

2) .2x      2 3 2 1    ; 

     2

2 0 2 0
2 0 lim lim 2 1 4 4 1 7

x x
x x x 

   
         ; 

     
2 0 2 0

2 0 lim lim 3 3 2 1.
x x

x x 
   

         

Осыдан,    0 0a a     теңдігі орындалмайды, олай болса, 2x  

нүктесі бірінші текті  x  функциясының үзілісті нүктесі болады. 
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Бақылау сұрақтары. 

1. Функцияның анықтамасы. Анықталу облысы. 

2. Функцияның берілу тәсілдері. 

3. Функцияның түрлері (өспелі, кемімелі, периодты, жұп, тақ). 

4. Негізгі элементар функциялар. 

5. Сандық тізбектер. 

6. Функцияның шегі және оның қасиеттері. 

7. Шектің берілу тәсілдері. 

8. Бірінші тамаша шек. 

9. Екінші тамаша шек. 

10. Функцияның үзіліссіздігі. Үзіліс нүктелері. 

 

5  Бір айнымалы функциясын  дифференциалдық есептеу 

 

5.1 Функцияның туындысы 

 

5.1.1 Функция туындысының анықтамасы. 

)( xfy   функциясы ),( bа  интервалында анықталған болсын. Осы 

интервалдан хх 0  нүктесі шықпайтындай етіп, 0х  аргументіне 0 х  

өсімшесін берейік. Сонда )( xfy    функциясының 0х  нүктесіндегі сәйкес 

өсімшесі: 

0 0 0( ) ( ) ( )y f x f x x f x       

болады. 

)( xfy   функциясының 0х  нүктесіндегі туындысы деп функция 

өсімшесінің аргумент өсімшесіне қатынасының х  нөлге ұмтылғанда шегін 

айтады. 

)( xfy   функциясының 0х  нүктесіндегі туындысын )( 0xf   немесе 

)( 0xу  деп белгілейді: 

 
x

xfxxf

x

y
xf

xx 











)()(
limlim)( 00

00
0 .                     (5.1) 

Егер )( xfy   функциясының ),( ba  интервалдың әрбір x  нүктесінде 

туындысы бар болса, онда ол туынды x  аргументінің функциясы болып 

табылады және оны:  

                                       )(
)(

xfy
xd

xfd

xd

yd
   

деп белгілейді. 

Туынды табу амалы функцияны дифференциалдау деп аталады. 

Сонымен, функция туындысын табу үшін: 

а) аргумент x -ке  х  өсімшесін береді; 

ә) осыған сәйкес y  функция өсімшесін табады; 
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б) 
x

y




 қатынасын табады; 

в) осы қатынастың  0 х   шегін табады. 

5.1  мысал. Туындының анықтамасы бойынша 475 2  xxy  

функциясының туындысын табу керек. 

Шешуі: x  аргументке x  өсімшесін берейік, сонда y  функция y  

өсімшесін алады:  

.4)(7)(5 2  xxxxyy  

Функция өсімшесін табайық: 

.7)(510)475(]4)(7)(5[ 222 xxxxxxxxxxy   

Функция өсімшесінің аргумент өсімшесіне қатынасын табайық: 

.7510 



xx

x

y
 

Бұл қатынастың 0x -дағы шегін табайық: 

.710)7510(limlim
00







xxx

x

y

xx
 

   Ендеше, туынды анықтамасы бойынша  .710'  xy  

5.2  мысал. Туындының анықтамасы бойынша xy  функциясының 

туындысын табу керек. 

Шешуі: функция өсімшесін табайық:  

xxxy  ;         
x

xxx

x

y









; 

   
 
















 xxxx

xxxxxx

x

xxx

x

y

xxx 000
limlimlim  

   
.

2

11
limlimlim

000 xxxxxxxx

x

xxxx

xxx

xxx
















 

Сонымен   

.
2

1
'

x
y   

 

5.1.2 Туындының геометриялық және механикалық мағынасы. 

Туындының геометриялық мағынасы. Алдымен қисық сызыққа 

жүргізілген жанаманың анықтамасын келтірейік. 

           ),( ba  интервалында анықталған және үзіліссіз )( xfy   

функциясының сызбасын қарастырайық.  
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0 ( , ),x a b x   - өсімше. 

          0 0 0

0 0

( ( )),

( ; ( )).

М х f x

M x x f x x   
 

 

 

 

 

 

 

)( xfy   қисығына 0М  нүктесінде жүргізілген жанама деп сызбаның 

М  нүктесі оның 0М  нүктесіне ұмтылғандағы )0(  х  қиюшысының 

шектік орны (егер ол бар болса) ТМ 0  түзуін атайды. 

Егер )( 0xf   туындысы бар болса, онда )( xfy   қисығы графигінің 

))(,( 000 xfхМ  нүктесінде ТМ 0  жанамасын жүргізуге болады. Сонда 

0 х  жағдайда: 

                                       0 0 0 0tg tgМ М М Т         , 

мұндағы   мен 0  сәйкесінше OX  өсімен )( 0MМ  қиюшысы және )( 0TМ  

жанамасы жасайтын бұрыштар. 

 0 0 0 0

0

tg , ( ) ( ) ( ), .
MP

MP f x x f x f x M P x
M P

           

 0 x             0( )
tg .

f x

x






     0    

0
0 0

0 0 0

( )
( ) lim lim tg tg lim tg

x x x

f x
f x k

x
  

     


     


. 

  )( xfy   функциясының ),( 00 ух  нүктесіндегі жанамасының теңдеуі:  

                                            )()( 000 xxxfуy  ,  

    мұндағы  0 0( )y y x . 

Егер осы жанамаға ),( 00 ух  нүктесінде перпендикуляр жүргізсек, онда 

осы түзуді нормаль түзу деп атайды және оның теңдеуі: 

                                      )(
)(

1
0

0

0 xx
xf

yу 


 .  

5.3  мысал. 862  хху  функциясының сызбасына  3;1М  

нүктесіне жүргізілген жанама мен нормаль түзуінің теңдеулерін табу керек.  

X b 0x x   x0 O 

   

y = f (x) M0 

P  f(x0) 

Y 

T 

M 
 f ( 0x x )  

5.1 сурет 
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Шешуі: алдымен жанаманың бұрыштық коэффициентін табу керек: 

   2

1 1
1

tg ( ) 6 8 2 6 4
х х

х

k f x х х х
 




         . 

Сонымен, жанаманың теңдеуі  )1(43  xy     немесе    ,14  xy  

ал нормаль түзуінің теңдеуі       )1(
4

1
3 


 xу   немесе         

4

13

4

1
 xу . 

Туындының механикалық мағынасы. 

)(tfS   функциясының М  материалдық нүктесінің түзу бойымен 

қозғалысының заңдылығын өрнектейтін болсақ, яғни S  жолы t  уақыт 

аралығындағы O  нүктесінен М  нүктесіне дейінгі жүрген жол. 

 ttt ,  аралығында жүрген жолы     )()( tfttfS   болса, 

онда осы аралықтағы орташа жылдамдығы    
t

S
Vop




 , ал t  уақыт 

аралығындағы лездік жылдамдығы:   

  )(lim
0

tf
t

S
tV

t








. 

5.4  мысал. 
2

2gt
S   формуласымен қозғалатын материалдық нүктенің 

2t сек кезіндегі жылдамдығын табу керек. 

Шешуі:    .
2

)(
2

gt
gt

tStV 











  Сонымен, 2t сек кезіндегі жылдам-

дығы    ./6,1928,922 секмgV   

 

5.1.3 Дифференциалдаудың негізгі ережелері. 

С тұрақты, туындылары бар  )(),( xvvxuu функциялары 

берілсін: 

1)  0с  .       

2) 1х  .                          

3) ( )с u с u    . 

4) ( )u v u v     . 

5) ( )u v u v u v       . 

6) 2

u u v u v

v v


    

 
 

 дербес жағдайда   2

c c

v v
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7) Егер  )(uFy  функциясының u  нүктесінде және ( )u u x   

функциясының x  нүктесінде туындысы бар болса, онда  ( )y F u x  күрделі 

функциясының  x   нүктесінде туынды:  

      xuuFxuF 


)(  

формуласымен анықталады (күрделі функцияны дифференциалдау ережесі). 

Дербес жағдайда )(, bxkFybxku  болса, онда  )(uFky   

болады. 

   8) Егер )( xfy   функциясының x  нүктесінде туындысы 

0)(  xfy  болса, онда оған кері )( ух   функциясының туындысы 

бар болады және ол мынаған тең болады: 

                                                 
)(

1
)(

xf
yxy


 

    
 

Негізгі элементар функциялардың туындыларының кестесі. 

 

1   1
 nn xnх         

1n n

u x n u x u x
    

 
  

2  
x

х
2

1



    

 
 

1

2
u х u x

u x

    

3 

1

1
m m

m

x x 

    
 

  

     
 1

1
m m

m
u x

u x u x


 
    

 
 

  

4   aaa xx ln


  
       axuaa xuxu ln


  

5   xx еe 


  
      xuee xuxu 


  

6 
 

ax
xa

ln

1
log 


    

 
  axu

xu
xua

ln
log





  

7 
 

x
x

1
ln 


    

 
 xu

xu
xu





ln   

8   xx cossin 


        xuxuxu cossin 


  

9   xx sincos 


        xuxuxu sincos 


  

10 
  2

1
tg

cos
x

x


     

 
 2

tg
cos

u x
u x

u x
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11 
  2

1
ctg

sin
x

x


      

 
 2

ctg
sin

u x
u x

u x


    

12 
 

21

1
arcsin

x
x





    

 

 2
arcsin

1

u x
u x

u x





  

13 
 

21

1
arccos

x
x





    

 

 2
arccos

1

u x
u x

u x


 


  

14 
  2

1
arctg

1
x

x





    

 
 2

arctg
1

u x
u x

u x





  

15 
  2

1
arcctg

1
x

x


 


    

 
 2

arcctg
1

u x
u x

u x


 


  

 

 5.5  мысал.   .710601725324752 2223 


 xxxxxxx  

 5.6  мысал.    ).2(2)'()'( 2222 


xxeexexexexex xxxxxx
 

 5.7  мысал.   3 3 3arctg ( )' arctg (arctg )'x x x x x x

      

3
2 3 2

2 2

1
3 arctg 3 arctg .

1 1

x
x x x x x

x x
      

 
 

5.8  мысал.  



















2

2

2

arcsin
1

1

)'(arcsin)'(arcsinarcsin

x

xx
x

x

xxxx

x

x
  

.
1

arcsin1

22

2

xx

xxx




  

5.9  мысал. 





















2)cos(sin

)'cos(sin)cos(sin)cos(sin)'cos(sin

cossin

cossin

xx

xxxxxxxx

xx

xx
 

.
)cos(sin

2

)cos(sin

)cos(sin)cos(sin

22

22

xxxx

xxxx







  

5.10 мысал.      ).32( cos2)'32()32( cos)32( sin 


 xxxx  
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5.11 мысал.   .)52(246)52(4)52()52(4)52( 33223333343 


 xxxxxxx  

5.12  мысал.     6 5 5 2tg 6tg (tg )' 6tg sec .x x x x x

     

5.13  мысал.      2 2

1 1
tgln (ln ) ' .

соs ln соs ln
x x

x x x


  


               

5.14  мысал.      .
5

2
)'5(

5

1
)5( ln

2

2

2

2









x

x
x

x
x                  

5.15  мысал. 

'

3 2 2sin 3sin sin sin cos .
3 3 3 3 3

x x x x x


   
      

   
  

5.16  мысал. 
'

2

1 1 1 1
ln tg tg .

2 2 sin
tg 2tg cos 2sin cos

2 2 2 2 2

x x

x x x x x x


   

       
     

 

5.17  мысал.        






'

2

2

2 1
1

1
1ln xx

xx
xx       

1

1

1

1

1

1

12

2
1

1

1

22

2

222 






























xx

xx

xxx

x

xx
. 

5.18  мысал.  
2 2

sin 1 sin sin
ln ln  (1 sin ) lncos

cos cos cos

x x x
x x

x x x

   
        

   
 

 





 x
x

x
xx

xxxxx
sin

cos

1
cos

sin1

1

cos

)sin(cos2sincoscos
4

2

 

2 2 2 2

3 2 3

cos 2sin cos  (1 sin ) sin cos 2sin 1 sin sin

cos 1 sin cos cos cos cos

x x x x x x x x x

x x x x x x

   
      


 

2 2
3

3 3

cos 2sin 1 2
2sec .

cos cos cos

x x
x

x x x


     

 

5.1.4  Логарифмдік туынды. 

1) 0)(  xfy  функциясы берілсін. Бұл функцияның екі жағын да 

логарифмдеп, соңынан туынды аламыз: 

 
( )

ln ln ( ) (ln ( )) ( ) ( ) ln ( ) .
( )

f x
y f x f x y f x f x f x

f x
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2)   0)(,)()( )(  xUxUxF xV  көрсеткіштік-дәрежелік  функция-

сынан туынды алайық. Берілген функцияның екі жағын да логарифмдейік: 

( ) ( )
ln ( ) ( ) ln ( ) ( ) ln ( ) ( ) .

( ) ( )

F x U x
F x V x U x V x U x V x

F x U x

 
        

Сонда: 

                        .
)(

)(
)()(ln)()()(

)()(








 




xU

xU
xVxUxVxUxU

xVxV

 

Е с к е р т у:   y
y

y 
1

)( l n  туындысын логарифмдік туынды дейді, 

мұндағы )( xyy  . 

5.19  мысал.   
tg(sin ) .xy x     

Шешуі:       

ln tg lnsiny x x  ; 

2

2

' 1 1
tg cos lnsin 1 sec lnsin

sin cos

y
x x x x x

y x x
        ;  

2 tg 2'  (1 sec lnsin ) (sin ) (1 sec lnsin ).xy y x x x x x         

5.20  мысал.   .
1)45(

23)12(
32

3

xx

xx
y




   

Шешуі:  

1 1
ln 3ln  (2 1) ln  (3 2) 2ln  (5 4) ln  (1 );

2 3
y x x x x         

' 3 1 3 5 1
2 2 ;

2 1 2 3 2 5 4 3(1 )

y

y x x x x
      

   
 

.
)1( 3

1

45

10

)23( 2

3

12

6

1)45(

23)12(
'

32

3



























xxxxxx

xx
y  

.0,1,log  ааxу a  

 

5.1.5 Айқын емес және параметрлік түрде берілген функция 

туындылары. 

Айқын емес функцияның туындысы. Егер у  пен x  айнымалылары 

арасындағы тәуелділік 0),( yxF  теңдеуімен айқын емес түрде берілсе, 

онда хy  туындысын табу үшін теңдеудің екі жағын, у - ті x - тің функциясы 

деп алып, дифференциалдау керек. Содан соң шыққан теңдеуден хy  

туындысын табу керек. 
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5.21  мысал.   0ln 23  yexyx  теңдеуінен хy  туындысын табу керек. 

Шешуі: теңдеудің екі жағын да x  бойынша дифференциалдайық, 

сонда: 

02'
'

3 22  yy xeyex
y

y
x ;          

 
yy yexxxeyy 22 1)32('  . 

Осыдан                    

.
1

)32(
'

2

2

y

y

yex

yxxe
y




  

Параметрлік түрде берілген функцияның туындысы. у - тің x - ке 

тәуелділігі  t   параметрі арқылы: 

 

( ),

( ), ,

x t

y t t a b








 
 

түрінде берілсін және    )(, tt    функцияларының туындылары бар 

болсын. 

Егер )( t , )( t  туындылары бар және 0)( t  болса, онда 

)( xfy   функциясы x  нүктесінде дифференциалданады және теңдігі 

орындалады: 

, 0t
х t

t

y
y x

x


  


. 

5.22  мысал.   Егер   
153

13

35

3











tty

ttx
 болса, 

dx

dy
y '  табу керек. 

Шешуі: . 

1515 

33

24

2














tty
dt

dy

tx
dt

dx

t

t

   

Ендеше 
4 2

2

2

15 15
5 .

3 3

t

t

dy y t t
t

dx x t

 
  

 
 

 

5.1.6 Гиперболалық функциялардың туындылары. 

Келесі функцияларды гиперболалық функциялар дейміз: 

Гиперболалық синус: 

sh
2

x xe e
x


 ; 

Гиперболалық косинус:  
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ch
2

x xe e
x


 ; 

Гиперболалық тангенс:  

sh
th

ch

x x

x x

x e e
x

x e e






 


; 

Гиперболалық сотангенс: 

ch
cth

sh

x x

x x

x e e
x

x e e






 


. 

sh , ch , thy x y x y x    функцияларының анықталу облысы   ,;  

ал cthy x  функциясы үшін    .;00;   

chy x  жұп функция, ал sh , th , cthy x y x y x   тақ функциялар. 

Гиперболалық функциялар үшін тригонометрикалық функциялардың 

теңдіктеріне ұқсас теңдіктері бар. Мысалы: 

2 2ch sh 1x x     sh2 2sh chx x x     2 2ch2 ch shx x x   

Егер  122  yx  гипербола теңдеуі берілсе, онда оның  параметрлік 

түрдегі жазылуы    
ch

sh

x t

y t





болады. 

Гиперболалық функциялардың туындылары:  

     sh chx x

 ;    ch shx x


 ;       2

1
th

ch
x

x


  ;         2

1
ch

sh
x

x


   

формулаларымен табылады. 

5.23  мысал.   3 3 2 21 1
sh ch 3sh ch 3ch sh

2 2 2 2 2 2 2 2

x x x x x x


 
        

 
 

3 3
sh ch sh ch sh sh ch .

2 2 2 2 2 4 2 2

x x x x x x
x

   
         

   
 

 5.24  мысал. 

 2 2

2 2 3 3

4 5 8sh 4 10ch5
th 4 cth 5 2th 4 2cth5 .

ch 4 sh 5 ch 4 sh 5

x x
x x x x

x x x x


        

5.1.7 Жоғарғы ретті туындылар.  

Берілген )( xfу   функциясының туындысы )( xfу   тәуелсіз 

айнымалы x - тің функциясы болады. )( xf  - бірінші ретті туынды деп 

аталады. 

Бірінші ретті туындыдан алынған туынды - екінші ретті туынды, сол 

сияқты )1( n - ші ретті туындыдан алынған туынды - n - ші ретті туынды 

деп аталады және сәйкес мына түрде жазылады: 
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 ( ) ( 1) ( )

( );

( ( )) ( );

... ... ... ... ... ... ...

( ) ( ).n n n

y f x

y f x f x

y f x f x

 

    


 

 

y u v   болсын,  мұндағы  )(),( xvvxuu    қандай да бір (a,b) 

интервалында дифференциалданатын функциялар. Онда:  

; 2 ;

2 2 3 3 .

y u v uv y u v u v u v uv u v u v uv

y u v u v u v u v uv u v u v u v uv

                    

                      
 

Бұдан  vuy   - көбейтіндінің жоғарғы ретті туындысын  
( )n

а b  - 

Ньютон биномы жіктелуі формуласы бойынша алуға болатындығын көреміз. 

Сонымен: 

....
!

))1(...()1(

...
!2

)1(
)(

)()()(

)2()1()()()(

nkkn

nnnnn

vunvu
k

knnn

vu
nn

vunvuvuy















 

Бұл формула көбейтіндінің жоғарғы ретті туындысы үшін Лейбниц 

формуласы деп аталады. Сонымен: 

                                  ,)( )()(

0

)()( kkn
n

k

k

n

nn vuCvuy 



  

мұндағы        

 ( 1)( 2)... ( 1)!
;

!( )! !

k

n

n n n n kn
C

k n k k

   
 


 

,1!0;; )0()0(  vvuu  

 мұндағы  
k

nС  - биномдық коэффициент. 

  Егер функция параметрлік түрде берілсе, яғни 
( )

( ),

x t

y t









 ),0( Tt  

бұл функцияның бірінші ретті туындысы 
t

t
x

x

y
y




 , ал екінші ретті туындысы 

төмендегі формуламен есептелінеді: 

3)( t

tttttt
xx

x

yxxy
y




 . 

5.25  мысал.    .75,032 2345  xxxxxy   
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Табу керек  ,..."' ," ,' yyy .  

Шешуі:    
4 3 2' 5 8 9 2 0,5y x x x x     ; 

;2182420" 23  xxxy      

;184860"' 2  xxy  

120 48IVy x  ; 

120Vy  ; 

... 0.VI VIIy y    

5.26  мысал.     .ln xy    

Табу керек: .)(ny  

Шешуі:  

1 2

3 4

1
' ;   " 1 ;  

'" 1 2 ;   1 2 3 ; ... ;IV

y x y x
x

y x y x

 

 

    

       

               

.
)!1(

)1()1()1(...321 11)(

n

nnnn

x

n
xny


 

 

5.27  мысал.    .2xу    

Табу керек: .)(ny  

Шешуі: 

2 3 4' 2 ln2;  " 2 ln 2;  '" 2 ln 2;  2 ln 2; ... ;х х х IV хy y y y     

.2ln2)( nхny   

5.28  мысал.    .sin xy    

Табу керек: .)(ny  

Шешуі:       

' cos sin ;  " sin sin 2 ;
2 2

y x x y x x
    

          
   

 

( )'" cos sin 3 ; ... sin .
2 2

ny x x y x n
    

          
   

 

5.29  мысал.   tax 3cos ,  tay 3sin  параметрлі түрде берілген 

функцияның бірінші және екінші ретті туындыларын табу керек.  

Шешуі:           
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3 2

2
3

sin 3 sin cos
tg ;

3 cos sin
cos

t

t

a t a t t
y t

a t t
a t



    
 

                                     

 

 

2 2

2 2 4
3

tg sec 1

3 cos sin 3 sin cos
cos

t

t

td y t
y

dx a t t a t t
a t


 

    
 

. 

 

5.1.8 Дифференциал және оның қолданылуы. 

 хfу   функциясы  ba;  аралығында дифференциалданған болсын. 

Осы функцияның  ba;  аралығында x  нүктесіндегі туындысы:  

)(lim
0

xf
x

y

x







 

теңдігімен анықталады. 
x

y




 қатынасының 0х  ұмтылғандағы шегі ),(xf   

сондықтан, ,)( 



xf

x

y
 мұндағы   шексіз аз шама ( 00  х ). Екі 

жағын х ке көбейтсек, онда: 

 

хxxfy  )(                                      (5.2) 

Бұл теңдіктегі х  шамасы 0х  ұмтылғанда x - ке 

салыстырғанда жоғары ретті ақырсыз кішкене шама, яғни: 

.0limlim
00











xx х

х
 

(5.2) теңдіктегі бірінші қосылғыш x - ке пропорционал және оған 

сызықты тәуелді, ал екінші х  қосылғыш x - ке салыстырғанда жоғары 

ретті ақырсыз кішкене. Осыған байланысты xxf  )(  шамасын 0х  

ұмтылғанда функция өсімшесінің басты мүшесі дейді және ол функцияның x  

нүктесіндегі дифференциалы немесе бірінші дифференциалы деп аталады да 

, ( )dy df x  символдарының бірімен белгіленеді:  

xxfxdfdy  )()( . 

)( xfу   функциясының 0x  нүктесіне x  өсімше берген кездегі 

дифференциалының геометриялық мағынасы – функция сызбасына 

))(,( 000 xfхМ  нүктесіне жүргізілген жанаманың ординатасы болып 

табылады, ал функция өсімшесі  у - функция ординатасы, яғни: 

                             )()(,)( 000 xfxxfydxxfdy  . 
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Егер )(xuu   және )(xvv   дифференциалданатын функциялар деп 

болжайтын болсақ, онда мына формулаларды жазуға болады: 

а) )()())()(( xvdbxduaxbvxuad  ; 

ә) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )d u x v x u x dv x v x du x     ; 

б) 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) 0

( ) ( )

u x v x du x u x dv x
d v x

v x v x

    
  

 
. 

Функция дифференциалы функция мәнін жуықтап есептеуде жиі 

қолданылады. Ол үшін дифференциалдың анықтамасы бойынша  

                  0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )y f x x f x f x f x f x x dy          

теңдігінен                 

xxfxfxf  )()()( 00  

теңдігін алып, кез келген функцияның x  нүктесіндегі мәнін жуықтап 

есептеуге болады. 

Бірінші ретті дифференциал инвариантты, яғни сыртқы түрін сақтайды. 

)( xfу   функциясының бірінші ретті дифференциалы ( )dу f x dx  болса, 

 )( tfу   күрделі функциясының бірінші ретті дифференциалы: 

 

( ) ( ) ;

( ) ,

t x t x t x

t

dy y dt y x dt y x dt y dx

dy f x dx dx x dt

          

  
 

теңдігін аламыз. 

5.30  мысал.      2
arctg (arctg ) ' .

1

dx
dy d x x dx

x
   


  

5.31  мысал.     .2)(
222

dxxedxeeddy xxx    

 

5.32  мысал.   51,0arcsin   жуық мәнін есептеу керек. 

Шешуі: xy arcsin  функциясын қарастырайық. 5,0x  деп алсақ, 

онда 01,0x  және xxxxx  )'(arcsinarcsin)( arcsin  формуласын 

қолдана отырып:  

.513,0011,0
6

01,0
)5,0(1

1
5,0arcsin51,0arcsin

2






 

5.33  мысал.    Радиусы 3,02 м болатын дөңгелек ауданының жуық мәнін 

есептеу керек. 

Шешуі: 
2RS   формуласын қолданамыз. 3R  десек, .02,0R  

Сонда .12,002,0322   RRdSS  
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Ендеше, дөңгелек ауданының жуық мәні:  

66,2812,912,09    (м
2
). 

Жоғарғы ретті туындыларға сәйкес, функцияның бірінші ретті 

дифференциалынан алынған дифференциал – екінші, ал екінші ретті 

дифференциалдан алынған дифференциал – үшінші, сол сияқты )1( n - ші 

ретті дифференциалдан алынған дифференциал n - ші ретті дифференциал 

деп аталады. 

Егер )( xfу   функциясының  n - ші ретті туындысы болса, онда: 

dxxfxdfdy )()(  ; 

222 )())(())(()( dxxfdxdxxfdxxfdxfdyd  ; 

333 )()( dxxfxfdyd  ; 

nnnn dxxfxfdyd )()( )( . 

теңдіктерін аламыз. 

           Айталық, )(),( tхxfу   - күрделі функция болсын.  tx xfу  , ал 

xdу f dx  бірінші дифференциал үшін инварианттық қасиет орындалады, ал 

жоғарғы дифференциалдар үшін бұл қасиет орындалмайды: 

 
2 2

2 2

( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x x

xx x

d y d f x d f x dx d f x dx f x d dx

f x dx f x d x

      

  
 

теңдігі шығады. 

5.34  мысал.   3)32(  xy  функциясының бірінші, екінші және үшінші 

ретті дифференциалдарын табу керек. 

Шешуі: ; )32( 6 2)32( 3 22 dxxdxxdy   

;)32( 242)32( 12 222 dxxdxxyd    . 48224 333 dxdxyd   

5.35 мысал.    
tev 2  функциясының бірінші және екінші ретті 

дифференциалдарын табу керек. 

Шешуі:  
2 2 2 22 ;   4 .t tdv e dt d v e dt     

5.36 мысал. 
23 52 xxy   функциясының өсімшесі мен 

дифференциалын салыстыру керек. 

Шешуі:  )52()( 5)( 2 2323 xxxxxxy  

;)( 2)()56()106( 322 xxxxxx  . )106( 2 dxxxdy   

y  өсімшесі мен dy  дифференциалдың айырмасы x -пен 

салыстырғанда жоғарғы ретті шексіз аз шамалар: 

 .)( 2)()56( 32 xxx   
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Жаттығулар. 

Функциялардың туындыларын табу керек. 

1. .
7
3x

y   Жауабы:  .
21

'
4x

y                 

2. .
4

3 3 ххy                          Жауабы: .' 3 хy   

3. .
15

2

11

4

7

2 753 xxxxxxy            Жауабы: .)1(' 222 xxxy   

4. .)22( 2 xexxy   Жауабы: .' 2 xexy    

5. .ln3 33 xxxy                           Жауабы: .ln9' 2 xxy   

6. .
3

2
2

3

x

x

y   Жауабы: .
9

8
ln

9

8
' 










x

y   

7. ).32( ln 23 xxy                         Жауабы: .
32

)1( 6
'

2 xx

x
y




  

 8. .sin2cos2sin2 xxxxxy             Жауабы: .cos' 2 xxy   

 9. .31 2xy    Жауабы: .

31

3
'

2x

x
y



    

 10. .4
2

arccos 2x
x

xy    Жауабы: .
2

arccos'
x

y   

 11. .1arcsin xxxy   Жауабы: .arcsin
2

1
' x

x
y   

 12. .
2

cos
2

sin

2











xx
y    Жауабы: .cos' xy      

 13. .
3

cos3 x
y        Жауабы: .

3
sin

3
cos' 2 xx

y   

14. 
2 1

ln tg .
4

x
y


      Жауабы: 

2 1
' cosec .

2

x
y


       

15. .
sin1

sin1
ln

x

x
y




  Жауабы: .

cos

1
'

x
y   

16. 
3 52 1

tg2 tg 2 tg 2 .
3 5

y x x x          Жауабы: .2sec2' 6 xy   
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17. .sin
7

1
sin

5

2
sin

3

1 753 xxxy      Жауабы: .cossin
2

1
' 52 xx

x
y   

18. .193 ln 42






  xxy  Жауабы: .

19

6
'

4 



x

x
y  

19. 2ctg 2lnsin .
2 2

x x
y     Жауабы: 3' ctg .

2

x
y   

20. 
2arcctg 4 1.y x   Жауабы: .

14

1
'

2 



xx

y  

21. .1||  егер  ,
1

2
arcsin

6

3




 x
x

x
y  Жауабы: .

1

6
'

6

2

х

х
y


  

22. .
9

9
arccos

2

2

х

x
y




  Жауабы: .

9

sgn6
'

2 


x

x
y  

23. .
)4()2(

)3)(1(
ln

3

3






xx

xx
y    

Жауабы: .
)4)(3)(2)(1(

6
'




xxxx
y  

24. ln  (sec tg ).y x x   Жауабы: .sec' xy   

25. ln  (cosec ctg ).y x x    Жауабы: ' cosec .y x  

26. .
2

ln
5

5




x

x
y         Жауабы: .

)2(

10
'

5 


xx
y  

27. .
cos1

sin
2













x

x
y           Жауабы: .

)cos1(

sin2
'

2x

x
y


  

28. 
2cosec .

2

x
y    Жауабы: 

2

ctg
2' .

sin
2

x

y
x

  

29. ].1)3( [ln)3( 55  xxy  Жауабы: ).3( ln5' 54  xxy  

30. .2,01arcsin 2xy   Жауабы: .

5||

'
2xx

x
y



  

31. .1arcsinarcsin 2xx eey   Жауабы: .0'y  
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32. .

1 2mx

x
y



  Жауабы: .
)1(

1
'

232mx
y


  

33. .coscossin2 22 xxxxxy     Жауабы: .cos4' 2 xxy   

34. .
sinln1

sin

x

x
y


  Жауабы: .

)sinln1(

sinlncos
'

2x

xx
y




  

35. .coscos3sin3 33 xxxxy      Жауабы: .cossin9' 2 xxxy   

36. .cossincossin 33 xxxxx eeeeey     

Жауабы: .sin2' 2 xx eey   

37. 
2

1
arctg ( 1) .

2 2

x
y x

x x


  

 
 Жауабы: .

)22(

2
'

22 


xx
y  

38. ).6ln6ln3(ln 23  xxxxy  Жауабы: .ln' 3 xy   

39. lnsin tg .y x x x    Жауабы: .
cos2

sinln
'

2 xx

x
y


  

40. 
21

tg sin lncossin .
2

y x x   Жауабы:
3' cos tg sin .y x x   

41. .
1

2
ln

2






x

xx
y  Жауабы: .

)2)(1( 

1
'




xxx
y  

42. 
22 tg2 lncos2 2 .y x x x x     Жауабы: 2' 4 tg 2 .y x x   

43. ).12( arccos 2  xey  Жауабы: .

1

2
'

2x

x

e

e
y



  

44. 
2

arctg
ln .

1

x x
y

x x
 


 Жауабы: 

2

arctg
' .

x
y

x
   

45. .
5

1ln
55 xx

x
y   Жауабы: .

ln5
'

6x

x
y


  

46. ).cosln1( sec xxy   Жауабы: 

1
tg ln

cos' .
cos

x
xy

x
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47. .arcsin1 2 xxx eeey   Жауабы: .

1

2
'

2

3

x

x

e

e
y



  

48. .2 cos3cos3 xxy    Жауабы: .2lnsin23' 3cos3cos3   xy xx  

49. .
3

2
4

5

x

xxe
y


  Жауабы: .

3

81

32
ln2

'
4

5

x

xx e
e

y



  

50. .
1

1
ln







 x

x

e
x

x
y  Жауабы: .0'y  

51. .cos
2

1
cossin 2 xxxxy   Жауабы: .2cos' xxy   

52. ln tg .
2 sin

x x
y

x
   Жауабы: .

sin

cos
'

2 x

xx
y


  

53. 2 (tg ).y x x   Жауабы: 
2tg

' .
x

y
x

  

54. 
4

8

2
arctg .

1

x
y

x



 Жауабы: .

1

8
'

8

3

x

x
y


  

55. .21arccos xy   Жауабы: .
21

2

2

2ln
'

x

x

y


  

56. .sinlog 2
2 xy   Жауабы: 

2 ctg
' .

ln 2

x
y   

57. .arcsin xxy    

Жауабы: .
arcsin

1

ln
'

2

arcsin



















x

x

x

x
xy x

 

58. .
1

1
4















x

x
y  Жауабы: .

)1(

)1( 8
'

5

3






x

x
y  

59. .ln

1

xxy   Жауабы: .0'y               
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60. .xxy                                   Жауабы: ).ln1(' xxy x   

61. .lnxxy   Жауабы: .ln2' 1ln xxy x  
 

Айқын емес функциялардың хy  туындысын табу керек. 

62. .0333  xyyx  Жауабы: .'
2

2

yx

yx
y




  

63. .0222 22  FEyDxCyBxyAx    Жауабы: .'
ECyBx

DByAx
y




  

64. .0sinsin  xyyx  Жауабы: .
sincos

sincos
'

xyx

yxy
y




  

65. .012  xyyx ee  Жауабы: .
2ln2

2ln2
'






xyy

xyx

xe

ye
y  

66. .04ln22

 xyx y
                 Жауабы: .

ln 2
'

xx

y
y   

Параметрлік түрде берілген функцияның туындысы табу керек. 

67. taytax sin  ,cos   болса, 
dx

dy
y '  табу керек.      

Жауабы: ctg .t  

68. teytex tt cos  ,sin  
 болса, 

dx

dy
y '  табу керек.    

Жауабы: .2te  

69. ch ,   sh x t y t   болса, 
dx

dy
y '    табу керек.    

Жауабы: cth .t  

  

Екінші ретті туындыларды табу керек. 

70. .
5

22




x
y                                          Жауабы:  .

)5( 

44
"

3




x
y      

71. ).3ln2(
4

1 2  xxy                                 Жауабы: .ln" xy   
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72. .arcsin1
3

2
1

3

1 222 xxxxxy    Жауабы: .12" 2xy   

73. .3cos
27

2
3sin

9

1
xxxy                  Жауабы: .3sin" xxy   

74. . ln 2222 axaxxxy 





      Жауабы: 

2 2

1
" .

 
y

x a



 

75. 








).cos1( 

),sin( 

tay

ttax
                Жауабы: .

2
sin4

1

4
2

2

t
axd

yd 
  

76. 











.

,arccos

2tty

tx
               Жауабы: .4 2

2

2

tt
dx

yd
  

77. Түзу сызықты қозғалыстағы нүктенің жолының уақытқа тәуелдігі 

ts   теңдеуімен берілген. Төртінші секунд соңында нүктенің үдеуін табу 

керек.          

Жауабы: 
32

1
 м/с

2
. 

 

Үшінші ретті туындыларды табу керек. 

78. .
)1( 6 


x

x
y                 Жауабы: .

)1(

1
"'

4


x
y    

79. .ln
2

1 2 xy                  Жауабы: .
3ln2

"'
3x

x
y


  

80. .32)32( 3  xxy      Жауабы: .32105"'  xy  

 

n-ші ретті туындыларды табу керек. 

 

81. .xxy n        Жауабы: .
2

)12(...753)( x
n

y
n

n 
  

82. .
12

1




x
y             Жауабы: .

)12(

)2(!
1

)(






n

n
n

x

n
y  

83.  .22 xxy        Жауабы: .2ln]2)1(2[' nxnxy   

84. .
dcx

bax
y




       Жауабы: .

)(

)()(!
1

1
)(










n

n
n

dcx

cbcadn
y  
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85. .kxey                Жауабы: .)( kxnn eky   

86. .cos xy     Жауабы: .
2

 cos)(










n
xy n 

 

Функция дифференциалдарын табу керек. 

 

87.   .
522 xay                            Жауабы:   .10

422 dxxaxdy   

88. .1 2xy                    Жауабы: .
1 2x

xdx
dy


  

89. 31
tg tg .

3
y x x             Жауабы: .

cos4 x

dx
dy   

91. .
7

arcsin
2

49
49

2

2 x
x

x
y         Жауабы: .49 2 dxxdy   

92. .
6

6
ln

12

1






x

x
y      Жауабы: .

362 


x

dx
dy  

93. 
2arctg .xy e                  Жауабы: .

1

2
4

2

x

x

e

dxe
dy


  

Жуық мәндерін табу керек. 

 

94. arctg 1,05.                            Жауабы: .811,0      

95. 0tg 46 .                                   Жауабы:  1,035. 

96. 0ln tg47 15 .  Жауабы:  .078,0         

97. .8,154         Жауабы: .9938,1  

99. )1(ln  xxy .  Табу керек: . , , 32 ydyddy  

Жауабы: 
2 2 3 3

2

1 1
ln , ( ) ,   ( ) .dy xdx d y dx d y dx

x x
     

100. 





  4 ln 2xxy  табу керек: .2 yd       

Жауабы: .

)4(

)(

2

3

2

2
2






x

dxx
yd  
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5.2 Функцияны туынды көмегімен зерттеу 

 

5.2.1 Дифференциалдық есептеудің негізгі теоремалары. 

Туынды ұғымы функцияларды зерттеу кезінде, олардың сызбаларын 

салуда қолданылады. Туындыны қолдана білу үшін біз дифференциалдық 

есептеудің бірнеше негізгі теоремаларымен танысуымыз керек. 

Ферма теоремасы.  Егер  ,a b   сегментінде дифференциалданатын 

)(xfy    функциясы осы сегменттің ішінде жатқан бір 0x нүктесінде өзінің 

ең үлкен немесе ең кіші мәнін қабылдаса, онда оның туындысы 0x  нүктесінде 

нөлге тең болады, яғни .0)( 0  xf  

Ролль теоремасы.   Егер  ,a b   сегментінде үзіліссіз )(xf   функциясы  

 ,a b  интервалында дифференциалданатын болса және )()( bfaf   

орындалса, онда  ,а b   интервалында жатқан ең болмағанда бір    

нүктесінде функцияның туындысы нөлге тең болады, яғни  .0)(  f  

 Бұл теореманың геометриялық мағынасы: Үзіліссіз, әрбір нүктесінде 

жанамасы бар қисық OX  осін ,x a x b   нүктелерінде қиса, онда бұл 

қисықтың бойынан жанамасы OX  осіне параллель болатын кемінде бір нүкте 

табылады (5.2  сурет). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Лагранж теоремасы. Егер  ,a b    сегментінде үзіліссіз )(xf   

функциясы   bа,   интервалында дифференциалданатын болса, онда:  

( ) ( ) ( )( )f b f a f b a    

теңдігі орындалатын  ,a b   интервалынан ең болмағанда бір    нүктесі 

табылады. Бұл теореманың геометриялық мағынасы: 
( ) ( )f b f a

b a




 шамасы AB 

қимасының бұрыштық коэффициентіне тең, ал ( )f  - жанаманың бұрыштық 

коэффициенті. Лагранж теоремасы бойынша   нүктесі табылып, сол 

( , ( ))f  нүктесіндегі жанама АВ қимасына параллель болады. Ондай нүкте 

бірнеше болуы мүмкін (5.3 сурет). 

 

5.2 сурет 

b b   

Y 

O a X 
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5.3 сурет 

 Коши теоремасы.  Егер  ,a b   сегментінде үзіліссіз )(xf  және )(х  

функциялары   ba,  интервалында дифференциалданатын болса және 

0)(  х  болса,онда: 

)(

)(

)()(

)()(





 






 f

àb

afbf
 

теңдігі орындалатын  ba,  интервалынан ең болмағанда бір    нүктесі 

табылады.  

 Е с к е р т у – Лагранж теоремасы (егер   xx   десек) Коши теорема-

сының дербес жағдайы болып табылады.  

5.37  мысал.  1006)( 2  xxxf  функциясы үшін 5  ,1  ba  

мәндерінде Ролль теоремасы орындала ма? Орындалса  -дің қандай мәнінде 

орындалады? 

Шешуі: )(xf  функциясы x тің барлық мәндерінде үзіліссіз және 

дифференциалданады, әрі оның ]5 ;1[ -нің шеткі нүктесіндегі мәндері 

95)5()1(  ff  өзара тең болғандықтан, Ролль теоремасының шарты бұл 

кесіндіде орындалады.   мәнін ( ) 2 6 0f х х     теңдеуінен табамыз, яғни 

.3   

5.38  мысал.  
3 28)( xxxf   функциясы үшін 8  ,0  ba  болғанда 

Ролль теоремасының шарты орындала ма? Орындалса  -дің қандай мәнінде 

орындалады? 

Шешуі: 23( ) 8f x x x   функциясы x -тің барлық мәндерінде үзіліссіз 

және ,

)8(3

28
)('

3 22xx

x
xf




  ,8 ,0  xx  яғни )8 ;0(  интервалында 

дифференциалданады. Әрі, .0)8()0(  ff  Сонымен, ]8 ;0[  кесіндісінде 

Ролль теоремасының шарты орындалады:  

.40280)('  xxxf  

X b b   a 

   

A 

B 

Y 
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5.39  мысал.  3 2)8()(  xxf  функциясы берілген. 16 ,0  ba  болсын. 

Сонда .4)16()0(  ff  Бірақ 
3 83

2
)('




x
xf  туындысы )16 ;0( интервалының 

ешбір нүктесінде нөлге тең болмайды. Бұл Ролль теоремасына қайшы бола 

ма?  

Шешуі: жоқ, себебі )16 ;0(  интервалының 8х  нүктесінде туынды 

болмайды, яғни Ролль теоремасының шарты орындалмайды.  

5.40  мысал.  1)( 23  xxxxf  көпмүше туындысының )1 ;1(  

интервалында нақты түбірі бар екенін көрсету керек. 

Шешуі: Берілген көпмүшенің түбірлерін табайық:  

0123  ххх  немесе ,0)1()1( 2  хх  яғни .1 ,1 32,1  хх  

Ал 0)1()1(  ff  болғандықтан, Ролль теоремасы бойынша )(' xf -тің 

)1 ;1(  интервалында түбірі бар болады. Туындының түбірін табайық: 

,0123)(' 2  xxxf  яғни .1  ,
3

1
21  xx  Сонымен, -1 мен 1 түбірлерінің 

арасында туындының 
3

1
 -ге тең түбірі бар.  

5.41  мысал. 
22 xxy   қисығының AB  доғасының ұштары )1 ;1( A  

және )3 ;3( B  нүктелері болсын. AB  доғасының бойынан сол нүктеде 

жүргізілген жанама AB  хордасына параллель болатындай М  нүктесін табу 

керек. 

Шешуі: 
22 xxy   функциясы x -тің барлық мәнінде үзіліссіз және 

дифференциалданады. Лагранж теоремасы бойынша 1a  және 3b  

мәндерінің арасында )(')()()( fabayby   теңдігін қанағаттандыратын 

x  мәні бар болады:  

),(')13()1()3( yyy   

мұнда xy 22'   болғандықтан: 

2 2(2 3 3 ) (2 1 1 ) (3 1) (2 2 );                   ).1(44   

Бұдан, .0)2(  ,2  y    ).0 ;2(M  

5.42  мысал. 
32  , tytx   параметрлік теңдеулерімен берілген 

қисықтың AB  доғасының бойынан сол нүктеде жүргізілген жанама AB  

хордасына параллель болатындай М  нүктесін табу керек. Мұндағы А  және 
B  нүктелеріне 1t  және 3t  мәндері сәйкес келеді.  

Шешуі: AB   хордасының бұрыштық коэффициенті 
)1()3(

)1()3(

xx

yy




 

бөлшегіне тең, ал М  нүктесіндегі )( t  жанаманың бұрыштық 
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коэффициенті 
)(

)(

'

'





t

t

x

y
 тең, мұндағы .3   ,2 2'' tytx tt     табу үшін Коши 

теоремасы бойынша:  

 

)(

)(

)1()3(

)1()3(

'

'





t

t

x

y

xx

yy





   немесе  





2

3

19

127 2





 

және   ,
2

3

4

13
  яғни .

6

13
   Табылған   мәні 31   теңсіздігін 

қанағаттандырады. 

t  мәнін қисықтың параметрлік теңдеуіне қоя отырып, 

216

2197
  ,

36

169
 yx    аламыз. Сонымен, ізделінді нүкте  .

216

2197
 ;

36

169
 








M   

5.2.2 Тейлор және Маклорен формулалары. 

)(xfy   функциясының х=а нүктесінің аймағында (n+1)-ші ретті 

((n+1)-шіні қоса алғанда) туындыларына дейінгі барлық туындылары бар 

болсын. Онда:  

)()(
!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

)(
2 xRax

n

af
ax

af
ax

af
afxf n

n
n







  

функцияның мұндай жіктелуін Тейлор формуласы деп аталады. Rn(x) - Тейлор 

формуласының қалдық мүшесі: 

))((
)!1(

)(
)( )1(

1

axaf
n

ax
xR n

n

n 



 



 , 

 мұндағы .10   

Егер Тейлор формуласында а = 0, онда Маклорен формуласына келеміз:  

     )(
)!1(!

)0(
...

!2

)0(

1

)0(
)0()( )1(

1)(
2 xf

n

x
x

n

f
x

f
x

f
fxf n

n
n

n











  

Кейбір элементар функцияларды Тейлор формуласы бойынша жіктеу 

2 3 1

1 ... , 0 1
1 2! 3! ! ( 1)!

n n
x xx x x x x

e e
n n

 


        


; 







)
2

)1(sin(
)!1(2

sin
!

...
!5!3

sin
153 




n
n

xn

n

xxx
xx

nn

 

)(
)!12(

)1(...
!5!3

22
1253







 n
n

n xo
n

xxx
x ; 
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2 4 1

2 4 2
2 1

cos 1 ... cos cos( ( 1) )
2! 4! ! 2 ( 1)! 2

1 ... ( 1) ( );
2! 4! (2 )!

n n

n
n n

x x x n x
x n

n n

x x x
o x

n

 






        


      

 

2 3
1 1ln ... ( 1) ( )

2 3

n
n nx x x

x x o x
n

        ; 

).(
!

)1)...(1(
...

!2

)1(
1)1( 12 





 nnm xox

n

nmmm
x

mm
mxx  

Тейлор формуласы бойынша жіктелуі белгілі қандай да бір функцияны 

Тейлор көпмүшесімен алмастыра отырып, берілген дәлдіктегі функциясының 

жуық мәнін табуға болады. Тейлор көпмүшесінің дәрежесі, қалдық мүшенің 

мәні берілген қателіктің мәнінен аспайтындай етіп таңдап алынады.  

5.43 мысал. 3)( xxf   формуласын )1( x  екімүшесінің 5-ші дәрежесіне 

дейін жіктеу керек. 

Шешуі: 
1

3( )f x x  функциясының және оның 5-ші дәрежелік 

туындысының 1a  нүктесіндегі мәнін есептейік:  

;
3

1
)1(',

3

1
)(',1)1( 3

2




fxxff  

5 8

3 3
2 2 10 10

"( ) ;   "(1) ;    '"( ) ;    '"(1) ;  
9 9 27 27

f x x f f x x f
 

       

 
11 14

3 3
80 80 880 880

( ) ;   (1) ;    ( ) ;     (1) .
81 81 243 243

IV IV V Vf х х f f x x f




         

Ендеше, Тейлор формуласы бойынша: 

,)1(
!5243

880
)1(

!481

80
)1(

!327

10
)1(

!29

2
)1(

3

1
1 5 

54323 Rxxxxxx 











  

мұндағы  .1  ,)1(
!6729

12320
)1(

!6

)(
 63

17

6
5 xxx

f
R

VI










 

5.44  мысал. 3 29  жуық мәнін 
310
-ке дейінгі дәлдікпен есептеу керек. 

Шешуі: берілген түбірді түрлендірейік:  

.
27

2
1322729

3

1

33








  

Енді келесі биномдық жіктеуді қолданамыз:  

.
!

)1(...)1(
...

!2

)1(

!1
1)1( 2

n
nm Rx

n

nmmm
x

mm
x

m
х 
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Бұдан келесі жуық теңдікті аламыз: 

,
!

)1(...)1(
...

!2

)1(

!1
1)1( 2 nm x

n

nmmm
x

mm
x

m
х





  

 

оның қателігі:  .) 1(
)!1(

)(...)1( 11  



 nmn

n xx
n

nmmm
R   

nR  қателігі өте үлкен n  мен 1|| x  үшін өте аз болады. 

27

2
x  және 

3

1
m  делік, сонда:  

....
81

52

81

5222

8181

22

81

2
1329

4

5

3

3

























 nR  

Шамалардың тізбектес қателіктерін бағалайық: 

.0003,0
81

52223
||3      ,002,0

81

223
||3

3221 





 RR  

Ендеше, берілген дәлдікпен есептеу үшін 2R  алдындағы үш мүшені 

алсақ жеткілікті, яғни   .072,3)0006,0024,01(3293   

5.45 мысал. e  шамасын 0,0001-ге дейінгі дәлдікпен есептеу керек. 

Шешуі: 
xe  функциясы үшін Маклорен формуласын қолданамыз: 

,
!

...
!2!1

1
2

n

n
x R

n

xxx
e    

мұндағы       ,
)!1(

1


 n
x

n x
n

e
R



 .10   

1

2
x    делік, сонда: 

,
!2

1
...

!32

1

!22

1

!12

1
1

32 nn
R

n
e 











  

мұндағы  .10  ,
)!1(2 1

2











n

e
R

nn  

32  ,10  e  болғандықтан, 
)!1(2 1

2/1




 n

e
R

nn  болады. Бірақ 

,22/1 e  сондықтан: 



63 

 

.
)!1(2

1




n
R

nn      

0001,0nR  орындалатындай n  таңдап аламыз. 

Егер ,3n  онда .
192

1

248

1
3 


R   

,4n    онда    .
1920

1
      ;

12016

1
44 


 RR      

,5n     онда     .0001,0     ;
72032

1
55 


 RR  

e  шамасын 0,0001 дейінгі дәлдікпен анықтау үшін келесі жуық 

теңдікті аламыз: 

.6487,1
!52

1

!42

1

!32

1

!22

1

2

1
1

5432












e   

5.2.3 Лопиталь ережесі. 

    )(xf   және )(xg  функциялары [a;b] сегментінде Коши теоремасының 

шартын қанағаттандырса, әрі  0)()(  agaf  болса, онда егер 
)(

)(
lim

xg

xf

ax 




 шегі 

бар болса, 
)(

)(
lim

xg

xf

ax
, шегі де бар болады, әрі:   

)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 





. 

Лопиталь ережесін 
0

0
;




,  түрлеріндегі анықталмағандықтарды ашуға 

қолдануға болады. 

5.46 мысал. .
ln1

lim
2

1 ee

xx
xx 




 

Шешуі: 1x  болғанда бөлшектің алымы мен бөлімі нөлге ұмтылады, 

сондықтан 
0

0
 түріндегі анықталмағандық аламыз. Лопиталь ережесін 

қолданайық, яғни берілген функциялардың туындыларының қатынасының 

шегін қарастырамыз: 

.
312

1
2

lim
ln1

lim
1

2

1 eee

x
x

ee

xx
xxxx
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5.47 мысал. .
sin

lim
30 x

xx

x




 

Шешуі: бұл -  
0

0
 түріндегі анықталмағандық:  

,
6

1
1

6

1sin
lim

6

1

6

sin
lim

3

cos1
lim

sin
lim

002030







 x

x

x

x

x

x

x

xx

xxxx
  

себебі  1
sin

lim
0


 x

x

x
 - бірінші тамаша шек. Мұнда Лопиталь ережесін екі рет 

қолдандық.  

5.48 мысал. ,lim
x

n

x e

x


 мұндағы n  - бүтін оң сан. 

Шешуі: бұл -  



  түріндегі анықталмағандық. Лопиталь ережесін n  рет 

қолданамыз, сонда:  

1 2( 1) ( 1) ( 2)...1
lim lim lim ... lim 0.

n n n

x x x xx x x x

x n x n n x n n n

e e e e

 

   

     
      

5.49 мысал. .lim
2

x

x

x ex

ex






 

Шешуі: мұнда да 



 түріндегі анықталмағандық:  

2 2 22 2
2

1 1
1 1

2 2 2 22lim lim lim lim
1 1

x x xx x
x

x x x xx x x x

x xx e e ee e
x e

x e e e e   

   
                      

     
 

 .0
1

2

1

2

1

lim
2

12
2

lim
2

12
2

2

1

lim

22

2





































 xxxxx

x

x

ee

x

e

x
e

 

5.50 мысал.  2

0
lim ln .
x

x x


 

Шешуі: мұнда )0(   түріндегі анықталмағандық. Функциялардың 

көбейтіндісін қатынасына түрлендірейік, сонда 



 түріндегі 

анықталмағандық аламыз. Лопиталь ережесін қолданайық: 

    .0lim
2

1

/2

/1
lim

/1

ln
lim0lnlim 2

03020

2

0











x

x

õ

x

x
xx

xxxx
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5.51 мысал. .
1

11
 lim

0












 xx ex
 

Шешуі: мұнда )(   түріндегі анықталмағандық. Бөлшектерді ортақ 

бөлімге келтірейік, сонда 
0

0
 түріндегі анықталмағандық аламыз. Сондықтан 

Лопиталь ережесін қолдануға болады. Сонымен:  

0 0 0

1 1 1 0 1
lim ( ) lim lim 

1 ( 1) 0 1

х х

x х х хx x x

е х е

x e х е е х е  

   
       

      
 

0 0 0

0 1 1
lim lim lim .

0 (2 ) 2 2

х х

х х х хx x x

е е

е е х е е х х  
    

    
 

5.52 мысал.   .sin lim
0

x

x
x


 

Шешуі: бұл – (0
0
) түріндегі анықталмағандық. Берілген функцияны у 

деп белгілейік, яғни 
xxy )(sin , сосын оны логарифмдейміз:  

.
/1

sinln
sinln)ln(sinln

x

x
xxxy x   

Берілген функцияның логарифмінің шегін Лопиталь ережесін қолданып 

табайық (мұнда 



 түріндегі анықталмағандық):  


















 x

xx

x

x
x

x

x
y

xxxx sin

cos
lim

/1

sin
cos

lim
/1

sinln
limlnlim

2

02000
 

.0110
sin

coslim
0











 x

x
xx

x
 

Ендеше .1lim 0

0



ey

x
 

5.53 мысал.  
2cos

/2
lim tg .

x

x
x


 

Шешуі: мұнда )( 0  түріндегі анықталмағандық:  
2cos

/2
lim   tg

x

x
x


  

 
2cos

/2 /2 /2

0

2

/2 /2

2

ln tg 
lim  ln tg lim  2 cos ln(tg ) 2 lim  

1/cos

1 1 1.
1 2tg cos

2 lim 2 lim  0. 
1 tg sin

( sin )
cos

x

x x x

x x

x
x x x

x

e
x x

x x
x

x
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5.54 мысал.   .1 lim
ln

0

x

x
x


 

   Шешуі: мұнда )1( 
 түріндегі анықталмағандық. Логарифмдеп, сосын 

Лопиталь ережесін қолданамыз:  

   


)1(1 lim

ln

0

x

x
x  

.1

002lim2
1

1

lim2

1

ln
lim2

1

1
ln2

lim
1

1

ln
lim

1

ln
lim

1

ln

1
1

1

lim
0

0

ln/1

)1ln(
lim

)1ln(lnlim)1ln(lim

0

0

2

0

0

2

0

2

0

2

0

2

00

0

ln

0






















































e

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x

xx

xx

x

x

x

xxx

xx

xxx

xxx

x

x

x

 

5.2.4 Функцияның өсуі және кемуі. Экстремум нүктесі. 

Егер 21 хх   теңсіздігін қанағаттандыратын ( , )a b  интервалында 

жататын аргумент мәндері үшін )( xfу   функциясының мәндері 

)()( 21 xfxf   теңсіздігін қанағаттандыратын болса, онда берілген )( xf  

функциясы ( , )a b  интервалында кемімейтін функция деп аталады. 

Егер 21 хх   теңсіздігін қанағаттандыратын ( , )a b  интервалында 

жататын аргумент мәндері үшін )( xfу   функциясының мәндері 

)()( 21 xfxf   теңсіздігін қанағаттандыратын болса, онда берілген )( xf  

функциясы ( , )a b  интервалында өспейтін функция деп аталады. 

Ф у н к ц и я н ы ң   ө с у   ж ә н е   к е м у   б е л г і л е р і.  

1) Егер );( bax  үшін 0)(  xf  болса, онда )( xf  функциясы ),( bа  

интервалында өспелі болады. 

2) Егер );( bax  үшін 0)(  xf  болса, онда )( xf  функциясы ),( bа  

интервалында кемімелі болады. 

Егер 0х  нүктесінің );( 00   xх  аймағының ішінде жатқан барлық 

x - тер үшін )()( 0xfxf   теңсіздігі орындалса, онда )( xf  функциясының 

0х  нүктесінде максимумы бар деп атайды. 
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Егер 0х  нүктесінің );( 00   xх  аймағының ішінде жатқан барлық 

x -тер үшін )()( 0xfxf   теңсіздігі орындалса, онда )( xf  функциясының 

0х  нүктесінде минимумы бар деп атайды. 

Максимум жєне минимумды біріктіріп экстремум деп атайды. 

Э к с т р е м у м н ы ң   қ а ж е т т і   ш а р т ы.  Егер )( xfу   

функциясының 0хх   нүктесінде экстремумы бар болса, онда сол нүктеде 

0)( 0  xf  (немесе )(xf   үзілісті) болады. 

0)( 0  xf  (немесе )(xf   үзілісті)  болатын 0хх   нүктесі )( xf  
функциясының кризистік  нүктесі делінеді. 

Э к с т р е м у м н ы ң   ж е т к і л і к т і   ш а р т т а р ы.  

1. Егер )( xfу   функциясы 0х  кризистік нүктеде үзіліссіз және  сол 

нүктеден өткенде )(xf   таңбасын (+)-тен   (-)-ке  өзгертсе, онда 0х  - 

максимум нүктесі, ал (-)-тен    (+)-ке  өзгертсе, онда 0х  - минимум нүктесі 

болады. 

2. Егер 0)( 0  xf  және  0)( 0  xf  болса, онда  )( xf  функциясы 0х  

нүктесінде максимумын, ал  0)( 0  xf  болса, онда  минимумын қабылдайды.     

Егер 0х  нүктесінде  0)(0)( 00  xfxf  теңсіздігін 

қанағаттандыратын кризистік нүкте болса, онда берілген )( xfу   

функциясы 0х  нүктесінде өзінің минимумын (максимумын) қабылдайды. 

Егер 0х  нүктесінде 0)(,0)(...)()( 0

)(

0

)1(

00   xfxfxfxf nn
  

және )()( xf n
функциясы 0х  нүктесінде үзіліссіз болса, онда n  жұп болып 

 0)(0)( 0

)(

0

)(  xfxf nn
 болғанда, )( xfу   функциясы 0х  нүктесінде өзінің 

жергілікті максимумын (минимумын) қабылдайды, ал n  тақ болса 

экстремумы болмайды. 

5.55 мысал.  xxxy 1292 23   функциясының өсу және кему 

интервалдарын табу керек. 

Шешуі: берілген функцияның туындысын табайық:       

.12186' 2  xxy  

2' 0; 6 18 12 0;y x x    .2,1  xx  

 

 

 

 

 

Сонымен,  2 ;1х -да берілген функция кемиді,      ;21 ;х -да 

функция өседі.  

X 2 1 

+  - +  y' 
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5.56 мысал.  xxy  1  функциясының өсу және кему 

интервалдарын табу керек. 

Шешуі: 2

1

2

3
1' xy   туындысы ) ;0[   аралығында оң болғандықтан, 

берілген функция анықталу облысында өспелі болады.  

5.57 мысал. xxy sin2  функциясының 20  x  үшін өсу және 

кему интервалдарын табу керек. 

Шешуі: берілген функцияның туындысын табайық: .cos21' xy     

' 0;y   ' 1 2cos 0;y x    
1

cos ;
2

x   .,2
3

Zkkx  


 

20  x  болғандықтан    .
3

5
,

3
21


 xx      










3
 ;0


, 








3

5
 ;

3


  және 











2 ;

3

5
    аралықтарын аламыз. 









3

5
 ;

3


 

интервалында ,0'y 








3
 ;0


 және 










2 ;

3

5
 интервалдарында .0'y  

Сонымен, 









3

5
 ;

3


х -да берілген функция өседі, 


















 


2 ;

3

5

3
 ;0х -да функция кемиді.  

5.58 мысал. 
xexy )5(   функциясын экстремумге зерттеу керек. 

Шешуі: берілген функцияның туындысын табайық: 

.)4()'()5()'5(' xxx exexexy   

Оны нөлге теңестіріп, кризистік нүктені табамыз:      

.4,0)4(  xex x
 

 

 

 

 

4х  нүктесінің сол және оң жағында y -тің таңбасын қарастырамыз.  

          Ол (-) -тен (+)-ке өзгереді. Ендеше, 4х  нүктесінде функция 

минимумы
4

min  eу   болады.    

X 

+ 

4 

y' 
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5.59 мысал. 
21 xxy   функциясын экстремумге зерттеу керек. 

Шешуі: функция 11  x  аралығында анықталған. Оның туындысы:  

.

1

21
'

2

2

x

x
y




  

2

1
       021     0' 2  xxy  - кризистік нүктелер. 

,1       '  xy  яғни анықталу облысының шеткі нүктелері. 

Екінші туындысын табайық:  

.
)1(

)32(
"

2/32

2

x

xx
y




  

Екінші туындының кризистік нүктелердегі мәндерін табайық:  

3/2

1 1 (1 3)
" 0.

2 1
2 1

2

y
  

  
   

  
 

 


2

1
   x максимум нүктесі:        

1 1 1 1
1

2 22 2
y
 

   
 

;    
3/2

1 1 (1 3)
" 0

2 1
2 1

2

y
   

   
   

  
 

. 


2

1
   x минимум нүктесі:     

1 1 1 1
1 .

2 22 2
y
 
      
 

 

1x  нүктелерінде экстремум жоқ, себебі анықтама бойынша 

анықталу облысының тек ішкі нүктелері ғана экстремум бола алады.    

5.60 мысал.  
4)1(  xy  функциясын экстремумге зерттеу керек. 

Шешуі: 1    0)1(4' 3  xxy  - кризистік нүкте. 

 0012)1(12"
1

2 
x

xy  болғандықтан басқа жеткілікті шартты  

( y  таңбасына қатысты) қарастырайық: y  таңбасы (-)-тен (+)-ке 

өзгереді. Ендеше, min  1 x нүктесі, .0min y   

 

 

 

 

X 

+ 

1 

y' 
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5.61 мысал.  5/4)2(1  xy  функциясын экстремумге зерттеу керек. 

Шешуі: берілген функцияның туындысы  

.0
25

4
)2(

5

4
'

5

5/1 


 

x
xy  

Туынды х-тің еш мәнінде нөлге тең болмайды және 2x  нүктесінде 

үзілісті болады (кризистік нүкте). y  таңбасы 2x  нүктеден өткенде (+)-тен 

(-)-ке өзгереді. Ендеше 2x  - max нүктесі. .1max y   

 

 

 

5.62 мысал.  )12()2( 3/2  xxy  функциясын экстремумге зерттеу 

керек.          

Шешуі: берілген функцияның туындысы 

3

10 1
' 0

3 2

x
y

x


  


. 

1x  және 2x  - кризистік нүктелер ( 1x  нүктесінде ,0'y  ал 2x  

нүктесінде 'y - үзілісті). 

        max1x  нүктесі , .3max y             min2x  нүктесі, .0min y  

 

 

 

 

5.2.5 Кесіндіде үзіліссіз функцияның ең үлкен және ең кіші мәндері. 

)( xfу   функциясы  bа,  кесіндісінде анықталған және үзіліссіз 

болсын. 

)( xfу   функциясы  bа,  кесіндісінде үзіліссіз болса, онда ол осы 

кесіндіде өзінің дәл жоғарғы және дәл төменгі мәндерін қабылдайды. 

           1. Айталық, )( xfу   функциясы   bа,   кесіндісінде өспелі немесе 

қатаң өсетін болса, онда оның ең кіші мәні - )(af ,  ал ең үлкен мәні - )(bf  

болады. 

           2. Егерде )(xfу   функциясы   bа,   кесіндісінде кемімелі немесе 

қатаң кемитін болса, онда оның ең кіші мәні - )(bf ,  ал ең үлкен мәні -  

)(af болады. 

           3. )( xfу   функциясы  bа,  кесіндісінде анықталған және үзіліссіз, 

бар функция болсын. Функцияның берілген кесіндідегі ең үлкен және ең кіші 

мәндерін табу үшін келесі амалдар орындалады: 

а) кесіндідегі барлық кризистік нүктелерін табу керек; 

X 

+ y' 

2 

X 2 1 

+  - +  y' 
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ә) шеткі ),( bхах   нүктедегі мәндері, сонымен қатар  bа,  

аралығына тиісті болатын кризистік нүктелеріндегі функцияның мәндері 

есептелінеді; 

б) осы табылған функция мәндерінің ең үлкені  bа,  аралығындағы 

функцияның ең үлкен мәні болып, ал ең кішісі – ең кіші мәні болып 

табылады. 

5.63 мысал.  
33)( xxxf   функциясының ]3 ;2[  кесіндісіндегі ең 

үлкен және ең кіші мәндерін табу керек. 

Шешуі: берілген функцияның туындысы  2'( ) 3 3 0f x x    

1x  - кризистік нүктелер. Осы нүктелердегі және кесіндінің шеткі 

нүктелеріндегі функция мәндерін есептейік: 

.18)3(  ,2)2(  ,2)1(  ,2)1(  ffff  

 Алынған төрт мәннің ең үлкені мен ең кішісін таңдаймыз. 

Сонымен, функцияның ең үлкен мәні   2, ал ең кішісі   –18 болады.  

5.64 мысал.  S  толық беті берілген ең үлкен көлемді цилиндрді табу 

керек. 

Шешуі: цилиндрдің табан радиусы х, ал биіктігі у болсын. Сонда:  

.2
2

1

2

2
     22

2
2












 x

x

S

x

xS
yxyxS 




  

Ендеше, цилиндр көлемін былайша жазуға болады: 

.
2

2
2

1
)( 32 xx

S
x

x

S
xxVV 


 








  

Енді )(xV  функциясының максимумын табуымыз керек: 




6
     03

2
' 2 S

xx
S

V  ; 

 

6

" 6
6 6 0

6S
x

V x S
S




 




 
      .  

6

S
x


  максимум нүкте. Енді биіктігін есептейік:   

,2
6

2
6

2

6
2

1
x

SS

S

S
y 
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яғни цилиндрдің көлемі ең үлкен болу үшін өстік қимасы квадрат болуы 

керек.  

 

5.2.6 Функцияның дөңестігі, ойыстығы және иілу нүктелері. 

)( xfу   дифференциалданатын функциясы берілсін және )( xf  

қисығының кез келген нүктесінде жанамасы бар болсын. 

Егер 0х  нүктесінің кез келген аймағында қисық өзіне жүргізілген 

жанамадан жоғары (төмен) жататын болса, онда қисықты сол аймақта ойыс 

(дөңес) деп атайды. 

Қисықтың ойыс жағын, дөңес жағынан бөлетін нүктені – иілу нүктесі 

деп атайды. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Егер );( ba  интервалында 0)(  xf  болса, онда осы интервалда функция 

графигі ойыс болады; егер 0)(  xf  болса, онда осы интервалда функция 

графигі дөңес болады. 

И і л у   н ү к т е с і н і ң   қ а ж е т т і   ш а р т ы.  Егер 0х  нүктесінде 

)(xfу   функциясының үзіліссіз екінші ретті туындысы бар және 0х  иілу 

нүктесі болса, онда 0)(  xf
 (немесе )(xf   анықталмайтын) болады. 

0)(  xf  болатын немесе )(xf   анықталмайтын нүктелер ІІ текті 

кризистік нүктелер делінеді. 

И і л у   н ү к т е с і н і ң   ж е т к і л і к т і   ш а р т т а р ы.   

1. Егер )( xfу   функциясының 0х - үзіліссіз ІІ текті кризистік нүктесі 

болса және сол нүктеден  өткенде )(xf   таңбасын  (+)-тен   (-)-ке, не, 

керісінше, (-)-тен    (+)-ке  өзгертсе, онда 0x   иілу нүктесі болады. 

2. Егер )( xfу   функциясының 0x  нүктесінде үзіліссіз үшінші ретті 

туындысы бар және     0,0)(  xfxf  болса, онда 0х  берілген 

функцияның иілу нүктесі болады.                                           

5.65 мысал.  655  ххy  функция графигінің ойыс және дөңес 

аралықтарын табу керек. 

Шешуі:     берілген функцияның туындысы   .20"55' 34 xyxy   

Егер ,0x  онда ,0"y  яғни қисық – дөңес; егер ,0x  онда ,0"y  

яғни қисық – ойыс.  

5.4 сурет 

Y 

O M0 X 
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 Сонымен, қисық )0 ;(  аралығында дөңес, ал ) ;0(   аралығында 

ойыс.  

5.66 мысал.   )2()1( 2  xxy  функциясының экстремумдарын және 

оның графигінің иілу нүктелерін табу керек. 

Шешуі: берілген функцияның туындысы  

).1(3)1()2()1(2' 22  xxxxy   

   Бірінші ретті туындының түбірлері: .1 ;1 21  xx  

 Екінші ретті туындыны табайық: .6" xy   Кризистік нүктелердегі екінші 

ретті  туындының мәндерін табайық: ,06)1(" y  яғни ;0max y   

,06)1(" y  яғни .4min y  

 Енді иілу нүктесін табайық, ол үшін екінші туындыны нөлге 

теңестіреміз: 

 

.006  xx       

2)0( y                                                   дөңес         0        ойыс 

 

0x  нүктесінен өткенде "y  таңбасы (-)-тен (+)-ке өзгереді, яғни 

дөңестік ойыстыққа ауысады, сондықтан  2;0   нүктесі – иілу нүктесі 

болады.  

5.67 мысал.   2)5( 3/5  xy  қисығының иілу нүктесін табу керек. 

Шешуі:  .
59

10
")5(

3

5
'

3

3/2




x
yxy  

Екінші туынды х-тің еш мәнінде нөлге тең болмайды және 5x  

нүктесінде үзілісті болады. 5x  нүктесі – иілу нүктесі болады, себебі 5x  

нүктесінен өткенде y     
таңбасын (-)-тен (+)-ке өзгертеді. 

Сонымен, )2 ;5(  - иілу нүктесі: 

 

                                      

                                дөңес           5         ойыс 

 

5.2.7 Асимптота. 

Берілген )( xf  функциясын  хх ,  кездегі және үзіліс 

нүктелеріндегі тәртібін зерттеу нәтижесінде функция графигі белгілі бір 

түзуге мейілінше жақындауы байқалатын кездері болады. Осындай түзулер 

функцияның асимптоталары деп аталады. 

Асимптоталар тік, көлденең, көлбеу болып бөлінеді. 

   1. Тік асимптоталар. Егер )( xf  функциясының 0хх  кездегі екі жақ 

шектерінің ең болмағанда біреуі шексіздікке тең, яғни: 

X 

+ y y   

X 

+ y y   
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)(lim
00

xf
хx

 

болса, онда   0хх   түзуі функция графигінің тік асимптотасы деп аталады. 

2. Көлденең асимптоталар. Егер )( xfу   функциясының  х   

немесе  х   кездегі шегі шектелуі (ақырлы) санға тең, яғни: 

                                            Axf

x
x






)(lim

)(

 

болса, онда  Ay    түзуі берілген функция графигінің көлденең (горизонталь) 

асимптотасы деп аталады. 

3. Көлбеу асимптоталар. Егер )( xfу   функциясын ( )y kx b х    

түрінде жазуға болатын болса, онда:  

( 0)y kx b k    

түзуі берілген функция графигінің көлбеу асимптотасы деп аталады. 

Мұндағы     х     )( х     кезде     0)( х   -  ақырсыз кішкене шама, 

x

xf
k

x
x

)(
lim

)( 


   

және     

 kxxfb

x
x






)(lim

)(

. 

5.67 мысал.    
2

3




x

x
y  қисығының асимптоталарын табу керек.  

Шешуі: функция ) ;2()0 ;(   аралығында анықталған. 

1) 
 2

lim
3

2 x

x

x
 болғандықтан 2x  түзуі – тік асимптота. 

2) Көлбеу асимптоталар болса, соны табайық:  

а) 

3

1

( ) 12lim lim lim lim 1;
22

1
x x x x

x

f x xxk
x x x

x

   

     




 

 
 

























 2

2
lim

2
lim)(lim

3

11
x

xxx
x

x

x
xkxfb

xxx
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( 2) 2 2

lim lim 1;
22 22 2

1 1 1
x x

x x x

x x x

x x

 

 
   

    
    

 

 

Сонымен, 1 xy  - көлбеу (оң жақ) асимптота; 

 ә) 



















 2
lim

2
lim

)(
lim

3

2
x

x

x

x

x

x

xf
k

xxx
 

 (мұнда алым мен бөлімді (-х) оң шамаға бөлдік), яғни:  

,1
2

1

1
lim2 






x

k
x

 

ал  

 
 









































x

x

x
x

x

x
xkxfb

xxx 2
lim

2
lim)(lim

33

22  

 

 
22 ( 2 )

lim lim lim 1.
2 2 2 2x x x

x x xx x x x x x x

x x x x x  

         
      

      
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       5.5 сурет 

 

Сонымен, 1 xy  - көлбеу (сол жақ) асимптота.  

5.68 мысал. 2 arctg y x x   қисығының асимптотасын табу керек.  

Шешуі:  

Y 

X 2 O -1 

 y = - x - 1 

 y =  x + 1 
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1) Қисықтың теңдеуінен тік асимптотасы болмайтындығы көрініп тұр 

(себебі, arctg y x  функциясының тік асимптотасы жоқ). 

1) Көлбеу асимптоталарын есептейік:  

а)  1

2 arctg 2 arctg 
lim lim 1 1 0 1;
x x

x x x
k

x x 

  
      

 
 

  1 lim 2 arctg 2 lim arctg 2 .
2x x

b x x x x



 

        

y x       - оң көлбеу асимптота; 

 ә)     
2

2arctg 2arctg
lim lim 1 1 0 1;
x x

x x x
k

x x 

  
      

 
 

 
2 lim ( 2arctg ) 2 .

2x
b x x x






 
        

 
 

 xy  - сол көлбеу асимптота.        

5.69 мысал.    
xexy  2
 қисығының асимптоталарын табу керек. 

Шешуі:  

1) Тік асимптоталары болмайтындығы көрініп тұр. 

 2) Көлбеу асимптоталарын табайық: 

2 ( ) ' 1
lim lim lim 0;

( ) '

x

x xx x x

x e x x
k

x e e



  

  
      

  
 

2 2
2 ( ) ' 2

lim lim lim lim 2 0 0;
( ) '

x

x x xx x x x

x x x
b x e

e e e



   

 
         

 
 

.000  xbkxy   

Сонымен, тек 0y  - горизонталь асимптота бар.  

5.70 мысал.    
2

322






x

xx
y  қисығының асимптоталарын табу керек. 

Шешуі:  

1) ,
0

11

2

32
limlim

2

22







 x

xx
y

xx
  

 

яғни 2x  түзуі – тік асимптота. 

2)  Көлбеу асимптоталарды табайық:  

2 22 3 2 3
lim 1;   lim 4.

( 2) 2x x

x x x x
k b x

x x x 

    
      

   
 

Сонымен, көлбеу асимптотаның теңдеуі .4 xy  
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5.2.8 Функцияны зерттеу және сызбасын салу. 

)( xfу   функциясын толық зерттеп, оның сызбасын салу үшін: 

1) функцияның анықталу облысын және үзіліс нүктелерін анықтау; 

2) функцияның мәндер облысын табу; 

3) функцияның координат өстерімен қиылысу нүктелерін, таңба 

тұрақтылық аралығын табу; 

4) функцияның тақтығын, жұптығын және периодтылығын анықтау; 

5) функцияның экстремумдарын тауып, өспелі және кемімелі болатын 

аралықтарын табу; 

6) функцияның ойыс, дөңес болатын аралықтарын, иілу нүктелерін 

табу; 

7) функцияның асимптоталарын табу; 

8) алынған мәліметтер бойынша функция сызбасын тұрғызу керек. 

Функцияның сипатына және зерттеудің мақсатына байланысты сұлба 

өзгеруі, не пункттермен толықтырылуы мүмкін. 

5.71 мысал.    
2

3 4

x

x
y


  функциясының сызбасын салу керек. 

Шешуі:  

1) Функцияның анықталу облысы – бүкіл Ох өсі, тек 0x  нүктесі 

қамтылмайды, яғни ). ;0()0 ;()( yD  

2) Функцияның координат өстерімен қиылысу нүктелерін табайық.  

0    :0 xyy  делік  ,
0

4

0

40
      


 y  яғни функция сызбасы Оу өсін 

қимайды.  

0     :  yOxy  делік ,6,14    ,
4

0      3

2

3




 x
x

x
 яғни  0 ;43  

нүктесінде Ох өсін функция қияды. 

3) Функция жұп та, тақ та емес; периоды жоқ. 

4) Функцияның экстремумын және өсу-кему аралықтарын табайық.  

Кризистік нүкте: 

20
8

'
3

3




 x
x

x
y   

Егер 0x  (функциясының үзіліс нүктесі) болса, онда  'y  болады. 

0x  және 2x  нүктелері сан өсін ) ;2( ),2 ;0( ),0 ;(   аралықтарына 

бөледі:  

.:)2 ;0(              ;:) ;2()0 ;(  yy  

 

 X 

+ 

2 0 

 - +  y' 
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Енді 
4

24
"

x
y   табамыз, min20)2("  xy нүктесі, .3min y  

5) Қисықтың ойыс – дөңестік аралықтарын және иілу нүктелерін 

табайық. 

0
24

"
4


x
y  болғандықтан, функция графигі - бүкіл сан өсінде ойыс. 

Қисықтың иілу нүктесі жоқ. 

6) Функцияның асимптоталарын табайық. 

1. 0
0

44
limlim

2

3

20






x

x

x
y

xx
 (яғни Оу өсі) – сызбаның тік 

асимптотасы. 

2. Көлбеу асимптоталарды табайық:   

 

 

3

2

3

2 2

4
lim lim 1;                   

4 4
 lim lim lim 0.

x x

x x x

f x x
k

x x x

x
b f x kx x

x x

 

  


  



 
         

 

 

Сонымен,  xy   - көлбеу асимптота теңдеуі. 

7) Алынған мәліметтер бойынша функция сызбасын тұрғызамыз.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.6 сурет 

5.72 мысал.  
3 31 xy    функция сызбасын тұрғызу керек. 

Шешуі: 

1) Анықталу облысы – бүкіл Ох өсі, яғни  .;D  

2) Координат өстерімен қиылысу нүктелері: 

егер ;10  yx        егер ;10  xy  

(0; 1) және (1; 0) – координат өстерімен қиылысу нүктелері. 

3) Фунция жұп та, тақ та емес. 

Y 

b
3

4   

y = x 

O X 
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4) 

 

2

2
33

0 0, 1.

1

x
y x y x

x

        



   

Сонымен, функция бүкіл сан өсінде кемімелі; экстремумдары жоқ. 

5) 

 
5

33

2
0 0, 1.

1

x
y x y x

x

        



 

Сонымен,     ;10;   аралығында қисық ойыс, ал (0; 1) аралығында 

дөңес. (0; 1) және (1; 0) – иілу нүктелері. 

6) 1. Тік асимптоталары жоқ. 

    2. Көлбеу асимптоталарды табайық: 

 

 
 

33

33

2
3 3 233

1
lim lim 1;

4
lim lim 1 lim 0.

1 1

x x

x x x

f x x
k

x x

b f x kx x x

x x x x

 

  


   

           
    

 

 Сонымен, xy   түзуі – көлбеу асимптота. 

7) Алынған мәліметтер бойынша функция сызбасын тұрғызамыз.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.73 мысал.  
3 2 1


x

x
y  функция сызбасын тұрғызу керек. 

Шешуі:  

1) Функция 1x  нүктелерінен өзге бүкіл сан түзуінде анықталған, 

яғни      .;11;11; D  

X 1 

 y = - x  

Y 

1 

5.7 сурет 
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2) Координат өстерімен қиылысу нүктелері:  

егер ;00  yx        егер ;00  xy  

(0; 0)  – координат өстерімен қиылысу нүктеcі. 

3)   
 

 xy
x

x

x

x
xy 









3 23 2 11
  

яғни функция – тақ, сондықтан функция сызбасы (0; 0) – координат бас 

нүктесіне қарағанда симметриялы (бұл жағдай сызба тұрғызуды жеңілдетеді). 

4) 
 

30

1

3

3 42

2






 x

x

x
y  - кризистік нүктелер. 

y  туындысы 1x  нүктелерінде үзілісті (функцияның үзіліс нүктелері): 

   

     

; 3 3; ;

3; 1 1;1 1; 3 .

y

y

     

      

 

 

 

 

3 3

3 3
3 1,37; 3 1,37;

2 2
x y x y          

 

















3 2

3
;3  max нүктесі, 















3 2

3
;3

  min нүктесі. 

5) 
 

0      0

19

)9(2

3 72

2






 x

x

xx
y  және 3x  - ІІ ретті кризистік 

нүктелер. 
y  туындысы 1x  нүктелерінде үзілісті. 

)3 ;1( ),0 ;1( )3- ;(    аралықтарында – сызба ойыс, 

) ;3( ),1;0( ),1- ;3(   аралықтарында - сызба дөңес. 

.5,13;5,13  yxyx  

)1,5- ;3(  және )1,5 ;3(  - иілу нүктелері. 

 

 

 

 

X 

 
y'

3
min    

 

1 

 

 -1 

 
y

3
max


   

 

+ + 

 y' 

 

X 

 

3 

 
1 

 

0 

 

 -1 

 

 -3 

 

+ + + 

y y   
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6) 1.    
1

limlim
3 20101





 x

x
y

xx
және 

231 0 1 0
lim lim .

1x x

x
y

x   
  


 

      1x  түзулері – тік асимптоталар. 

    2. Көлбеу асимптоталар: 

23

1
lim lim 0;

1x x

y
k

x x 
  


 

  ,
1

lim)(lim
3 2





 x

x
kxxfb

xx

 
яғни көлбеу асимптоталары жоқ. 

7) Сызба тұрғызамыз.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

5.74-мысал.   
x

x
y

ln
  функция сызбасын тұрғызу керек. 

Шешуі.  

1) Функцияның анықталу облысы: .0  x  

2) Функция сызбасының координат өстерімен қиылысу нүктелерін 

табайық: 

0

0ln
0:  yxOy  - анықталмағандық, яғни сызба Оу өсімен 

қиылыспайды. 

1
ln

00:  x
x

x
yOx  

(себебі, 1
1

0

1

1ln
 ), яғни (1; 0) нүктесінде сызба Ох өсін қияды. 

3) Функция жұп та, тақ та емес. 

4) exxx
x

x
y 


 1ln0ln10

ln1
2  - кризистік нүкте: 

b
3 2 1

x
y

x





  

b 3   
b 3   

3 2 1 0 -1 -2 -3 

X 

Y 

5.8 сурет 
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     yeye :;,:;0                                                        

 

7,2 ex  үшін 
ln 1

0,4,
e

y
e e

     яғни 








e
e

1
;   max нүктесі. 

5) 
2

3

3 2

3
ln0

3ln2
exx

x

x
y 


 - ІІ ретті кризистік нүкте. 






 2

3

;0 e да қисық дөңес, 




 ;2

3

e -да қисық ойыс.  

 

 

 

 

5,42
3

 ex  үшін 

3
2

3 32

ln 3
0,3

2

e
y

ee
    яғни 














3

2
3

2

3
;

e
e   иілу 

нүктесі. 

6) 1. Тік асимптота:   ,- 
0

ln
limlim

00





 x

x
y

xx
 
 

яғни 0x   түзуі (ординат өсі) – тік (вертикаль) асимптота.    

    2. Көлбеу асимптота:  

2 2

1
ln 1

lim lim lim lim 0;
2 2x x x x

y x xk
x x x x   


     


 

  .0
1

1

lim
ln

lim)(lim 







x

x

x
kxxfb

xxx
 

 

Ендеше, 0y   түзуі (абсцисса өсі) – оң көлденең (горизонталь) 

асимптота. 

7) Сызбаны тұрғызайық.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X 

 
e 

 

+ 

0 

 

 y' 

 

X 

 

+ 

0 

 

y y   

y
3

2e   

 X 

 

5 

 

4 

 

3 

 

2 

 
1 

 

 1 

 

 Y 

 

 1
ln x

y
x

   

 

5.9 сурет 
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Жаттығулар. 

1. 
x

1
 функциясын )( 0хх   екімүшесінің үшінші дәрежесіне дейін 

жіктеу керек. 

Жауабы: 34

0

3

0

3

0

2

0

2

0

0

0

)()(1
R

х

хх

х

хх

х

хх

х









 . 

2. xxy 33   қисығының AB  доғасының ұштары: ).18 ;3(  ),0 ;0( BA  AB  

доғасының қандай нүктесінде жүргізілген жанама AB  хордасына параллель 

болады? 

Жауабы: ).0 ;3(M  

001,0  дейінгі дәлдікпен есептеу керек. 

 3. .41cos 0       Жауабы: 0,754.   4. .1213   Жауабы: 4,946.   

 5. .3 е             Жауабы: 1,395.          6. .1297       Жауабы: 2,002.     

 7. .36sin 0
     Жауабы: 0,587. 

Келесі функциялардың шектерін табу керек. 

0

0
 түріндегі анықталмағандық. 

8. 
3 2

3 21

3 2
lim .

4 3x

x x

x x

 

 
                             9. 

0
lim  .

ln(1 )

x x

x

e e

x








                                 

Жауабы: .
5

3
                                         Жауабы: 2. 

10. 
3/

2arctg
lim  .

1xx

x

e








                             11. 

40

2 ( )cos
lim .

x x

x

e e x

x





 
      

Жауабы: .
3

2
                                      Жауабы:  .

3

1
 

12. 
3

20

3 1
lim .

sin 5

x

x

e x

x

 
                          13. 

2

3
0

sin3 -3 3
lim  .

arctg sin
6

x

x

x xe x

x
x x





 

   

Жауабы: 0,18.                              Жауабы: 18. 




 түріндегі анықталмағандық. 

14. .
)ln(

)ln(
 lim

axax ee

ax






                       15.  

ln
lim     0 .

nx

x
n

x
        

Жауабы:  1.                                         Жауабы:  0. 
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16. 
0

ln
lim .

1 2lnsinx

x

x 
                        17. 

 
1

 tg 
2lim  .

ln(1 )x

x

x



 
             

Жауабы:  .
2

1
                                      Жауабы: .  

18. 
1

ln( -1)
lim  .

ctgx

x

x
                                   Жауабы:  0. 

 0  түріндегі анықталмағандық. 

19.  
0

lim (arcsin ctg ).
x

x x


                        20. 
0

lim (1-cos ) ctg .
x

x x


            

Жауабы:  1.                   Жауабы:  0. 

   түріндегі анықталмағандық. 

21. 
1

1 1
lim .

-1 lnx x x

 
 

 
                             Жауабы:   .

2

1
  

22. 
p1

p
lim .

1- 1 qx

q

x x

 
 

 
                       Жауабы: .

2

qp 
 

23. 2

20

1
lim ctg .
x

x
x

 
 

 
                        Жауабы: .

3

2
 

 
 1 , ,0 00  түріндегі анықталмағандықтар. 

 

24. cos

/2
lim  ( 2 ) .x

x
x





                           25. 

23/

0
lim (cos2 ) .x

x
x


            

Жауабы:  1.                                   Жауабы:  .6e  

26. 
1/lim ( 2 ) .x x

x
x


                              27. 

21/

0

tg
lim  .

x

x

x

x

 
 
 

                       

Жауабы:  2.                             Жауабы:  
1

3 .e  

Функциялардың өсу және кему интервалдарын табу керек. 

28. .32 3xxy     Жауабы: .)1 ;1(     ;) ;1()1 ;(  yy  

29. .)1( 2/32  xy        Жауабы:  .) ;1(   ;)1 ;(  yy  

30. .xexy        Жауабы: .) ;1(   ;)1 ;(  yy  

31. .)1()2( 2 xxy    Жауабы: .)1 ;1(    ;) ;1()1 ;(  yy  

Функциялардың экстремумдарын табу керек. 
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32. ).1(2 xxxy    

Жауабы: .
7

4

49

12

49

2
2   ,0)0( 33

maxmin 













 yyyy  

33. .3 xxy       34. ).1ln( 2  xy   

Жауабы:  .
4

13

4

11
 max 








 yy    Жауабы:  .0)0(min  yy  

35. 
2ch .y x              36. .

ln x

x
y    

Жауабы:  .1)0(min  yy     Жауабы:  .)(min eeyy   

37. 
2 /2.xy x e   

Жауабы:  .
1

)1(  ,
1

)1( minmax
e

yy
e

yy   

38. .)1( 7/6 xy        

Жауабы:  .0)1(min  yy  

39. .)3()12( 3 2 хxy   

Жауабы: .3)2(  ,0)3( maxmin  yуyy  

40. .464 234 xxxxy       

Жауабы: .1)1(min  yy  

41. .sin2 2 xxy    

Жауабы:    .
12

36125
  ,

12

3612
minmax








yy  

42. .sin5,1 xey      

Жауабы:  ., 2/3
min

2/3
max

 eyey  

43. 32 24  xxy  функциясының ]2 ;3[  кесіндісіндегі ең үлкен және 

ең кіші мәндерін табу керек.   

Жауабы:    2y - ең кіші мәні, 66y - ең үлкен мәні. 

44. 1
925

22


yx

 эллипсіне іштей сызылған ең үлкен ауданды 

тіктөртбұрыштың қабырғаларын табу керек.              

Жауабы:  .23  ;25  

45. Ұзындығы l сымнан ең үлкен ауданды тік төртбұрыш жасау үшін 

оның қабырғалары қандай болуы керек?  
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Жауабы:  .
4

  ;
4

ll
 

46. Жасаушысы  l-ге тең ең үлен көлемді конусты табу керек.  

Жауабы:  . 
27

32 3lV   

47. Толық беті S болатын ең үлкен көлемді цилиндрді табу керек.    

Жауабы:  .
63

1



S
SV   

48. Тік төртбұрыш пішінді алаңды үш жағынан темір тормен, ал 

төртінші жағын тастан қаланған жармен қоршау керек. Тор ұзындығы 

барлығы l м болса, ең үлкен пішінді аудан болу үшін алаңның өлшемдері 

қандай болу керек? 

Жауабы: Тас жарға қарсы жақ ұзындығы көршілесіне қарағанда 2 есе 

ұзын .
2

  ;
4








 ll
 

49. Сыйымдылығы V л болатын цилиндр пішінді ашық бак жасағанда 

ең аз материал жұмсалу үшін оның биіктігі мен табанының радиусы қандай 

болу керек?                          

Жауабы:  .3



V
HR   

50. 
хеху   қисығының ойыс-дөңестік аралықтарын табу керек. 

Жауабы:  )2 ;(  -да дөңес, ) ; 2(  -да ойыс. 

51. 44)4( 5  xxy  қисығының иілу нүктесін табу керек.   

Жауабы:  (4; 20). 

52. 7 6)1()1(  xxy  қисығының иілу нүктесін табу керек.  

Жауабы:  (1; 0). 

53. 
234 248 xxxy   қисығының иілу нүктесін табу керек.  

Жауабы:  Иілу нүктесі жоқ. 

Қисықтардың асимптоталарын табу керек.  

 

54. .
cos

2
x

x
xy     Жауабы: .2  ;0 xyx   

55. .3
ln 2

x
x

x
y     Жауабы:  .3  ;0 xyx   

56. .6
3 23 xxy     Жауабы:  .6 xy  

 

57. 0,5 arctg .y x x    Жауабы: .5,0  ;5,0 xyxy    
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58. arctg .y х x     Жауабы: .1 5,0 ;1 5,0  xyxy   

 

Функциялардың сызбаларын тұрғызу керек. 

   59. .3 xxey 
                                        60. .

ln3

x

x
y 

 
Жауабы:                                               Жауабы: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   5.10 сурет 

 

61. .32 24  xxy
                         62. .23 3 2 xxy   

Жауабы:                                      Жауабы: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    5.11 сурет 

 

Функцияларды зерттеу керек. 

63. .3 3 xxy   

Жауабы:   ;D  функция – тақ;     ,:;11;  y  

  ,:1;1  y      max,2;1min,2;1    0; -да ойыс және  ;0 -да дөңес, 

(0; 0) – иілу нүктесі. 

64.  .1lnln  xxy  

Жауабы:   ;1D , функция бүкіл анықталу облысында кемімелі және 

ойыс. Экстремумдары және иілу нүктелері жоқ. 1x  және 0y   - 

асимптоталар. 

X 

 

 0 

 

-1 

 

-2 

 

Y 

 

X 

 

e
8/3 

 

e
2 

 

1 

 
  0 

 

Y 

 

3 

 

2 

 

1 

 
  0 

 

-1 

 

Y 

 

X 

 

1 

 4 

 3 

 

2 

 
1 

 

0 

 

Y 

 

X 
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65. .
1

ln



x

x
y  

Жауабы:      0;;;10; D -да y  және  ;1 -да .y  

Қисық бүкіл анықталу облысында ойыс. Экстремумдары мен иілу нүктелері 

жоқ. 0,1,0  yxx  - асимптоталар. 

66. .
42

3




x

x
y  

Жауабы:       ;22;22;D  функция тақ; 

    ;3232; -да ,y       32;22;22;32  -да .y  

    max,33;32min,23;32     2;02;  -да дөңес және 

    ;20;2 да ойыс, (0; 0) – иілу нүктесі;  xyxx  ,2,2  - 

асимптоталар. 

67.   .116
3

 xxy  

Жауабы:   









4

1
;;;D -да ;y  








 ;

4

1
-да ;y  

min
16

27
;

4

1









   нүктесі;  








 ;1

2

1
; -да ойыс және 








1;

2

1
-да дөңес; 









1;

2

1
 және  0;1   – иілу нүктелері. 

68.   .1 xxy   

Жауабы:   









3

1
;0;;0D -да кемімелі, 








;

3

1
-да өспелі; 











33

2
;

3

1
 Анықталу облысында ойыс. 

69. .xexy   

Жауабы:    0;;; D -да кемімелі,  ;0 -да өспелі; (0; 1) – 

min. Бүкіл сан түзуінде ойыс, xy  -асимптота. 

70.  .1ln 2  xxy  

Жауабы:  ;;D  функция тақ; ) ;(  -да өспелі,  ;0; -да 

ойыс және  ;;0  -да дөңес; (0; 0) – иілу нүктесі; 1y  - асимптоталар. 

71. .
22 xxey   

Жауабы:    1;;; D -да өспелі,  ;;1 -да кемімелі, 

  max;;1 e 



























 ;

2

2
1

2

2
1; -да ойыс, 















2

2
1;

2

2
1  -да дөңес, 
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 ee ;

2

2
1,;

2

2
1   - иілу нүктелері, 0y -асимптота. 

72. 
 

.
2

2

3




x

x
y  

Жауабы:         ;62;;;22; D -да өспелі,  6;2 -да 

кемімелі,   min,5.13;6   0; -да дөңес және    ;22;0  -да ойыс;   0;0  

- иілу нүктесі, 4,2  xyx  -асимптоталар. 

 

Бір айнымалы функциясын дифференциалдық есептеу тақырыбына 

арналған есептеу- сызбалық жұмыстар 

1. Келесі функциялардың туындыларын табу керек. 

№ а) ә) б) 

1 
4

35 2 23
 

x
xx

x
y   

)13cos( 2  xxy  2 arctg3y x  

2 

x
xxxy

2

5

4

7

2 2   
2tg(8 4 5)y x x    25 )3(  xey  

3 
2

3 44 42
3

xx
xxy   

27 xxey   
2

1
 

tg 2
y

x
  

4 

x
x

x
xy

65
7 7 4

2
  

3 25 10 xxy   
3 2 2tg ( 1)y x   

5 

x
x

x
xy

42
 2

5
   4324 xxy   

x
y

2cos3

1
   

6 

x
x

x
xy

1
2

8
4 3   

2 arctg( 3 )y x x   2 ctg ( )y x  

7 3

3

5 3
15

 x
xx

xy   
2 tg(4 5)y x x    4sin )2(  xey  

8 
5

65 7 23

x
xx

x
y   

)14sin( 2  xxy   3 2
54arccos  xy  

9 

3

2 1

2 x

x

x

x
y   

32 xxey    5 2
47cos  xy  

10 

x
x

x
xy

72
4 2

5
   14337 xxy   

22arcsin xxy   

11 
2

3 22 4
8

x
xxy    3 2 4ctg 1y x   3 38 5 xxy   

12 
2

4 3 5
33

x
xxxy   

 4 arcctgy x x   31
 tg lgsin

3
y x x   

13 3 422 453 xxxy  
  2tg 3 2 7y x x    2cos )36(  xy  
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14 
3 2

51
5

xx
xy   

 667cos 2  xxy   
3

5 arctg7 4y x   

15 3 53 5
5 x

x
xy   

274 xxy   
2

1
 

tg 4
y

x
  

16 

x
xxy

10
5 4 52   

182 )38( xxy    
3

5 tg4 7y x   

17 7 22 5
8 x

x
xy   

5 25 10xxy    3 2 4tg 1y x   

18 
2

23 4
2

x
xxy   

4 arctg( )y x x   21
 sin (ln 2)

2
y x   

19 

3

4 5 37

x
x

x
y   

)54sin( 4  xxy   4 5
4ln  xy  

20 

xx

x
xy

55 2   
2ctg(3 2 1)y x x     7 93 4  xey  

21 

x

x
xxxy

5
45 2   

5 36 65  xxy   6 2 5tg 1y x   

22 5 23 653 xxxy    4 arctgy x x   41
 tg lgsin

4
y x x   

23 3 2

2
4

54
x

xx
y    2ctg 5 2 7y x x    4sin )35(  xy  

24 5 33 8
1

55 x
x

xy   
 637cos 2  xxy   

4
5 arcctg7 4y x   

25 4 5

3

2 4
3 x

x
xy   

275 xxy   
2

1
 

ctg 5
y

x
  

26 5 4

2

2 5
3 x

x
xy   

72 )38( xxy    2 4tg 1y x   

27 38 xxxxxy   
6 25 10xxy    3 2 4ctg 1y x   

28 22 53 x
x

x
xy   

4 arctg( 11 )y x x   2 31
 sin ( 2)

2
y x   

29 
xx

xx
y 6

66
2

  )53sin( 4  xxy   6 7
4ln  xy  

30 353
xx

xx
y   

3ctg( 5 4)y x x     6 75 4  xey  

 

2. Келесі функциялардың туындыларын табу керек. 

№ а) ә) б) 

1 3tg2 arcsiny x x   2

2

4
 

cos

x
y

x
  

25

2

3

sin




xx
y

x
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2 2cos3 arctg5y x x   
52

arccos

x

x
y   

 

2

12log

2

2






xx

x
y  

3 3 2sin 5 arctgy x x   

x

x
y

arcsin

4
 

3

  
 

x

xx
y

2

3

sin

2lg 
  

4 tg 3
4 arccosxy

x
   

43

arcsin

x

x
y   

 5 4ln 1

tg 

x
y

x


  

5 

2
arcsin5cos x

y x   
35

 
arctg 

x
y

x
  

 
3

ctg

ln

x
y

x


  

6 xey xx 3sin432

 
 

x

x
y

arccos

3
 

2

  
x

e
y

xx

cos

32

  

7 2 7arctg cos 2y x x   
59

arcsin

x

x
y   

x
y

xx

4sin

2 22

  

8 7 3cos 2 arctg3y x x   
4

arcctg 

3

x
y

x
  

291

3arccos

x

x
y


  

9 3сtg 5 arcsiny x х   
3

2
 

tg 2

x
y

x
  

2

2
arctg

3

4 9

x

y
x




 

10 2cos 4 arctgy x х   
74

 
arctg 

x
y

x
  

x
y

xx

sin

5 123 

  

11 

4
arcsin7sin x

y x   45

arccos

x

x
y   

 

34

45log

2

3






xx

x
y  

12 
2

2
arccos4

x
y ctgx   

x

x
y

arcsin

6
 

4

  
 

 13ln

2cos
2

22






xx

x
y  

13 xey xx 7cos523

 
 

x

x
y

arccos
   

 
x

xx
y

3

4

cos

24lg 
  

14 
2arсsin cos 5

2

x
y x   

x

x
y

3

2

cos

2
   

 

 4ln

3sin

4 


x

x
y


 

15 xy xtg arcsin3 3   

x

x
y

arcsin
 

5

  
 7 2lg 8

ctg

x
y

x


  

16 2cos3 arctg5y x x   
83

arcctg 

x
y

x
  

252

4

24

cos2




xx
y

x

 

17 4 3tg 2 arcsiny x x   
47

arcsin
 

x

x
y   

25 3

ctg

x xe
y

x

 

  

18 3 2sin 5 arctgy x x   

x

x
y

arccos

8 4

  2161

4arcsin

x

x
y
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19 

2
arcsin5cos x

y x   29

arccos

x

x
y   

2

5
arcctg

2
25 4

x

y
x




 

20 

x
y tgx 3

arccos4   
x

x
y

3

2

cos

34 
  

x
y

x

4,0cos

3 12

  

21 xey xx 3sin432

 
 

73

2arccos

x

x
y   

 
37

43ln

2

2






xx

x
y  

22 2 7arctg cos 2y x x   
x

x
y

arccos

7
 

4

  
 

 1ln

12cos
36

5






xx

x
y  

23 8 2sin 6 arctg2y x x   

1

arcsin




x

x
y  

 
x

xx
y

4

24

3

cos

12log 
  

24 5соs 4 arctgy x х   

x

x
y

3

2

sin

2
   

 

 

ctg

ln 2 1

x
y

x

 



 

25 tg 4
7 arcsinxy

x
   

x

x
y

arcsin
 

7

  
 
 

5 2ln 4 4

tg 3 5

x x
y

x 

 



 

26 8tg 8 arcsin 1y x х    73 1

arcctg 

x
y

x


  

25 24

4sin2




xx

e
y

x

 

27 
2

2
arccos9

x
y tgx   

87

arcsin
 

4 


x

x
y  

xa

e
y

cbxax

cos

2 

  

28 
2arсcos tg 5

2

x
y x   

x

xx
y

arccos

368 24 
  

2491

7arccos

x

x
y


  

29 xey xx 6cos354

 
 

291

3arccos

x

x
y


  

2

2
arctg

2
4 8

x

y
x x




 

 

30 xy x arccos5
2arcsin   

x

x
y

2cos

3
3

2 
  

x
y

xx

sin

8 135 

  

 

3. Келесі функциялардың туындыларын табу керек. 

№ а) ә) б) 

1 
4

3

2 12

53
ln 














x

x
y  

032  xyyx  

2

ln ctg 

1

cos

x t

y
t








 

2 
3

2 45

42
ln






xx

x
y  

01 yex y
 

2arctg 

1

t

t

x e

y e
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3 
6

5

2 13

54
ln 














x

x
y  

  02ln  yyxx  












t

t
y

tx

2

2

sin

cos
cos1

 

4  
 3

3 2

5

44
ln






x

xx
y  

)1ln( yxy    
 











2

1

1

1

tty

tx
 

5  
 52

23
ln






x

xx
y  

0sin 2  yxyx   







2

2

1arcsin

1ln

ty

tx
 

6  

 3
4 2

6

55
ln






x

xx
y  1

925

22


yx

 
 








3

sin1

ty

ttx
 

7  

 3
3 2

5

17
ln

x

xx
y




  

y
y

x
x  ln2

 









ty

tx

3

3

sin

cos
 

8  

 6
4 2

4

253
ln

x

xx
y




  

yxyx  322
 

 















1

1

1

2

2

t

t
y

tx

 

9  

 5
3 2

7

3254
ln






x

xx
y  

1sin 2  yxy  











21

arcsin

ty

tx
 

10  

 4

3 2

85

236
ln






x

xx
y  xy

x

y
ln   2

arctg 

ln 1

x t

y t




 

 

11  

 3
3 2

74

54
ln






x

xx
y  

  2sin2  xyx  









ty

ttx

cos1

sin
 

12  

 6
4 2

73

7549
ln






x

xx
y  

 2 2ctg 1x y x    









tby

tax

sin

cos
 

13  

 6
4 3

7

524
ln






x

xx
y  

4 yyxx   












1

13 2

ty

tx
 

14  

 62

3 2

8

254
ln






x

xx
y  

2y
yx

yx





 









ty

tx

2cos

2sin
 

15  

 5
5 4

8

987
ln






x

xx
y  

0cossin  xeye yx  









ty

tx

ln

arcsin
 

16  

 7
3 2

8

48
ln






x

xx
y  

arctg arctg x y x   

2

ln

ln

t
x

t

y t t










 

17 

   55

7 2

26

32
ln






xx

x
y  

12  yxex y
 

2

arctg 

1

t

t

x e

y e

 


 

 



94 

 

18  

 92

4

98

3254
ln






x

xx
y  

043  xyyx  

2

ln tg 

1

sin

x t

y
t








 

19 

   827

8 7

46

32
ln






xx

x
y  

  yyxx  ln2
 












t

t
y

tx

2

2

cos

sin
sin1

 

20 

   425

9 8

23

32
ln






xx

x
y  

0sin 22  yxy   2

2

ln 1

arctg

x t

y t

  




 

21  

 3

3 2

74

55
ln






x

xx
y  

2arcsin xyy   














1

1

2

3

t
ty

t
tx

 

22  

 6

4 3

73

759
ln






x

xx
y  1

169

22


yx

 
 









tty

tx

cos

1
2

 

23  

 6
4 3

7

524
ln






x

xx
y  

1lnln  xyyx  









tey

tex

t

t

sin

cos
 

24  

 83

3 2

8

25
ln






x

xx
y  

422  yxxy  

 










11

1

2

2

tty

tx
 

25  

 5
5 4

9

87
ln






x

xx
y  

1cos  xyxy  











241

2arccos

ty

tx
 

26  

 7
3 2

8

48
ln






x

xx
y  

124  xxyyx  

 2

arctg
2

ln 4

tx

y t

 


 

 

27 

   64

7 2

26

32
ln






xx

x
y  yx

x

y
sin  









ttty

tttx

cossin

cossin
 

28  
 9

42

94

3254
ln






x

xx
y  

2 2 2tg 1xy x y   









ty

tx

3

3

sin3

cos2
 

29 

   827

8 7

46

32
ln






xx

x
y  

1 yxxy  









ty

ttx

2ln

ln
 

30 

   425

10 9

31

32
ln






xx

x
y  xy

x

yx


 2
 









ty

ttx

2cos1

2sin
     

 

4.  xfy   функциясының  ba,  аралығында  ең үлкен және ең кіші  

мәндерін табу керек.  

1 
16

162 
x

xy   4,1  
16 3

3

2

2
x

exy


   1,1  
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2 

2

4
2

x
xy    4,1  

17 

x

x
y

ln
  








 2,
1

e
e

 

3    3 2
822 xxy    6;0  18 1243 24  xxy   1,3  

4  
52

32
2

2






xx

x
y   3;3  

19 xxy cos3sin     ,5.0  

5 xxy 22sin   









2

3
,

2


 

20 2

3

3x
y

x


   1,4   

6 3 2 )7()1(21  xxy   5;1  21 1235  ххху   0,2  

7 13083 234  ххху   2,1  22 234 44 ххху    3,0  

8 26 ,y x x   1, 6 
 

 
23 

4

8

x
xy    1,3   

9    3 2
512 xxy    3;3  24 

32

421

xxx
y    7,3  

10 xxy 2cos  









2
,0


 
25 xxy 2sin23   









 0,

2


 

11 xxy ln2 2    e,1  26 2ln8 xxy    e,1  

12   xxy 71733 2
  

26
,0

7

 
 
 

 27   xxy 122355 4
   01,2  

13 
4

8

x
xy   

 3,1  28 
3

27

x
xy    4,1  

14 
32

421

xxx
y   

 4,1  29 
3

31

xx
y    1,4   

15   xexy  2   4,0  30  
2

25,2 xexy    4,2  

 

5.  xfу   функциясын зерттеп, графигін тұрғызу керек.  

1 

1

22






х

хх
у  

11 
21 x

x
y


  

21  2

1

2














х

х
у  

2 

1

12






x

xx
y  

12 

23 


х

х
у  

22 
2

3

3 x

x
y


  

3 
2

33

х

х
у


  

13  
 2

3

1

2






x

x
y  

23  
 2

3

1

2






x

x
y  
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4 

2

2

3

4

x

x
y


  

14 

1

32






х

хх
у  

24 
3

4

2 х

х
у


  

5 

 4
5

1


х

х
у  

15  
2

1
2

2






х

х
у  

25 
4

3

1 x

x
y


  

6 

1

332






x

xx
y  

16 
3

4 13

х

х
у


  

26 

2

2




х

х
у  

7 

2

34

x

x
y


  

17  
5

1
2

3






х

х
у  

27  
2

3
1

х

x
y


  

8 

42

3




x

x
y  

18 

15 4

5




х

х
у  

28 

2

42






х

хх
у  

9  
2

2
1

x

x
y


  

19  
 2

3

2

1






х

х
у  

29  
1

1
2

2






х

х
у  

10 

1

62






x

xx
y  

20 
3

4

2 x

x
y


  

30 
2

3 12

х

х
у


  

 

6. Лопиталь ережесін қолданып шекті есептеу керек.  

1 3

20

1 6 1 2
lim
x

x x

x

  
 

11 
1

1
lim

lnx

x

x


 

21 
1

5

1
lim

logx

x

x

  

2 
2

20

2 2
lim

x

x

e x

x

   
12 

0

4 2
lim
x

x

x

 
 

22 

0

9 3
lim
x

x

x

 
 

3 

 30

6sin 2 12
lim
x

x

x



 

13 
2

arctg( 2)
lim

2x

x

x




 23 

3 23

arctg( 3)
lim

3x

x

x x




 

4 
20

1 6 1 2
lim
x

x x

x

  

 

14 2

23

( 3)
lim

5 6x

x

x x



 
 

24 2

22

( 2)
lim

5 6x

x

x x



 
 

5 
30

3tg2 6
lim
x

x x

x



 

15 
31

1
lim

7 2x

x

x



 
 

25 
32

2
lim

6 2x

x

x



 
 

6 
20

ln(1 3 ) 3
lim
x

x x

x

 

 

16 sin

0

4 1
lim

sin 2

x

x x


 

26 sin

0

3 1
lim

sin3

x

x x


 

7 5

20

1 5
lim

x

x

e x

x





 

 

17 

1

cos( )
2lim
1x

x

x



 
 

27 
1

cos(0.5 )
lim

1x

x

x


 

 

8 
30

arcsin 4 4
lim
x

x x

x



 

18 
2

2
lim

5 2 1x

x

x



 
 28 

2

2
lim

5 2 1x

x

x



 
 

9 
30

2sin3 6
lim
x

x x

x



 

19  
4

ln 5
lim

3x

x

x




 

29  
4

ln 3 5
lim

2 3x

x

x




 

10 
20

ln(1 )
lim
x

x x

x

 

 

20 
0

tg2
lim

sin 2x

x x

x x




 30 

0

tg 
lim

sinx

x x

x x
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Тапсырмаларды шығару жолы. 

1. Келесі функциялардың туындыларын табу керек: 

а) 
x

x
x

xy
22

4
3 2

2

3  . 

Шешуі:  

   
2

1
2 3 2 23

3 23

2 4 2 2
4 3 2 2 2 1 12 ;

3 3
y x x x x x

x xx


               

ә)   2ln 1 .y x x                       

Шешуі:    

 2

2 2 2

1 1 2
' 1 1

1 1 2 1

x
y x x

x x x x x

 
        

     
 

2

2 2 2

1 1 1

1 1 1

x x

x x x x

 
  

   
; 

б) 
21

tg lncos .
2

y x x                  

Шешуі:  

 2

1 1 1 1
' tg sin

cos 2 cos 2
y x x

x x x x
         

3

2

1 1 1
tg 1 tg ;

2 cos 2
x x

x x x

 
      

 
 

2. Келесі функциялардың туындыларын табу керек: 

 а) 2arctg sin
3

x
y x     

 Шешуі:   көбейтіндінінің туындысының  формуласы бойынша 

 2 2 2

2

1 1 1
arctg sin arctg sin sin

3 3 3
2 arctg 1

3 3

x x
y x x x

x x


  

          
      
 

 

 

2 2

2

3 sin 2sin 2 (9 ) arctg
3arctg 2 sin cos ;

3
2 9 arctg

3

x
x x x

x
x x

x
x
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ә) 52

arcsin

x

x
y  .       

Шешуі:  бөліндінің туындысының формуласы:  

2v

vuvu

v

u 












 

 бойынша  

   
5 4

5 5
2

5 2 10

1
2 arcsin 10

(arcsin ) 2 arcsin 2 1

(2 ) 4

x x x
x x x x xy

x x

   
        

2

6 2

5 1 arcsin
;

2 1

x x x

x x

 



 

б)  

3
cos

5 22

x
y

xx 

  . 

Шешуі:              
























3
cos

3
cos5

3
cos)5( 22 22

x

xx

y

xxxx

 

 

2 2

2

2 2

2

1
( sin )

3 35 ln5 (2 2) cos 5
3

5 12 1 ln5 cos sin2 cos
3 33 .

cos 6 cos cos
3 3 3

x x x x

x x

x
x

x
x xx

x

x x x

 



 
     

 
     

  

 

 

3. Келесі функциялардың туындыларын табу керек: 

а) 
 

 
.

74

3475
ln

8

532






x

xx
y    

Шешуі: логарифмнің  қасиеттерін қолдансақ, онда: 

 
 

     74ln834ln
5

1
75ln3

74

3475
ln 2

8

532





 xxx

x

xx
y ; 
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2

30 1 3 32

5 7 5 4 3 4 7

x
y

x x x
    

  
; 

ә) .0)cos(  yxy      

Шешуі: айқындалмаған функцияны дифференциалдау ережесі бойынша 

былай табамыз: 

sin( )( ) 0; sin( )(1 ) 0; sin( ) sin( ) 0;

sin( )
(1 sin( )) sin( ); ;

1 sin( )

y x y x y y x y y y x y y x y

x y
y x y x y y

x y

                 

 
      

 

 

б) 










2

22

cos1

sin

ty

ttx
.      

Шешуі:   
2 2

2 2

2 sin sin

2 2 cos 1 cos

t
x

t

y t t t
y

x t t t t


   

  
. 

     4.  2;3  аралығындағы 32 24  xxy  функциясының ең үлкен және ең 

кіші мәндерін табу керек. 

Шешуі:  2;3  аралығында жататын кризистік нүктелерін табайық:  

3 3 2

1 2,34 4 ;  0 4 4 0 4 ( 1) 0 0,  1.y x x y x x x x x x                

Барлық кризистік нүктелері берілген аралықта жатқандықтан, осы және 

аралықтың шеткі нүктелеріндегі функцияның мәнін анықтайық:
  

.11)2(  ,66)3(  ,2)1(   ,2)1(   ,3)0(  yyyyy  

Осы мәндердің арасынан ең кішісін және ең үлкенін таңдап аламыз. 

Осыдан функциясының ең үлкен мәні 66-ға, ал ең кіші мәні  2-ге тең болады. 

5. 
3

23
)(

x

x
xf


  функциясын зерттеп, сызбасын тұрғызу керек.  

Шешуі:   

          1) ),0()0,()( yD . 

2) Рационал бөлшек өзінің анықталу облысында үзіліссіз. Үзіліссіз 

нүктесі х=0, өйткені функцияның мәні анықталмаған.  Біржақты шектерді 

табайық:  

30 0

3 2 2
lim

0x

x

x 

  
   

 
;  

30 0

3 2 2
lim

0x

x

x 

  
   

 
. 

 x=0 – екінші ретті үзіліссіз  нүкте. x=0– вертикаль асимптота.  

 

3) 
1 3

3 2
k lim 0

x

x

x x


  ;  1 3

3 2
b lim 0 0

x

x
x

x

 
    

 
; 2 3

3 2
k lim 0

x

x

x x


  ; 

2b 0 . 
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Осыдан y=0 - жалпы көлденең (горизонталь) асимптота. 

4) x ≠ 0, егер 0y   болса, онда 
3

23

x

x 
=0. Осыдан 

3

2
x . Сызба y өсiмен 

қиылыспайды, ал x өсін 







0,

3

2
 нүктесінде қиып өтеді. Функцияның таңба 

тұрақтылық интервалы:      

 

 

    5)
3 3

3 2 3 2
( ) ( ) ( )

( )

x x
f x f x f x

x x

 
      


.  

Сондықтан берілген функция жалпы түрдегі функция. Функция 

периодты емес.  

6) 
4

1
6 ; 0,

x
y y

x


     егер x = 1 - стационарлық нүкте, )1,0(),0,(  

интервалында функция өспелі, ),1(   интервалында кемімелі. x=1 максимум 

нүктесі  ymax=1. 

 

 

 

 

7) 
5

3 4
6 ; 0

x
y y

x

 
     егер 

3

4
x  болса, 









32

27
,

3

4
 - иілу нүктесі. 

интервалдарында сызба ойыс , ал интервалында сызба дөңес болады: 

 

 

 

 

 

8. Функцияның сызбасын саламыз: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5.12 сурет 

X 

 

2/3 

 

+ + 
0 

 

1 

 
0 

 
 f (x) 

 
 f (x) 

 
 f (x) 

 

+ + 

+ 
4/3 

 
0 

 

+ 

1 

 

 2 

 3 

1 

 
 27 

 32 

 4 

 3 
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6. Лопиталь ережесін қолданып шекті есептеу керек:  

           0

0

;   1)  lim
ln(1 )

ln
2) . lim

1 2lnsin

x

x

x xe e

x

x

x











 

Шешуі:    Лопиталь ережесі  .
)(

)(
lim,

0

0

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 










 

Сондықтан:  

  0           0

0
2; 1)  lim  lim

ln(1 ) 0 1/ (1 )xx

x x x xe e e e

x x

  
  

 
 

0 00

ln 1/ sin 0
  2) lim lim lim

1 2lnsin 2cos / sin 2 cos 0x xx

x x x

x x x x x 


    

 
 

0

cos 1
. lim

2cos 2 sin 2x

x

x x x

 


 

 

Бақылау сұрақтары. 

1. Функция туындысының анықтамасы.  

2. Функция туындысының геометриялық  мағынасы. 

3. Функция туындысының физикалық мағынасы. 

4. Дифференциалдаудың негізгі ережелері. 

5. Негізгі элементар функциялар туындысы. 

6. Күрделі функцияның туындысы. 

7. Көрсеткіштік-дәрежелік функцияның туындысы. 

8. Айқын емес түрде берілген функцияның туындысы. 

9. Параметрлік түрде берілген функцияның туындысы. 

10. Гиберболалық функциялар. 

11. Жоғары ретті туындылар. 

12. Дифференциал, оның негізгі қасиеттері және қолданылуы. 

13. Дифференциалдық есептеулердің негізгі теоремалары.  

14. Тейлор және Маклорен формулалары. 

15. Лопиталь ережесі. 

16. Функцияның өсу және кему аралықтарын туындының көмегімен 

анықтау. 

17. Функцияның экстремумы. Максимум және минимум мәндерін табу 

жолдары. 

18. Функция сызбасының дөңестігі және ойыстығы. Иілу нүктесі. 

19. Асимптота. 

20. Функцияны туындының көмегімен толық зерттеу. 
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6 Комплекс сандар және көпмүшелер 

    

6.1 Комплекс сандар   

 

6.1.1 Негізгі ұғымдар. 

biaz   санын комплекс сан дейді, мұндағы ba, - нақты сандар, 

1i  -жалған бірлік немесе 12 i ,  a  саны z  санының нақты бөлігі, ал b  

саны жалған бөлігі деп аталады және оларды былай белгілейді 

.Im,Re zbza   

biaz    және z a ib   комплекс сандарын түйіндес комплекс 

сандар дейді. 

111 biaz    және 222 biaz   комплекс сандары үшін 2121 , bbaa   

тең болса, онда  21 zz   болады. 

z  комплекс саны  0,0  ba  болғанда ғана   нөлге тең болады, яғни 

0 biaz . 

z  комплекс санының   sincos irz   түрін тригонометриялық 

түрде берілген комплекс сан дейді, мұндағы:   
22 bazr   - комплекс санның модулі;  

   Arg arg 2 , 0, 1, 2,....z z k k     -  0z   комплекс санның аргументі, 

мұндағы 

   arg arctg
b

z
a

    - аргументтің негізгі мәні деп аталады, arg z    . 

   0z   комплекс санының аргументі анықталмаған. 

z  комплекс санының 
ierz   түрін көрсеткіштік түрде берілген 

комплекс сан дейді, мұндағы:  

 sincos  iei
 

формуласын Эйлер формуласы деп атайды.  

6.1 мысал. 5,2,3,1 4321  ziziziz  комплекс сандарын 

тригонометриялық түрде жазу керек. 

Шешуі: берілген сандардың модульдерін 
22 bazr   формуласы 

бойынша табайық:  

   

 

2 22 2

1 1 2 2

22 2 2

3 1 4 4

1 1 2; 3 1 2;

0 2 2; 5 0 5.

z r z r

z r z r

         

        

 

Аргументтерін табу үшін, 4321 ,,, zzzz  нүктелерін комплекс 

жазықтықта белгілейміз (6.1 сурет). 1z  нүктесі - бірінші ширекте, ал 2z  - 
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үшінші ширекте жататындықтан: 

1 1

2 2

1
arg arctg ;

1 4

1 5
arg arctg .

6 63

z

z




 
  

  


      



 

3z  нүктесі жалған өсте жатады, ендеше ,
2

arg 33


  z  ал 4z  нүктесі – 

теріс нақты өсте, сондықтан .arg 44   z  Сонымен:  

1 1 2 cos sin ;
4 4

z i i
  

    
 

                       
3 2 2 cos sin ;

2 2
z i i

  
   

 
                               

2

5 5
3 2 cos sin ;

6 6
z i i

     
          

    
      4 5 5 cos sin .z i        

                                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.1 сурет 

 

6.1.2 Комплекс сандарға амалдар қолдану. 

1) комплекс сандарды қосу.  111 biaz    және 222 biaz   комплекс 

сандарының қосындысы деп:  

)()()()( 2121221121 bbiaabiabiazz   

теңдігімен анықталатын комплекс санды айтады. 

2) комплекс сандарды азайту.  111 biaz   және 222 biaz   комплекс 

сандарының айырмасы деп:  

)()()()( 2121221121 bbiaabiabiazz   

теңдігімен анықталатын комплекс санды айтады. 

3) комплекс сандарды көбейту. 111 biaz    және 222 biaz   комплекс 

сандарының көбейтіндісі деп: 

   

2

1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 2 1

( )( )z z a ib a ib a a ia b ia b i bb

a a bb i a b a b

        

   
 

X 

 

1 

 

1+i 

 

Y 

 
2i 

 

i 

 

i 

 

-1 

 
-2 

 
-5 

 
3 i   
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теңдігімен анықталатын комплекс санды айтады. 

Егер комплекс сандар тригонометриялық түрде берілсе, яғни:  

   1 1 1 1 2 2 2 2  z cos sin , z cos sinr i r i      
 онда 

   

   

1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

  z cos sin cos sin

cos sin .

z r i z i

r r i

   

   

     

       

Е с к е р т у – biaz    және z a ib   түйіндес комплекс 

сандарының  көбейтіндісі 
222

2 )()( rbabiabiazz   нақты санға тең 

болады. 

6.2 мысал.     ii 251    көбейтіндісін табу керек. 

Шешуі: мүшелеп көбейтіп және 12 i  екенін ескерсек, онда: 

       1 5 2 5 5 2 2 5 2 5 2 .i i i i i            

4) комплекс сандарды бөлу. 111 biaz    және 222 biaz   комплекс 

сандарының бөліндісі деп: 

 
 

 
 

1 1 2 21 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

a ib a ibz a ib

z a ib a ib a ib

a a ib a ia b i b b a a b b b a a b
i

a i b a b a b

 
  

  

    
  

  

 

теңдігімен анықталатын комплекс санды айтады. 

Егер комплекс сандар тригонометриялық түрде берілсе, яғни:  

   ,sincosz,sincosz  22221111  irir 
 

онда    

 
 

   1 1 11 1
1 2 1 2

2 2 2 2 2

cos sinz
cos sin .

z cos sin

r i r
i

r i r

 
   

 


        

6.3 мысал.  
32

3

i

i
z




  санын табу керек.  

Шешуі:  

  
  

3 2 33 2 3 2 3 3 3 5
.

4 3 7 72 3 2 3 2 3

i ii i i
z i

i i i

    
    

    

5) комплекс санды дәрежелеу.   sincos irz   комплекс санының  

n  -ші дәрежесі деп: 

     ninrir nn
sincossincos   
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түріндегі комплекс санды айтады. Бұл формуланы Муавр формуласы дейді.  

Егер 1r  болса, онда:  

   nini
n

sincossincos   

формуласы шығады. Осы формуланың сол жағына Ньютон биномының 

формуласын қолдансақ, онда нақты және жалған бөліктерін теңестіре  

отырып,  nn sin,cos терді  sin,cos  арқылы өрнектеуге болады. 

Мысалы, 3n  болғанда:  

.3sin3cossinsincos3sincoscos 3223  iii   

Екі комплекс санның теңдігінің шарты бойынша: 

.3sinsinsincos,3cossincos3cos 3223    

6.3 мысал.   53 i  есептеу керек. 

Шешуі: 6.1 мысалында i 3  санының тригонометриялық түрін 

тапқанбыз:  

5 5
3 2 cos sin .

6 6
i i

     
         

    
 

Дәрежелеу формуласы бойынша:  

 
5

5 25 25
3 2 cos sin

6 6

3 1
32 cos sin 32 16 3 16 .

6 6 2 2

i i

i i i

 

 

    
          

    

     
             

      

 

6) комплекс саннан түбір табу.    sincos irz   комплекс санының  

n -ші дәрежелі түбірі деп:  

 
2 2

cos sin cos sinnn
k k

r i r i
n n

   
 

  
   

 
 

комплекс санын айтады, мұндағы .1,0  nk  

6.4 мысал.  
3 1 i   есептеу керек. 

 

Шешуі: i1   саны 6.1 мысалында тригонометриялық түрде жазылды:  

.
4

sin
4

cos21 










ii

 

Куб түбірінің барлық мәндерін табу үшін түбір табу формуласын 

қолданамыз. Түбірдің үш әртүрлі мәнін табайық: 
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0,1,2.k        ,
3

2
4sin

3

2
4cos21 33 
























k

i

k

i







 
Сонда 

,
12

sin
12

cos2z      :0 6
1 











ik  

6

2

9 9
1:    z 2 cos sin ,

12 12
k i

  
    

       

6

3

17 17
2:   z 2 cos sin .

12 12
k i

  
    

 
 

6.5 мысал.    1 санының куб түбірінің барлық мәндерін табу керек. 

Шешуі: 1 санының тригонометриялық түрі:  

.0sin0cos1 i  

3 3 0 2 0 2
1 cos0 sin0 cos sin ;        k 0,1,2.

3 3

k k
i i

  
      

Сонда     

0k  болғанда  ,11 z                       1k  болғанда  ,
2

3

2

1
2 iz 

 

2k  болғанда .
2

3

2

1
3 iz   

    

6.2 Көпмүшелерді сызықты көбейткіштерге жіктеу  

 

х айнымалысына байланысты п-ші ретті көпмүше немесе бүтін 

рационалдық функцияны қарастырайық:  

  n

nn AxAxAxf   ...1

10  

мұндағы n бүтін сан, ал 0 1, ,..., nA A A коэффициенттері кез келген нақты 

немесе комплекс сандар  00 A . Көпмүшенің түбірі деп оны тепе-теңдікке 

айналдыратын х айнымалысының сандық мәнін айтады.  

Теорема 6.1 (Безу теоремасы). 
 xf  көпмүшесін ax   айырмасына 

бөлгенде  af қалдық қалады, яғни:  

      .1 Rxfaxxf   

Осы теоремадан мынадай қортынды жасаймыз: егер ax   көпмүшенің 

түбірі болса, яғни   ,0af  онда  xf
 көпмүшесі ax 

 айырмасына 

қалдықсыз бөлінеді, яғни: 

     .1 xfaxxf   
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6.6 мысал.    6116 23  xxxxf   көпмүшесі 2x  болғанда нөлге 

тең болады, яғни   ,02 f  сондықтан  берілген көпмүше 2x
 айырмасына 

қалдықсыз бөлінеді,яғни 
3 2

3 2 2

2

2

6 11 6 2

2 4 3

4 11

4 8

3 6

3 6

0 .

x x x x

x x x x

x x

x x

x

x

   

  

 

 





 

Сонымен   

  3 2 26 11 6 2 4 3 .x x x x x x        

Теорема 6.2 (Алгебраның негізгі теоремасы). Кез келген бүтін 

рационалдық  xf  функцияның ең болмаса бір нақты немесе комплекс түбірі 

болады. 

Теорема 6.3. Кез келген п-ші ретті  xf  көпмүшесін ax   түрінде   п 

сызықты көбейткішке жіктеуге болады, яғни:  

      ....... 210

1

10 nn

nn axaxaxAAxAxAxf  

 

Осы жіктеуден naaa ,...,, 21 сандары  xf  көпмүшесінің түбірлері болады, 

себебі naxaxax  ,...,, 21  мәндерінде    xf  көпмүшесі нөлге айналады 

және naaa ,...,, 21  мәндерінен басқа ешбір мән   xf  көпмүшесінің түбірлері 

бола алмайды. 

6.7 мысал.   6116 23  xxxxf көпмүшесі 3,2,1  xxx мәндерінде   

нөлге тең болады. Яғни   ,01 f сондықтан    3 26 11 6 1 2 3 .x x x x x x        

Егер п-ші ретті:  

      naxaxaxAxf  ...210  

көпмүшесінің кейбір сызықты көбейткіштері бірдей болса, онда оларды 

біріктіріп:  

        mk

m

kk
axaxaxAxf  ...21

210  

түрінде жазуға болады, мұндағы ....21 nkkk m   Бұл жағдайда, 1a  түбірі 

1k еселі түбір, 2a түбірі 2k еселі түбір және т.с.с. деп аталады.   

6.8 мысал.    485 23  xxxxf
 көпмүшесін       122  xxxxf  

сызықты көбейткіштерге жіктеуге болады және оны   

     12
2

 xxxf жазуға болады. Сонымен,  2x екі еселі түбір, ал 

1x жай түбір болады. 
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Егер көпмүшенің a
 саны  еселі түбірі болса, онда оның бірдей k  

түбірлері бар деп айтамыз. 

Сонымен, кез келген п-ші ретті  xf  көпмүшесі п нақты немесе 

комплекс түбірлері бар.  

Егер a  саны   xf  көпмүшенің    1k еселі түбірі болса, онда осы a  

сан  xf  туындысы үшін  1k
 еселі түбірі,  xf  туындысы үшін 2k   еселі 

түбірі,  ..., 
  xf k 1

туындысы үшін 1 еселі (жай) түбірі  болады, ал   xf k  

туындысы үшін түбірі болмайды, яғни:  

         ,0,...,0,0,0 1   afafafaf k
 

бірақ  
   .0af k

 
Егер нақты коэффициентті  xf  көпмүшесінің bia   комплекс   саны   

түбірі болса, онда  осы  комплекс   санының  bia   түйіндесі де 

 xf көпмүшесінің түбірі болады.  

Сонымен,       0 1 2 ... nf x A x a x a x a     жіктелуінде комплекс 

түбірлері қос-қостан түйіндес болады. Түйендес комплекс сандарға сәйкес 

сызықты көбейткіштерді бір-біріне көбейтсек, онда  нақты коэффициентті 

квадратты үшмүше аламыз:  

       

 
2 2 2 2 2 22 ,

x a bi x a bi x a bi x a bi

x a b x ax a b x px q

                         

         
 

мұндағы  .0,2 22  baqap  Егер bia 
 комплекс   саны    k еселі   

түбірі болса, онда  bia   түйіндесі де k еселі   түбірі болады. 

Сондықтан,  xf көпмүшесі нақты коэффициентті бірінші және екінші 

дәрежелі  көбейткіштерге жіктеледі, яғни: 

       

     

1 2

1 2

0 1 2

2 2 2

1 1 2 2

...

... ,

r

s

k k k

r

ll l

s s

f x A x a x a x a

x p x q x p x q x p x q

    

      
 

мұндағы   .2...22... 2121 nlllkkk sr      

6.9 мысал.    13  xxf   көпмүшесін      11 2  xxxxf  

көбейткіштерге жіктеуге болады.  

1 2,3

1 1 1 3 1 3
1; 1 .

2 4 2 4 2

i
x x


            

Сонымен, 11x нақты сан түбір, ал 
2 3

1 3 1 3
,

2 2

i i
x x

 
     

комплекс  сан түбір болады. 
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Жаттығулар. 

Келесі амалдарды орындау керек.  

1.    .311 ii                                    2.   .453 ii               

Жауабы:  .24 i                              Жауабы: .1717 i       

3.  .1
2

ii
i




                                4. .
54

3

i

i




          

Жауабы: .131 i                         Жауабы: .
41

19

41

7
i       

 

5.  .
34

52

i

i




                                      6. .

21

22

1

1

1

2

i

i

i

i

i 










   

Жауабы: .
25

26

25

7
iz                 Жауабы: .

6

7

5

4
iz     

Келесі сандарды тригонометриялық түрде жазу керек:  

7.  .3i                                   Жауабы:   .
2

sin
2

cos3 










i    

 8. .31 i                           Жауабы:   .
3

sin
3

cos2 










i      

           9. .3 i                             Жауабы:   .
6

sin
6

cos2 



























i  

           10.   .7                               Жауабы:    .sincos7  i      

           11. .22 i                          Жауабы:  .
4

3
sin

4

3
cos22 




























i      

           12. .33 i                           Жауабы:  .
4

3
sin

4

3
cos23 











i      

Муавр формуласын қолдана отырып, берілген комплекс сандардың 

дәрежелерін есептеу керек.  

13.    .31
3

i                            14.   .33
8

i              

Жауабы: .8i                                Жауабы: .1296           

15.   .22
6

i                           16.    .74
3

i                     

Жауабы: .512i                            Жауабы: .7524 i                    

Берілген барлық түбірлерді тауып және оларды комплекс жазықтықта 

тұрғызу керек.  

17.  .3 i                       Жауабы: ;
2

1

2

3
i .

2

1

2

3
; ii   
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18. .14                          Жауабы: .;1;;1 ii            

19. .225 i    Жауабы:  10 8 3 8 3
8 cos sin ; 0,1,2,3,4.

20 20

k k
i k 

  
   
 

 

20.  .86          Жауабы: 2 1 2 1
2 cos sin ; 0,1,2,3,4,5.

6 6

k k
i k 

  
   
 

    

Берілген теңдеулерді шешу керек.  

21. .02  iz               Жауабы:    .
2

2

2

2
;

2

2

2

2
21 iziz     

22. .0164 z            Жауабы:    .2;2;2;2 4321 izzizz     

23. .13 z                 Жауабы:   .
2

3

2

1
;1;

2

3

2

1
321 izziz     

24. .084 36  zz    Жауабы:    
2

12 3

1 6 2 ; 0,1,2.

k

z e k

  
  
 

       

Төмендегі көпмүшеліктерді нақты коэффициентті көбейкіштерге жіктеу 

керек. 

25.    .22  xxxf           Жауабы:       1 2 .f x x x     

26.    .232  xxxf              Жауабы:       1 2 .f x x x     

27.    .442  xxxf             Жауабы:       .2
2

 xxf    

28.    .22 23  xxxxf        Жауабы:        1 1 2 .f x x x x       

29.    .842 23  xxxxf      Жауабы:       
2

2 2 .f x x x      

30.    .8126 23  xxxxf     Жауабы:       .2
3

 xxf    

31.    .27189 23  xxxxf     Жауабы:       .3
3

 xxf    

32.    .13  xxf                      Жауабы:       21 1 .f x x x x        

33.    .842 23  xxxxf     Жауабы:       22 4 .f x x x      

34.    .14  xxf          Жауабы:       21 1 1 .f x x x x       

35.    .14  xxf         Жауабы:      2 22 1 2 1 .f x x x x x        

36.    .16  xxf            Жауабы:       2 21 1 1 1 .f x x x x x x x          

Комплекс сандар тақырыбына арналған есептеу-сызбалық жұмыстар. 

biаz   комплекс санының модулін, аргументін тауып, 

тригонометриялық  және көрсеткіштік формаларын   жазу керек. 
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1 .388 iz   11 ,388 iz   21 ,388 iz   

2 .44 iz   12 ,44 iz   22 ,44 iz   

3 .322 iz   
13 ,232 iz   23 ,232 iz   

4 ,434 iz   
14 ,434 iz   24 ,434 iz   

5 ,2525 iz   
15 ,535 iz   25 ,535 iz   

6 ,366 iz   
16 ,366 iz   26 ,366 iz   

7 ,77 iz   17 ,2727 iz   27 ,2727 iz   

8 ,2828 iz   
18 ,388 iz   28 ,388 iz   

9 ,399 iz   
19 ,939 iz   29 ,939 iz   

10 ,1010 iz   20 ,31010 iz   30 ,31010 iz   

 

Тапсырмаларды шығару жолы. 

iz 10310   комплекс санының модулін, аргументін табу керек, 

тригонометриялық  және көрсеткіштік формаларын     жазу керек. 

Шешуі: берілген сандардың модульдерін 
22 barz   формуласы 

бойынша табайық:     

.20)10()310( 22  rz  

z  - үшінші ширекте жатқандықтан, оның аргументі:   

10 5
arg arctg .

6 610 3
z

 
 


     


 

Берілген комплекс санының тригонометриялық  және көрсеткіштік 

жазылуы:     

5

6
5 5

20 cos sin ; 20 .
6 6

i

z i z e


      
         

    
  

Бақылау сұрақтары. 

1. Комплекс сандар. Модулі және аргументі. 

2. Комплекс санның алгебралық, тригонометриялық және көрсеткіштік 

түрдегі жазылуы. 

3. Комплекс сандарға  амалдар қолдану. 

4. Комплекс сандарды дәрежелеу. 

5. Комплекс сандарды түбір астынан шығару. 

6. Безу теоремасы.  

7. Алгебраның негізгі теоремасы.  

8. Көпмүшелерді сызықты көбейткіштерге жіктеу. 

9. Көпмүшенің еселі түбірлер. 

10. Көпмүшенің комплекс сан түбірлері. 
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7  Бір айнымалы функциясын  интегралдық есептеу 

 

7.1 Анықталмаған интеграл 

 

7.1.1 Анықталмаған интегралдың анықтамасы мен қасиеттері. 

Егер [a;b] кесіндісінің кез келген нүктесі үшін    xfxF   немесе   

   dxxfxdF   теңдігі орындалса, онда  xF  функциясы  xf  функциясының 

алғашқы функциясы деп аталады. 

Бір функцияның шексіз көп алғашқы функциясы болуы мүмкін. 

Олардың бір-бірінен айырмасы қандай да бір тұрақты санға тең:  

    CxFxF  21 . 

 xf  функциясының анықталмаған интегралы деп келесі өрнекпен 

анықталатын алғашқы функциялардың жиынтығы   CxF   аталады және 

былай белгіленеді: 

    ,  CxFdxxf  

мұндағы С – тұрақты; 

 xf  – функциясын интеграл астындағы функция; 

 f x dx  – интеграл астындағы өрнек.   

Анықталмаған  интеграл   қасиеттері. 

1) Анықталмаған интегралдың туындысы интеграл астындағы 

функцияға тең болады, яғни: 

       f x dx F x C f x
 
   .  

2) Анықталмаған интегралдың дифференциалы интеграл астындағы 

өрнекке тең болады, яғни: 

( ) ( ) .d f x dx f x dx  
   

3) Қандай да бір функцияның дифференциалының анықталмаған 

интегралды осы 
 

функция мен кез келген тұрақтының қосындысына тең 

болады, яғни: 

     CxFxdF . 

4) Функциялардың алгебралық қосындысының анықталмаған 

интегралы олардың анықталмаған интегралдарының алгебралық 

қосындысына тең болады, яғни: 

       dxxgdxxfdxxgxf )()( . 
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5)  Тұрақты көбейткішті интеграл таңбасының алдына шығаруға 

болады, яғни: 

   kf x dx k f x dx   , 

мұндағы  k - тұрақты. 

6)  Егер     ,CxFdxxf   
 

онда   

   
1

;f kx dx F kx C
k

  . 

    ;f x b dx F x b C   
 

    .
1

CbkxF
k

dxbkxf   

 

Негізгі интегралдау кестесі. 

1 
1,0,

1

1







 



 xC

x
dxx

 
 

 
 

1,0,
1

1









 





xC
k

xbkx
dxbkx

 
2 

0,ln  xCx
x

dx

 
0,ln

1


 xCbkx
kbkx

dx

 
3 

1,0,
ln

 aaC
a

a
dxa

x
x

 
1,0,

ln








 aaC
ak

a
dxa

bkx
bkx

 
4 Cedxe xx 

 
Ce

k
dxe bkxbkx  


1

 
5 Cxxdx  cossin

 
    Cbkx

k
dxbkx  cos

1
sin

 
6 cos sinxdx x C      

1
cos sinkx b dx kx b C

k
   

 
7 

2
tg

cos

dx
x C

x
    

 2

1
tg

cos

dx
kx b C

kx b k
  


 

8 
2

ctg
sin

dx
x C

x
     

 2

1
ctg

sin

dx
kx b C

kx b k
   


 

9 tg ln cosxdx x C       
1

tg ln coskx b dx kx b C
k

    
 

10 ctg ln sinxdx x C 
    

1
ctg ln sinkx b dx kx b C

k
   

 
11 

ln tg
sin 2

dx x
C

x
    

1
ln tg

sin 2

dx kx b
C

kx b k
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12 
ln tg

cos 2 4

dx x
C

x

 
   

 
   

1
ln tg

cos 2 4

dx kx b
C

kx b k

 
   

  
  

13 
2

arctg
1

dx
x C

x
 

   
 2

1
arctg

1

dx
kx b C

kkx b
  

 
  

13
/

 2 2

1
arctg

dx x
C

a x a a
 


 

 
22

1
arctg

dx kx b
C

a k aa kx b

 
  

   


 

14
 C

ax

ax

aax

dx







 ln
2

1
22

  
C

abkx

abkx

kaabkx

dx










 ln

2

1
22

 

15 
Cx

x

dx



 arcsin

1 2   
  Cbkx

kbkx

dx



 arcsin

1

1
2

 

15
/
 

C
a

x

xa

dx



 arcsin

22
  

C
a

bkx

kbkxa

dx






 arcsin

1

22  

16 

Caxx

ax

dx








2

2

ln  

 

  Cabkxbkx

abkx

dx








2

2

ln
 

 

          7.1 мысал.  2 22sin 1 2 sinx x dx x dx xdx dx        
31

2cos .
3

x x x C    

7.2 мысал.
 
 2 23 2 3 2x x dx x dx xdx dx        .2

2

3

3

23

Сx
xx

  

7.3 мысал.
 

2 3 2 3

1 3 1 3
cos cosdx x dx dx dx xdx

x x x x

 
      

 
   

 2
2 3 1

2

1 3
3 cos 3 sin sin .

2 2

x
x dx x dx xdx x x c x С

x x


              

  

 

7.4 мысал. 
 

2 1 22 23 3 2
3 3 3

2 2 23 3 3

1
  

55 5 5

x x x x
dx dx x x dx

x x x

    
       

  
  

 

4 1
1 1

4 1 3 3
7 23 33 3

1 1 1 3 3
.

4 15 5 5 35 10
1 1

3 3

x x
x dx x dx C x x С

  
 

          
    
   

7.5 мысал.  
1

 4 3
4 3 4

dx
dx d x

x
   


1 (4 3) 1

ln(4 3) .
4 4 3 4

d x
dx x C

x
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7.6 мысал.     
4 1

 2 1 2 1
2

x dx dx d x         
 

5

4 2 11
2 1 2 1 .

2 10

x
x d x С


     

7.7 мысал.   


 xddx
x

dx
37

3

1

37
  

1 1 2
7 3 7 3 .

3 37 3
d x x С

x
     


                                                    

  
 

7.8 мысал.
  

2 2 2

1 1
arcsin .

38 2 9 1 2 9 1

dx dx x
dx C

x x x x x


   

      
                                       

 

7.9 мысал. .
2ln3

2
)53(2

3

1
2 

53
5353 Cxddx

x
xx  




 

7.10 мысал.
1 1

 ctg(6 7) ctg(6 7) (6 7) ln sin(6 7) .
6 6

x dx x d x x C         
 

7.1.2 Айнымалыны ауыстыру әдісі. 

Егер   dxxf  интегралын есептеу керек, бірақ алғашқы функциясын 

табу қиын болса, онда  tx   алмастыру жасаймыз   dttdx  : 

                                              f x dx f t t dt   . 

 Егер     CxFdxxf        
және       xu  

   
болса, онда  

        . CuFduufdxxuuf  
 

7.11 мысал.
3

32
sin 2 2

sin cos sin .
cos 3 3

t x
x xdx tdt t C x C

dt xdx


     

   

7.12 мысал.  



 C

x
C

tt

dt

dtxdx

tx
dx

x

x

sin

22

cos

sin

sin

cos

33
. 

7.13 мысал. CAxCt
t

dt

xdxdt

Axt

Ax

xdx







 
2

2

2
ln

2

1
ln

2

1

2

1

2
. 

 7.14 мысал. .2
2

1

2

1

2

2

2

2
CAxCt

t

dt

xdxdt

Axt

Ax

xdx








  

7.15 мысал. 

2 2

2 2

2 2

1 1
2 .

2 22

t a xxdx dt
t C a x C

dt xdx ta x
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7.16 мысал.   
52 23 3

2 2 2
1 1 1

1
52 22

2

x t t
x x dx t dt C

xdx dt

 
      


   

 
5

5 21 1
1 .

5 5
t C x C      

7.17 мысал. 





xdxxdxxdt

xt
xdxe x

2sinsincos2

,cos
2sin

2

cos2

 

.
2cos CeCedte xt

t

   

7.18 мысал. 
    22

2
, 2

111 2

dx dx tdt dt
x t dt

tt tx x x
     


  

 

2 arctg 2 arctg .t C x C       

7.19 мысал.        
3 3

2 3 2 3 2 31
 t 2 3 2 3 2

3
t dt t t dt t dt d t          

 

   
   

4 4
3 3

3
3 3

2 21 1
2 2 .

3 3 4 12

t t
t d t C C

 
          

 
7.20 мысал.  

 1 cossin cos
 ln 1 cos .

1 cos 1 cos 1 cos

d xxdx d x
x C

x x x


       

      

7.21 мысал.  cos cos sin .x x x x xe e dx e de e C     

7.22 мысал. 

  

 

   

32

2 2 33 3

5 21 1
.

6 6 5 25 2 5 2

d xx dx
C

xx x


   

 
 

 

7.23 мысал.

    

 

   

2

2 2 2 22 2 2

15 5 5
5 .

2 2 11 1 1

d xxdx xdx
C

xx x x


    

  
  

 

 

7.24 мысал.      .lnln
ln

ln

ln
Cx

x

xd
dx

xx

dx
 

7.1.3 Квадраттық үшмүшесі бар қарапайым интегралдар. 

 


dx

cbxax

nmx
2  

түріндегі интеграл. Негізгі есептеу әдісі квадраттық 

үшмүшесінен толық квадратты бөліп алу, яғни:   
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2 2

22 2 2
2

2 2

4
2

2 4 4 2 4

b c
ax bx c a x x

a a

b b c b b ac b
a x x a x

a a a a a a

 
      

 

   
           

  

 

 түріне келтіру. Сосын tbax 2    алмастыруын  жасау керек.
  

Егер 0m
 

болса, онда  таблицалық интегралын аламыз (негізгі 

интегралдау кестесінен 13
/
,14-ші формулаларды қараңыз). 

7.25 мысал.    
2

2

1

3 9 5 92 3 5 2
2

4 16 2 16

dx dx

x x
x x

 
     

       
   

   

2

3

1 1 4 4 3 1 4 34
arctg arctg .

2 2 31 31 2 31 313 31

4 16

d x
x x

C C

x

 
         

 
  

 

  

7.26 мысал.    





















 

16

25

2

3

16

25

4

5
2

2

1

352 2
2

xx

dx

xx

dx
 

2

5 5 1
1 1 1 2 34 4 4ln ln .

1 5 12 2 2 25 1 2
4 4 44 16

d x x
x

C C
x

xx

 
          

      
 

  

Егер 0m
 
болса, онда алымынан  квадраттық үшмүшесінің туындысын, 

яғни bax 2  бөліп алу керек: 

 
 

2 2 2

2
22 2

2

m mb
ax b n

ax b dxmx n ma a
dx dx

ax bx c ax bx c a ax bx c

 
        

         

2

2 2

1 1
ln .

2 2 2

mb m mb
n dx ax bx c n dx

a ax bx c a a ax bx c

   
         

      
   

Мұнда, екінші қосылғыштағы интеграл жоғарыда қарастырылған. 

 

7.27 мысал. 
 

 

 

 
2 22

5 3 18 35 3
5

6 40 3 49 3 49

x x dxx
dx dx

x x x x
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2

2

5 9 3 7
18 ln 3 49 ln

2 7 3 73 49

dx x
x C

xx

 
      

  
  

25 9 4
ln 6 40 ln .

2 7 10

x
x x C

x


    


 

7.28 мысал.     
   

2 2 2

3 1
2 13 1 3 2 12 2

1 1 2 1

xx dx x
dx dx

x x x x x x

  
  

         

2

22 2

1

1 3 ( 1) 1 2

2 1 2 1 2 1 3

2 4

d x
dx d x x

x x x x
x

 
       

     
  

 

    

2 2

1
3 1 3 1 2 12ln 1 arctg ln 1 arctg .
2 23 3 3 3

2

x
x

x x C x x C



         

 





dx

cbxax

nmx

2  
түріндегі интеграл. Интеграл астындағы квадраттық 

үшмүшесінен толық квадратты бөліп алып, t
a

b
x 

2
 алмастыруын жасау 

керек  

Егер 0m
 
болса, яғни: 























a

bac
at

dt

a

bac

a

b
xa

dx

cbxax

dx

4

4

4

4

2

2
2

222
 

онда кестелік интегралын аламыз (негізгі интегралдау кестесінен 15-ші 

немесе 16-шы формулаларды қараңыз). 

Егер 0m
 
болса, онда алымынан квадраттық үшмүшесінің туындысын, 

яғни bax 2  бөліп алу керек: 

 
 

2 2 2

2
22 2

2

m mb
ax b n

ax b dxmx n ma a
dx dx

ax bx c aax bx c ax bx c

 
        

     
    

2

2 2

1 1
.

2 2

mb m mb
n dx ax bx c n dx

a a aax bx c ax bx c

   
         
      

   

Мұнда, екінші қосылғыштағы интеграл жоғарыда қарастырылған. 
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7.29 мысал. 

 
2 2 2

3
arcsin .

516 6 25 9 6 25 3

dx dx dx x
C

x x x x x


   

      
    

7.30 мысал.   

 
2

22

1 1

3 35 73 12 5
4 2

3 3

dx dx dx

x x
x x x

  
 

   
     

 
2 21 7 1 5

ln 2 2 ln 2 4
3 3 3 3

x x C x x x С            .
 

7.31 мысал. 
   

 













dx

x

x
dx

x

x
dx

xx

x

222
316

3
3

316

1393

67

43
 

 
 

2

2

2

3
13 3 16 3 13arcsin

416 3

3
3 7 6 13arcsin .

4

dx x
x C

x

x
x x C


       

 


     


 

7.32 мысал.     
   

 















41
5

52

22

2

1

52

4

222
x

dx

xx

dxx

xx

dxx
 

2 22 5 5ln 1 2 5 .x x x x x C          

7.1.4  Бөліктеп интегралдау әдісі. 

Интегралдаудың бұл әдісі дифференциалданатын екі функцияның 

көбейтіндісін дифференциалдауға негізделген. Бізге  xuu  ,  xvv  , 

Хх  аралығында дифференциалданатын функциялар болсын. Осы 

функциялардың көбейтіндісінің дифференциалын табайық:  

  vduudvuvd  . 

Осы теңдіктің екі жағын интегралдасақ, онда: 

  vduudvuv . 

Осыдан  

  vduuvudv . 

Бұл формуланы бөліктеп интегралдау формуласы деп атайды. 

Бөліктеп интегралдау формуласын пайдалану үшін u  және dv  

өрнектерін қалауымызша алуға болмайды. Яғни vdu  өрнегін интегралдау udv  

өрнегін интегралдаудан әлдеқайда оңай болуы керек. Көп жағдайда интеграл 

астындағы функция алгебралық және трансценденттік функциялар 
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көбейтіндісі түрінде болып келсе, онда бөліктеп интегралдау формуласы 

қолданылады:  

                         bxdxxbxdxxdxex kkmxk cos  ,sin  ,   

интегралдарын есептеген кезде 
kxu   деп таңдап алу керек, ал:  

                               ln ,   arcsin ,   arctgk m k m k mx xdx x xdx x xdx    

 интегралдарын есептеген кезде сәйкес:  

ln ,   arcsin ,   arctgm m mu x u x u x    

деп таңдап алу керек.  

7.33 мысал.  
2 2

2

ln ,

ln ln
2 2

,
2

dx
u x du

x x dxx
x xdx x

xx
dv xdx v

 

     

 
   

  .1ln2
442

ln 222

Cx
x

C
xxx


 

7.34 мысал.  2

2

arctg ,
arctg arctg1

1
,

dx
u x du xdx

xdx x xx
x

dv dx v x

 
    


 

 
 

21
arctg ln 1 .

2
x x x C    

 

7.35 мысал. 
2

2 2, 2
sin cos 2 cos

sin , cos

u x du xdx
x xdx x x x xdx

dv xdx v x

 
    

  
   

2
,

cos 2 sin sin
cos , sin

u x du dx
x x x x xdx

dv xdx v x

 
      
     

 2 2cos 2 sin 2cos 2 cos 2 sin .x x x x x C x x x x C        
 

7.36 мысал. 

  

sin 1
sin    sin cos

ax ax

ax

u e du ae dx

e bxdx
dv bxdx v bxdx bx

b

 

 
   




   

  
cos

cos 1
cos    cos sin

ax ax
ax

ax

u e du ae dx
e bx a

e bxdx
b b dv bxdx v bxdx bx

b
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.sin
sincos

2

2

2
bxdxe

b

a

b

bxae

b

bxe ax
axax

  

Сонымен  

.sin
sincos

sin
2

2

2
bxdxe

b

a

b

bxae

b

bxe
bxdxe ax

axax
ax

 
 

Соңғы  интегралды  теңдіктің оң  жағына  көшірсек, онда:  

.
sincos

sin1
22

2

C
b

bxaebxbe
bxdxe

b

a axax
ax 











 

 

Осыдан 
 

 



 .

cossin
sin

22
C

ba

bxbbxae
bxdxe

ax
ax

 

7.37 мысал.  
 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

a x dx a dx x dx
a x dx

a x a x a x


    

  
   

 

2

2 2
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

  

arcsin
  

arcsin .

u x du dx
x xdx

a x xdx xdx
dv v a xa a x

a x a x

x
a x a x a x dx

a

 

    
    

 

    

 



  

Сонымен  

.arcsin 2222222 dxxaxax
a

x
adxxa  

 Соңғы  интегралды  теңдіктің оң  жағына  көшірсек, онда   

2 2 2 2 22 arcsin .
x

a x dx a x a x
a

     

Осыдан    

     .
2

arcsin
2

22
2

22 Cxa
x

a

xa
dxxa

 

7.1.5 Қарапайым бөлшектерді интегралдау.  

Келесі берілген төрт бөлшек қарапайым  бөлшектер деп аталады: 

I.
 

;
1

bax 
  II.

  
;

1
m

bax 
    III. ;

2 qpxx

BAx




           IV. 

 2
.

n

Ax B

x px q



 
 

mn,  – натурал сандар ( 2, 2n m  ) және 042  qp . 
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Алғашқы екі  қарапайым  бөлшектің интегралы   baxt   алмастыруы 

арқылы кестелік интегралға келтіріледі: 

I.  


Cbax
a

Ct
at

dt

abax

dx
ln

1
ln

11
. 

II.  
   







 C
tmat

dt

abax

dx
mmm 11

11

  
1

1

1
m

C
a m ax b


 

 
. 

III. 

 


















 dx

qpxx

Ap
Bpx

A

dx
qpxx

BAx
22

2
2

2

 

















  qpxx

dxAp
Bdx

qpxx

pxA
22 2

2

2  

 2

22 2

2

2 2

2 2

2 4

2 2
ln arctg .

2 4 4

d x px qA Ap dx
B

x px q p p
x q

A B Ap x p
x px q C

q p q p

   
    

      
     

   

 
    

 

 

 

IV. 
 

 

 


















 dx

qpxx

Ap
Bpx

A

dx
qpxx

BAx
nn 22

2
2

2
 

   2 2

2
.

2 2
n n

A x p Ap dx
dx B

x px q x px q

  
   

    
   

Мұнда  

 
  

2

12 2 2

2 1
,

( ) ( ) 1
nn n

d x px qx B
dx

x px q x px q n x px q


 
  

      
   

ал    
    





nn

mt

dt

qpxx

dx

222  
тең болады, мұндағы:

 

2
2, , .

2 4

p p
x dx dt m q   
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Енді 

 2 2
n n

dt
I

t m



  интегралы үшін келесі рекурентті формуланы 

қолдану керек:   

     
112 22 2 2 2

1 1 2 3
.

2 1 2 2
n nn n

dt t n
I I

m n m nt m t m



     

  
  

 
Бұл рекурентті формуланы

  
1n

  
рет  қолдану арқылы   nI  интегралын    

1 2 2

1
arctg

dt t
I

t m m m
 

  

негізгі кестелік интеграл  арқылы есептеуге болады. 

7.38 мысал. 
 

  













dx

x

x
dx

xx

x
dx

xx

x

2356

465614

486036

2484

453

27
222   

   
  2

2 2

6 5 7 23 6 5
14 46 ln 6 5 23 arctg .

6 3 236 5 23 6 5 23

x dx x
dx x C

x x

 
      

   
   

7.39 мысал. 
 




322
3

mx

dx
I  интегралын табу керек. 

Шешуі: 3n .   Рекурентті формуланы қолдансақ, онда: 

   
.

4

3

4

1
222222322

3 I
mmx

x

mmx

dx
I 





   

  
 




222
2

mx

dx
I  интегралына рекурентті формуланы тағы бір рет 

қолдансақ ( 2n ), онда: 

     2 12 2 2 2 32 2 2 22 2

1 1 1 1
arctg .

2 2 2 2

dx x x x
I I C

m m m m mx m x mx m
         

 
  

Сонымен 

     3 3 22 4 52 22 2 2 2

1 3 3
arctg .

4 8 8

dx x x x
I C

m m m mx mx m x m
       

 
   

7.1.6 Рационал функцияларды интегралдау. 

Дұрыс рационал бөлшектерді интегралдау үшін оларды төмендегідей 

қарапайым бөлшектерге жіктеу керек:  

 
         

1 2 1 2

2 2
... ...

BQ x A A A B B

P x x a x bx a x a x b x b
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1 1 2 2

22 2 2

1 1 2 2

22 2 2

... ...

... ,

M x N M x N M x N

x px q x px q x px q

R x SR x S R x S

x rx s x rx s x rx s

 


 



  
     

     

 
   

     

 

мұндағы iiiiii SRNMBA ,,,,, – тұрақты сандар. 

iiiiii SRNMBA ,,,,,
 
шамаларының мәндерін анықтау үшін белгісіз 

коэффициенттер әдісін қолданамыз (екі көпмүше тең болуы үшін х-тің бірдей 

дәрежесіндегі коэффициенттердің тең болуы қажетті және жеткілікті).  

Бұрыс рационал бөлшектер үшін алдын ала бүтін бөлігін шығарып 

алуымыз керек. 

7.40 мысал. dx
x

x
 



1

2
2

   интегралын  есептеу керек.  

Шешуі:  интеграл атындағы  өрнек  бөлімінің  екі  нақты  түбірі  бар  

дұрыс  рационал  бөлшек, олай болса:   

  
1 2

2

2 2

1 1 1 1 1

x x A A

x x x x x

 
  

      

 тең  екендігін  аламыз.  Осыдан:  

  
   
  

   1 2

1 2

1 12
; 2 1 1 .

1 1 1 1

A x A xx
x A x A x

x x x x

  
     

   
 

x  айнымалысының  бірдей  дәрежелерінің  алдындағы  коэффициент-

терін  теңестірсек:  























2

3

2

1

2:

1:

2

1

21

0

21

A

A

AAx

AAx

 

Табылған  21, AA   коэффициентін  орнына  қойсақ:   

2

2 1 1 3 1
.

1 2 1 2 1

x

x x x


  

    
Сонда   

   

























  12

3

12

1

12

3

12

1

1

2
2 x

dx

x

dx
dx

xx
dx

x

x

 1 3
ln 1 ln 1 .

2 2
x x C     
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7.41 мысал.   
   

3 2

22

9 30 28 88

2 4 42 4 4

x x x A B Dx E
dx dx

x x xx x x

    
   

      
  . 

Ортақ бөлімге келтіре отырып, алымдарын теңестіреміз: 

         2 2 3 24 4 2 4 2 4 9 30 28 88.A x x B x x Dx E x x x x x              

9

4 2 6 30

4 4 8 6 28

16 8 8 88

A B D

A B D E

A B D E

A B E

  

     


   
    

 ;               

9

30 4 2 54 6 6

2 2 4 3 14

2 11

D A B

E A B A B

A B D E

A B E

  


      


   
   

; 





















3554

50104

4224

9

BA

BA

BAE

BAD

 ;                             





















155

50104

4224

9

B

BA

BAE

BAD

;                   





















2

1

3

5

E

D

B

A

 . 

Сонымен, 

2

2

5 3 2 1
5ln 2 3ln 4 ln 4 arctg .

2 4 4 2 2

dx dx x x
dx x x x C

x x x


         

      

7.42 мысал. 
5 4 3 2

3 2

6 8 25 20 76 7

3 4 17 6

x x x x x
dx

x x x

     
 

   


 

интегралын есептеу 

керек. 

Шешуі:  бөлшек бұрыс болғандықтан, алдын ала бүтін бөлігін шығарып 

аламыз: 

5 4 3 2 3 2

5 4 3 2 2

3 2

3 2

2

6 8 25 20 76 7 3 4 17 6

6 8 34 12 2 3

9 8 76 7

9 12 51 18

20 25 25

x x x x x x x x

x x x x x

x x x

x x x

x x

       

   

  

  

 

 

Сонымен, 
2

2

3 2

20 25 25
2 3

3 4 17 6

x x
x dx

x x x

  
   

   
    

2 2
2 3

3 2 3 2

4 5 5 2 4 5 5
2 3 5 3 5 .

3 4 17 6 3 3 4 17 6

x x x x
x dx dx dx x x dx

x x x x x x
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Алынған бөлшектің бөлімін көбейткіштерге жіктейік. х = 3  болғанда 

бөлшектің бөлімі нөлге айналатындығы көрініп тұр. Сонда 

0

62

62

155

175

25393

361743

2

2

223

23













x

x

xx

xx

xxxx

xxxx

 

Сонымен,  

      3 2 23 4 17 6 3 3 5 2 3 2 3 1 .x x x x x x x x x             

Сонда 

   

24 5 5

3 2 3 1 3 2 3 1

x x A B C

x x x x x x

 
  

     
; 

         22 3 1 3 3 1 3 2 4 5 5A x x B x x C x x x x            . 

Анықталмаған коэффициенттерді табу кезінде жақшаларды ашып, 

ұқсас мүшелерді топтастырып, сосын теңдеулер жүйесін (кейде теңдеулер 

саны өте көп болуы мүмкін) шешпеу үшін кез келген мәндер әдісі деп 

аталатын әдіс қолдануға болады. Бұл әдістің мәні мынада: жоғарыда алынған 

өрнекте х-ке (саны анықталмаған коэффициенттер санына тең) кез келген 

мәндерді біртіндеп береді. Есептеулер оңай болу үшін бұл мәндер ретінде 

бөлшектің бөлімі нөлге айналатын нүктелерді, яғни  3, -2, 1/3 аламыз. Сонда: 



































1
5

3
5

2

1

2135

1640

C

B

A

C

B

A

     .              

Сонымен  

5 4 3 2
3

3 2

6 8 25 20 76 7 2
3 2 3 5

3 4 17 6 3 3 2 3 1

x x x x x dx dx dx
dx x x

x x x x x x

    
     

          

32 5
3 2ln 3 3ln 2 ln 3 1 .

3 3
x x x x x C        
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7.1.7 Иррационал функцияларды интегралдау. 

1.  





 dxxxxR s

r
n

m

,...,,   интегралын қарастырайық. Осы интеграл:  

dtktdxtx kk 1,   

алмастыруын қолдану арқылы рационал функцияның интегралына 

келтіріледі, мұндағы k  саны 
s

r
n

m ,...,   бөлшектерінің ортақ бөліміне тең. 

7.43 мысал. 
    22

2
, 2

111 2

dx dx tdt dt
x t dt

tt tx x x
     


    

2arctg 2arctg .t C x C                   

2.  




































dx

dcx

bax

dcx

bax
xR

s
r

n
m

,...,,  интегралын қарастырайық. Осы 

интеграл 
kt

dcx

bax





 алмастыруын қолдану арқылы рационал функцияның 

интегралына келтіріледі, мұндағы k  саны s
r

n
m ,...,   бөлшектерінің ортақ 

бөліміне тең. 

7.44 мысал.   

 

6

6
12 523

2 1 ,

1
, 32 1 (2 1)

2

x t
dx

t
x dx t dtx x

 

 
   

  

5 2 2
2

4 3

3 1 1 1 3
3 3 3 1 3 3ln 1

1 1 1 2

t dt t dt t
dt t dt t t t C

t t t t t

   
            

    
     

       
1 1 1 1

6 3 6 6

3 6 6

3
2 1 2 1 3 2 1 3ln 2 1 1

2

3
2 1 3 2 1 3ln 2 1 1 .

2

t x x x x C

x x x C

           

         

7.45 мысал.   
   

 

   

2
2

2

2 2

2
2

3 3

2 2
2 2

2 2
;       

1 1

2 1 2 22

1 1

2 2 4 2 6

1 1

x t
t x

x t

t t t tx
dx dx dt

x t

t t t t tdt
dt

t t
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2

2 2 22 2 22

,    
6 16 6,   1 2 11 2 11

u t du dt
tdt t ttdtt dt dv vt tt tt

 

            
 

   2 2

3 2
3 3arctg 2 1 3arctg .

1 1 1

dt t x
t c x x C

t t x


        

  

 

 

7.1.8 Кейбір тригонометриялық функцияларды интегралдау. 

  dxxxR sin,cos  интегралын қарастырайық.  

Интегралдың бұл түрін есептеу үшін  tg
2

x
t    алмастыруы 

қолданылады, мұны универсал алмастыру деп атайды. Бұл арқылы 

 xxR sin,cos  функциясы жаңа t  айнымалысының рационал функциясына 

түрленеді: 

                                           2arctgx t ,       
2

2

1

dt
dx

t



. 

Тригонометриядан белгілі формулалар бойынша: 

                                 
2

2 2 2

2sin cos 2tg
22 2 2sin

1
sin cos 1 tg

2 2 2

x x x
t

x
x x x t

  


 

; 

                          
2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin 1 tg 1
cos

cos sin 1 tg 1

x x x t
x

x x x t

  
  

  
.  

Сондықтан     

  ,
1

2

1

1
,

1

2
sin,cos

22

2

2 
















t

dt

t

t

t

t
RdxxxR  

мұндағы интегралданатын функция t  айнымалысы бойынша рационал 

функция. 

7.46 мысал.   
2

2

2 2

2

1
2 14sin 3cos 5

4 3 5
1 1

dt
dx t

t tx x

t t

 
 

 
 

   

 
22 2 2

1 1
2 .

8 3 3 5 5 4 4 22 tg 2
2

dt dt dt
C C

xt t t t t tt
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Кейбір жағдайларда осындай алмастырулар күрделі есептеулерде 

кездеседі, сондықтан басқа алмастырулар қолдануға болады. Солардың 

кейбіреулерін қарастырайық: 

1)   xdxxR cossin  болса, онда .sin tx   

7.47 мысал.   

 

3
2

3
sin 2 2

sin cos sin .
cos 3 3

x t t
x xdx tdt C x C

xdx dt


     

   

 

2)   xdxxR sincos   болса, онда .cos tx   

7.48 мысал. 
cossin

2 2 cos .
sincos

x txdx dt
t C x C

xdx dtx t


        
    

3)  tgR x dx      болса, онда tg .x t  

7.49 мысал.   
4 2 2 2

2

1
ctg ctg ctg ctg 1

sin
xdx x xdx x

x
        

 

2 2 2

2 2

2 3

2

1
ctg 1 ctg ctg

sin sin

1 1
ctg ctg 1 ctg ctg .

sin 3

dx
x dx x xdx

x x

x d x dx x x x C
x

 
      

 

 
          

 

  

 
 

4)   dxxxR cos,sin  интегралында xx cos,sin  функциялары тек жұп 

дәрежелерімен берілсе, онда tg .x t  

7.50 мысал.   
2

2 2 2
2 2

2 2

tg arctg
1

2cos sin 1
cos sin

1 1

dt
x t x x dx

dx t

x x t
x x

t t

  


 


 
 


 

  

 
22

2

2 2

1 1 tg
arctg arctg .

22 2 2 2 2
1

1 1

dt dt t x
C C

tt
t

t t

     
 

  
  

      

5) sin cosm nx xdx : 

а) m  тақ болса, онда .cos tx   

7.51 мысал.
 

5 6 4 6sin cos sin cos sinx xdx x x xdx       
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7 9 11

2
2 6 6 8 10

2 2 2

cos , sin 2
1 2

7 9 11sin 1 cos 1

x t xdx dt t t t
t t dt t t t dt C

x x t

  
            

   
 

 

7 9 11cos 2cos cos
;

7 9 11

x x x
C    

 

ә)  n  тақ болса, онда .sin tx   

7.52 мысал.  
7 6

4 4 2 2 2

sin , coscos cos cos

sin sin cos 1 sin 1

x t xdx dtxdx x xdx

x x x x t

 
  

   
   

 
3

2 2 4 6
2

4 4 4 2

1 1 3 3
3 3

t t t t dt dt
dt dt dt t dt

t t t t

   
             

3

3

1 3 sin
3sin ;

3sin sin 3

x
x C

x x
       

б) mn,  жұп, теріс емес болса онда 
2

2cos1
cos,

2

2cos1
sin 22 x

x
x

x





   

формулалары қолданылады.  

7.53 мысал.    
2

24 1 cos2 1
sin 1 cos2

2 4

x
xdx dx x dx

 
    

 
    

 2 21 1 1 1
1 2cos2 cos 2 cos2 cos 2

4 4 2 4
x x dx dx xdx xdx          

 1 cos4sin 2 1 sin 2 1
( cos4 )

4 4 4 2 4 4 8

xx x x x
dx dx xdx


           

sin 2 sin 4 3 1 sin 4
sin 2 ;

4 4 8 32 8 4 32

x x x x x x
C x C        

 

в) mn,  жұп, ең болмаса біреуі теріс болса, онда tg x t  немесе  

ctg .x t  

7.54 мысал.   

   
2 2

2 2

6 2 2 2

sin sin 1
tg 1 tg tg tg

cos cos cos cos

x x dx
dx x x d x x t

x x x x
          

   
3 5 3 5

2 2 2 4 tg tg
1 .

3 5 3 5

t t x x
t t dt t t dt C C            

6) Әртүрлі аргументтердің синус және косинустарының көбейтіндісінің 

интегралы берілсе, онда бұл жағдайда төмендегі 3 формуланың біреуін 

қолданамыз: 



131 

 

          

   

   

1
cos cos cos cos

2

sin sin1
;

2

mx nxdx m n x m n x dx

m n x m n x

m n m n

      

  
  

  

 
 

          

   

   

1
sin cos sin sin

2

cos cos1
;

2

mx nxdx m n x m n x dx

m n x m n x

m n m n

      

  
   

  

 
 

          

   

   

1
sin sin cos cos

2

sin sin1
.

2

mx nxdx m n x m n x dx

m n x m n x

m n m n

      

  
  

  

 
 

7.55 мысал.     

1 1 1 1
sin7 sin 2 cos5 cos9 sin5 sin9 .

2 2 10 18
x xdx xdx xdx x x C          

7.1.9 Кейбір иррационалдық функцияларды тригонометриялық  

қойылым көмегімен интегралдау. 

1.   2 2,R x a x dx  интегралы  берілсе, онда   tax sin  немесе  

tax cos
 
 алмастыру  жасау  керек.   

7.56 мысал.      

   
3 3 2 23 3

2 2 2 2 2

sin cos cos

cos cos cos
sin

x a tdx a tdt a tdt dt

dx a xdx a t a t
a x a a t


    


 

     

2 2 22 2 2 2 2

sin
1 sin

tg .
1 sin

cos

x
t

at x
t c с C

a a xa t a a x
t

a



      
 



 

2.
 

 2 2,R x a x dx  интегралы  берілсе, онда  tgx a t  немесе   

ctgx a t
 
 алмастыру  жасау  керек.  

7.57 мысал.       
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2

2 2 2 2 2
2

tg
1 1 1 coscos ln

sin sintg tg
cos

adtx a t
dx dt tt Cadt

a t a tdxx a x a t a a t
t




     
 

    

2 22 2 2 2

2 22 2

sin , tg , 1
1 1

ln ln .

cos

x x at t
a x a ax a x a C C

xa a a x
t

x ax a

  
      




 

3.
 

   dxaxxR 22,  интегралы  берілсе, онда  
t

a
x

cos
  немесе  

t

a
x

sin


 
 алмастыру  жасау  керек.   

7.58 мысал. 
2 2

2 2 2
2

2 2

sin sin

cos cos cos
sinsin cos

coscos cos

a a tdt a tdt
x

dx dtt t t
a ta tdt tx a adx a tt t



    
  

          

2 2

2 2

2 2

cos 1
1 sin

ln ln ln
cos

sin

x x at
at x x axC C C

at ax a
t xx

 
  

       



    

2 2 2 2

1ln ln ln ,x x a a C x x a C        
 

мұндағы
 

.ln1 aCC 
 

7.1.10 Гиперболалық  функцияларды  интегралдау. 

Гиперболалық  функцияларды  интегралдау  үшін  төмендегі  

формулаларды  қолдану  керек: 

2 2ch sh 1;x x                     2 1
sh ch 2 1 ;

2
x x   

 2 1
ch ch 2 1 ;

2
x x 

              

1
sh ch sh 2 .

2
x x x

 

1 sh chxdx x C 
    

1
sh chkx b dx kx b C

k
   

 
2 ch shxdx x C      

1
ch shkx b dx kx b C

k
   

 
3 

2
th

ch

dx
x C

x
    

 2

1
th

ch

dx
kx b C

kx b k
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4 
2

cth
sh

dx
x C

x
     

 2

1 1
cth

sh

dx
kx b C

kx b k
   


 

 

7.59 мысал.    2 1 1 1
ch ch2 1 sh 2 .

2 4 2
xdx x dx x x С     

 

7.60 мысал.    2 1 1 1
sh ch 2 1 sh 2 .

2 4 2
xdx x dx x x С     

 

7.61 мысал.       3 2 2 31
sh sh ch 1 ch ch ch .

3
xdx xd chx x d x x x С         

Жаттығулар 

Төмендегі  анықталмаған  интегралдарды  есептеу керек. 

1.   . 1sin22

  dxxx
   

               Жауабы:
 

3

 2cos C.
3

x
x x     

2.   2 1 2 1 .x x dx                          Жауабы:
 

4 3
2 C.

2 3

x x
x x     

3.  
3

  3 2 .t dt                           Жауабы:
 

41
(3 2) C.

12
t    

4.  1 2  .x dx                                Жауабы:
 

3(1 2 )
C.

3

x


 
5.  .

3n

dx
dx

x 
                                 Жауабы:

 

1( 3) C.
1

nn
n

x
n

 


 
6.  .   ax

dx
                                       Жауабы:

 
ln C.x a 

 
7.  .   bxa

dx
                                    Жауабы:

 

1
ln C.a bx

b
 

 
 8.  . 

34


 x

dx
                                  Жауабы:

 

2
4 3 C.

3
x  

 
9.  

     
. 

4

3

3

4

1

2

2

1
234 
























dx

xxxx
        

Жауабы:
    

3 2

1 1 4
3ln 4 C.

33 2 1
x

xx x
     

 

 



134 

 

10.  
   

. 
74

1

32

1
96 

















dx

xx
        

Жауабы:
       

5 8

1 1
C.

10 2 3 56 4 7x x
  

 

  11.  23

2

2a
3 .

( 5)4

b
c x dx

xx

 
  

 


 Жауабы:
 

539
4 4 C.

5 5

b
a x c x

x
    



 
12. .

102


dx
x

dx
                             Жауабы:

 

2ln 10 C.x x    

 
13.

 

.
10 2


dx

x

dx
                             Жауабы:

 
arcsin C.

10

x


 
14.  .

53 2 x

dx
                                  Жауабы:

 

1 3
arctg C.

515
x

 
  

 

 
15.  .

87 2 x

dx
                                 Жауабы:

 

1 7 2 2
ln C.

4 14 7 2 2

x

x




  

16. .
102 x

dx
                                   Жауабы:

 

1
arctg C.

10 10

x 
 

 
 

17. .
102 x

dx
                                   Жауабы:

 

1 10
ln C.

2 10 10

x

x





 

18.  .
12

4

 x

dxx
                               Жауабы:

 

3

arctg C.
3

x
x x  

 
19.  

4 5
.

2 x

dx
                                    Жауабы:

 

4 52
C .

4 ln 2

x 

 

 20.   .
x x

a ae e dx
 

 
 
                      Жауабы:

 
C.

x x

a aa e e
 

  
 

 

21.  3 .x xe dx                               Жауабы:
 

 C.
3ln1

3




 xx e
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22.  2 3 5 .x dx

                                 Жауабы:   
2 35

C.
3ln5

x

 

 
23.  2 (2tg 3сtg ) .x x dx               Жауабы:

 
4tg 9ctg C.x x x  

 

24.   tg(1 6 ) .x dx                        Жауабы:
 

1
ln сos(1 6 ) C.

6
x   

25.  
3

(sin cos ) .
2 2

x x
dx

      
  Жауабы:

 

2 3
cos 2 sin C.

3 2 2

x x
  

 
26.   сtg(5 7) .x dx                   Жауабы:

 

1
ln sin(5 7) C.

5
x  

 
27.  

 2
 .  

cos 1

dx

x                       Жауабы:
 

tg(1 ) C.x  

 
28.  

2 (сos5 sin5 ) .x x dx         Жауабы:
 

1
cos10 C.

10
x x 

 
29.  

 2
  .

sin 2 3

dx

x                     Жауабы:
 

1
ctg(2 3 ) C.

3
x  

 
30.  (ctg tg5 ) .

5

x
x dx                Жауабы:

1
5ln sin ln cos5 C.

5 5

x
x 

 
31.  (сh3 sh4 )  .x x dx          

   Жауабы:
 

1 1
sh3 ch 4 C.

3 4
x x

 
  

 

 32.  
2

2

1 1
 .

ch 2
sh

3

dx
xx

 
 

 
 
 

         Жауабы:
 

1
th 2 3cth C.

2 3

x
x  

 33.  
2tg 5 .xdx                               Жауабы:

 

1
tg5 C. 

5
x x 

 

34.  
2ctg 2 .xdx                             Жауабы:

 

1
ctg2 C. 

2
x x  

 

35.  
2th xdx                                 Жауабы:

 
th C. x x 

 

36.  2cth xdx                                Жауабы:
 

cth C. x x 

 

Төмендегі  интегралдарды  айнымалыны ауыстыру әдісімен есептеу 

керек. 
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37.  
2

3
   .

2 5

x dx

x                  Жауабы:
 

21
 ln 2 5  C .
6

x  

 
38.  

4
   .

9

xdx

x                                Жауабы:
 

2

2

1 3
 ln  C .
12 3

x

x






 
39.  

4
   .

9

xdx

x                                  Жауабы:
 

21
 arctg  C .
6

x 

 
40.

 

2 3  5 .x x dx                           Жауабы:
 

 
3

32
5 C .

9
x    

41.
 

 
10

  2 5 .x x dx                      Жауабы:
 

   
12 11

2 5 5 2 5
C .

48 44

x x 
 

 42.  
23

2
 .

6 5

xdx

x
                               Жауабы:

 

233 6 5
C .

10

x


 43.  
2 2

  .
arcsin 1

dx

x x 
            Жауабы:

 

1
 C .

arcsin x
 

 
44.  

 2
   .

1 arctg

dx

x x 
                Жауабы:

 
 ln arctg  C .x 

 
45.  

2 3
   .

sin (ctg 1)

dx

x x                Жауабы:
 

2

1
  C .
2(ctg 1)x




 
46.  

cos
 .

x
dx

x
                              Жауабы:

 
2sin C .x 

 
47.  2 3sin( 5)  .x x dx                 Жауабы:

 

31
cos( 5) C .

3
x  

 
48.  

2 2
 .

cos

xdx

x                              Жауабы:
 

21
tg( ) C .

2
x 

 
49.  

tg
 .

x
dx

x
                              Жауабы:

 
2ln cos C .x 

 
50.  3 45  .x x dx                     Жауабы:

 
 

3
41

5  C .
6

x  

 
51.  

3
 .

ln

dx

x x                                  Жауабы:
 

2

1
 C .

2ln x
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52.  
3 1 ln

 .
x dx

x


                        Жауабы:

 

43
3

(1 ln )  C .
4

x 

 
53.  

2
 .

1

x

x

e
dx

e
                          Жауабы:

 
 arcsin  C .xe 

 
54.  

2

arcsin
 .

1

x x
dx

x




     Жауабы:

 

2 21
(arcsin ) 1  C .

2
x x   

 
55.  

2

arcctg
  .

1

x x
dx

x



  Жауабы: 2 21 1
 ln(1 ) (arctg )  C .
2 2

x x  

 
56.  

 
3 2

 .
arcsin 1

dx

x x
                   Жауабы:

  
2

1
C .

2 arcsin x
 

 57.
 

3

23

sin
.

xdx

x
                                 Жауабы:

 

33cos C .x   

58.  
ln

 .
xdx

x                          Жауабы:
 
lnln C .x

 
59.   

4 3

t

t

e dt

e                                   Жауабы:
 

1
 ln 4 3  C .

3

te  

 
60.   

2 21  .x xx e dx                   Жауабы:
 

2 21
 C .

2

x xe  

 61.   .
4

x

x

e dx

e 
               Жауабы:

 

 2 4 C .xe  

 62.  

1

2
.

xe
dx

x
                               Жауабы:

 

1

C .xe 

 
63.  5 .x dx

x
                               Жауабы:

 

2
5 C .

ln5

x 

 
64.  

2
 .

1

x

x

a dx

a
                            Жауабы:

 

1
 arctg( ) C .
ln

xa
x



 
65.  

2
 .

1

bx

bx

e dx

e




                        Жауабы:

 

1 1
- ln  C .

2 1

bx

bx

e

b e










 
66.  

2
 .

1

x

x

e dx

e
                      Жауабы:

 
 arcsin C .xe 
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67.  
1 ln

.
x

dx
x


                          Жауабы:

 

2 (1 ln )
C .

3

x


 
68.  .

1x

dx

e                                Жауабы:
 
sin2 cos2 C .x x 

  

 Құрамында квадраттық үшмүшесі бар қарапайым интегралдарды 

есептеу керек. 

69. .
2562  xx

dx
                          Жауабы:

 

1 3
arctg C.

4 4

x  
 

 
 

70. .
652  xx

dx
                          Жауабы:

 

3
ln C.

2

x

x






 
71. 

2
.

4 4

dx

x x                            Жауабы:
 

1
C.

2x
 



 
72. .

29102  xx

dx
                        Жауабы:

 

1 5
arctg C.

2 2

x  
 

 
 

73. .
1282  xx

dx
                       Жауабы:

 

1 2
ln C.

4 6

x

x






 
74. 

2
.

6 9

dx

x x                          Жауабы:
 

1
C.

3x
 



 
75. 

2
.

4 12 25

dx

x x                 Жауабы:
 

1 2 3
arctg C .

8 4

x 


 
76. 

2
.

3 8 3

dx

x x                    Жауабы:
 

1 3
 ln  C .
10 1-3

x

x




 

77. 
2

.
9 36 61

dx

x x                       Жауабы:
 

1 3 6
arctg C.

15 5

x  
 

 

 
78. 

2
.

2 5 2

dx

x x                      Жауабы:
 

1 2 1
 ln  C .
3 2

x

x




  

79. .
432 2

 xx

dx
                       Жауабы:

 

1 8 3
arcsin C .

2 41

x 
  

80. 
 

2

3 2
.

5 3 2

x dx

x x



         
Жауабы:

 

23 11 10 3
ln 5 3 2 arctg C.

10 5 31 31

x
x x
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81. 
2

.
7 13

xdx

x x           
Жауабы:

 

21 7 2 7
ln 7 13 arctg C.

2 3 3

x
x x


     

82. 
 

2

2

1
.

3 4

x dx

x x



   
         Жауабы:

 

25 9 2 3
ln 3 4 arctg C.

2 7 7

x
x x x


      

83. . 
25124

 
2

 xx

dx

     
Жауабы:

 
C. 2512432ln

2

1
 2  xxx

 
84. 

2
.

3 5

dx

x x
        Жауабы:

 

21
ln 6 5 36 60 C.

3
x x x     

85. 
 

2

3
.

3 4 4

x dx

x x



 
     Жауабы:

 

21 7 2 1
3 4 4 arcsin C.

4 4 2

x
x x


      

86. 
 

2

2 4
.

1

x dx

x x



 
            Жауабы:

 

2 2 1
2 1 9arcsin C.

5

x
x x


      

87. 
2

.
5 2 1

xdx

x x 
    

Жауабы:
 

2 21 1 1
5 2 1 ln 5 5 2 1 C.

5 5 5 5
x x x x x       

 

88. 
 

2

3
.

4 4 3

x dx

x x



 
  

Жауабы:
 

2 21 5
4 4 3 ln 2 1 4 4 3 C.

4 4
x x x x x         

Бөліктеп интегралдау формуласын қолдану арқылы берілген 

интегралдарды табу керек. 

89. .axxe dx                        Жауабы:
 

2

1
C .axx

e
a a

 
  

   

90. cos .x bxdx                   Жауабы:
 

2

1
sin cos C .

x
bx bx

b b
   

91. sin .x bxdx                     Жауабы:
 

2

1
cos sin C.

x
bx bx

b b
    

92. 2 .axx e dx                     Жауабы:
 

2

2 3

2 2
C.axx x

e
a a a
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93. ln .xdx                               Жауабы:
 
 ln 1 C .x x    

94.  xdxalog                           Жауабы:
 

 ln 1 C .
ln

x
x

a
   

95. log .п

ax xdx                    Жауабы:
 

1 log
log C.

1 1

n

a
a

x e
x

n n


 

  
  

 

96. 
2ln .xdx                            Жауабы:

 

2ln 2 ln 2 C.x x x x x    

97. 
ln

.
x

dx
x

                              Жауабы:
 
2 ln 4 C .x x x   

98. arctg .x xdx                        Жауабы:
 

2 1
arctg C .

2 2

x x
x


   

99. 
2

.
sin

x
dx

x                  Жауабы:
 

ctg ln sin C .x x x    

100. arctg .xdx              Жауабы:
 
( 1)arctg C.x x x    

101. 
2 cos .x bxdx        Жауабы:

 

2

3 2

2 2
sin cos C.

x x
bx bx

b b b

 
   

 
 

102. 
2 sin .x bxdx         

Жауабы:
2

3 2

2 2
cos sin C.

x x
bx bx

b b b

 
    
 

 

103. 
2 .x A dx    Жауабы:

 

2 2ln C.
2 2

x A
x A x x A    

 
 

104. arcsin .xdx         Жауабы:
 

2arcsin 1 C .x x x    

105. arcsin .
x

dx
a        Жауабы:

 

2 2arcsin C .
x

x a x
a
    

106. arctg .
x

dx
a       Жауабы:

 

2 2arctg ln C .
2

x a
x x a

a
    

107. arcsin .x xdx    Жауабы:
 

2 21 1
arcsin C.

2 4 4

x x x
x

  
   

 
 

108. 
arcsin

.
x

dx
x

         Жауабы:
 

arcsin 2 1 C .x x x    
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109. cos .axe bxdx        Жауабы:  2 2
cos sin C.

axe
a bx b bx

a b
 

  

110. 
2( ) .axx px q e dx      

 Жауабы:
 

2

2 2 3

2 2
C .axx p q p

x e
a a a a a a

  
       
  

 

111. 
2( )cos .x px q bxdx       

Жауабы:
 

2

3 2

2 2
sin cos C.

x px q x p
bx bx

b b b b

  
    

 
 

112. 
2( )sin .x px q bxdx       

Жауабы:
 

2

3 2

2 2
cos sin C.

x px q x p
bx bx

b b b b

  
     
 

 

Берілген рационал функцияларды интегралдау керек.  

113. 
 
   

22 41 91
.

1 3 4

x x dx

x x x

 

                   
Жауабы:

 

C.
)3(

)4()1(
ln

7

54






x

xx

 

114. 
 

  

2 1
.

1 2

x dx

x x



                          
  Жауабы:

 

 
C.

1

2
ln

3






x

x

 

115. 
 

   

2 2 6
.

1 2 4

x x dx

x x x

 

                   
Жауабы:

  

C.
)2(

)4()1(
ln

7

53






x

xx

 

116. 
 2

.
1

dx

x x 
                          

Жауабы:
 

C.
1

ln
2


x

x

 

117. 
2

2

5 9
.

5 6

x x
dx

x x

 

                       
  Жауабы:

  

C.
2

3
ln3 






x

x
x

 

118. 
 

 
2

3 2
.

1

x dx

x x




                         

Жауабы:
 

C.
1

ln2
)1(2

34
2









x

x

x

x

 

119. 
   

.
42

22

2




dx
xx

x

        
Жауабы:

 

C.
2

4
ln2

86

125
2












x

x

xx

x
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120. 
   

2

3

1
.

1 3

x
dx

x x



 
     

Жауабы:
    

C.
3

1
ln

32

5

18

3

14

1
2













x

x

xx  

121. 
3

.
1

dx

x              
Жауабы:

 

 
2

2

11 1 2 1
ln arctg C.

6 1 3 3

x x

x x

 
 

   

122. 
  

4

2
.

1 2

x dx

x x 
        

Жауабы:
  

C.2ln
3

16

)1(

1
ln

6

1
2

42 3

2





 x

x

x
x

x

 

123. 
  

2

2

2 3 3
.

1 2 5

x x
dx

x x x

 

  
   

Жауабы:
 

 
3

2 22 5 1 1
ln arctg C.

1 2 2

x x x

x

  
 

  

124. 

3

4 2

6
.

6 8

x
dx

x x



            

Жауабы:
 

2

2

4 3 3
ln arctg arctg C.

2 2 2 22

x x x

x


  

  

125. 
3

4

1
.

81

x x
dx

x

 

          

Жауабы:
 

 231 29 2 1
ln 3 ln 3 ln 9 arctg C.

108 108 9 54 3

x
x x x      

 

126. 
  2 2

1
.

1 9

x
dx

x x



 
          

Жауабы: 
 

2

2

1 1 1 1
ln arctg arctg C.

16 9 8 24 3

x x
x

x


  

  

127. 
 

3

2
2

1
.

2

x x
dx

x

 


          

Жауабы:
   

 2

2

2 1 1
ln 2 arctg C.

24 2 4 2 2

x x
x

x
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Берілген иррационал функцияларды интегралдау керек.  

132. .
6 4

33




dx
x

xx
             Жауабы:

 
C.

13

2

27

2 12 134 9  xx

 
128. .

4



dx

x

x
                Жауабы:

 

C.
24

24
ln242 






x

x
x

 
129.

 
.

2 1

dx

x x 
              Жауабы:

 

 C.
112

112
ln 





x

x

 130. .
3 

dx
bax

x
    

Жауабы:
 

    C.52
10

3
3 23 5

2






  baxbbax

a

 

131. .
1

1
 


dx

x

x
x    

Жауабы:
 

  C.1ln
2

1
12

2

1 22  xxxx

 
133. .

3

32
 


dx

x

x

 

Жауабы:
 

C.2
3

7

6

7
ln

32

11
673 22  xxxxx

 
134. .

1

2
36

3





dx

xxx

x

 

Жауабы:
 

C.1ln9664
2

3

5

6 6633 26 5  xxxxxx

 

Берілген тригонометриялық функцияларды интегралдау керек.  

135.

 

  .
5 3cos

dx

x                       Жауабы:
 

1
arctg 2tg С.

2 2

x 
 

 
 

136.

 

.  
5 3cos

dx

x                     Жауабы:
1

  arctg tg С.
2 2

x 
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137.

 

 .
sin

dx

x           Жауабы:

 

1 cos
ln C.

sin

x

x


  

138.

 

  .
cos

dx

x   Жауабы:

 

1 sin
ln C.

cos

x

x




 

139. .
4 5sin

dx

x                           Жауабы: 
tg 2

1 2ln C.
3

2 tg 1
2

x

x






 

140. 
sin

.
1 sin

x
dx

x
                  Жауабы: 

2
C.

1 tg
2

x
x
 



 

141. 
cos

.
1 cos

x
dx

x
                    Жауабы: tg C.

2

x
x    

142. .
cos 2sin 3

dx

x x               Жауабы: arctg 1 tg C.
2

x 
  

 
 

143. .
3 5sin 3cos

dx

x x          Жауабы: 
1

ln 5tg 3 C.
5 2

x
   

144. 
2

.
1 3cos

dx

x
                             Жауабы:  

1 tg
arctg C .

2 2

x 
 

 
   

145. 
2 2

.
3sin 5cos

dx

x x              Жауабы: 
3 tg1

arctg C .
15 5

x 
  

 

 

146. 
2

.
sin 5sin cos

dx

x x x          Жауабы:  
1 tg 5

ln C .
5 tg

x

x


  

147. 
 

3

sin
.

1 cos

xdx

x
                     Жауабы: 

 
2

1
C .

2 1 cos x
 


 

148. 
3sin .xdx                        Жауабы: 31

cos cos C .
3

x x   

149. 
5sin .xdx                   Жауабы: 3 52 1

cos cos cos C.
3 5

x x x     

150. 
3

43

sin
.

cos

xdx

x
                     Жауабы: 

5 1
3 3

3
cos 3cos C.

5
x x
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151. 4 5sin cos .x xdx        Жауабы: 5 7 91 2 1
sin sin sin C.

5 7 9
x x x    

152. 
3 4sin cos .x xdx       Жауабы:  5 71 1

cos cos C.
5 7

x x    

153. 
3

4

cos
.

sin

x
dx

x                             Жауабы:  
3

1 1
C.

sin 3sinx x
   

154. 3tg .xdx                                Жауабы:  
2tg

ln cos C.
2

x
x   

155. 
3ctg .xdx                             Жауабы:  

2ctg
ln sin C.

2

x
x    

156. 
4tg .xdx                                   Жауабы:  

3tg
tg C.

3

x
x x    

157. 
2tg .xdx                                Жауабы:  tg C.x x   

158. 
2ctg .xdx                         Жауабы:  ctg C.x x    

159. 2sin .xdx                        Жауабы:  
sin 2

C.
2 4

x x
   

160. 
2cos .xdx                      Жауабы:  

sin 2
C.

2 4

x x
   

161. 
4cos .xdx                       Жауабы:  

3 sin 2 sin 4
C.

8 4 32

x x x
    

162. 
2

4

cos
.

sin

x
dx

x                      Жауабы:  31
ctg С.

3
x   

163. 
4

.
sin

dx

x                           Жауабы:  
3ctg

ctg С.
3

x
x    

164. 
6

.
cos

dx

x                          Жауабы:  3 52 1
tg tg tg С.

3 5
x x x    

165. sin3 cos5 .x xdx             Жауабы:  
cos8 cos2

С.
16 4

x x
     

166. sin sin3 .x xdx              Жауабы:  
sin 4 sin 2

С.
8 4

x x
  

 

167. cos4 cos7 .x xdx                   Жауабы:  
sin11 sin3

С.
22 6

x x
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Тригонометриялық  қойылым көмегімен иррационалдық функцияларды 

интегралдау керек.
  

168. 

 
3/2

2 2
.

dx

a x
                       Жауабы:  

2 2 2
C.

x

a a x



   

 

169. 
3 2

.
1

dx

x x 
                    Жауабы:  

2

2

1 1 1
arccos +C.

2 2

x

x x


   

 

170. 
2 2 .a x dx                  Жауабы:  

2
2 2 arcsin C.

2 2

x a x
a x

a
     

 

171. 
2 2

.
a x

dx
x


                 Жауабы:  

2 2ln C.
2

a a x
a x

a x


  


   

172. 
2

2
.

9

x
dx

x
              Жауабы:  2 29

9 ln 9 C.
2 2

x
x x x        

Берілген гиперболалық функцияларды интегралдау керек.  

173 
3ch .xdx                             Жауабы: 

21
sh sh С.

3
x x   

174.
4ch .xdx                               Жауабы:  

3 sh 2 sh 4
С.

8 4 32

x x x
    

175.
3th .xdx                                 Жауабы:   

2tg
ln ch С.

2

x
x    

176.
3cth .xdx                               Жауабы:   

3cth
cth С.

3

x
x x    

177. 
sh

.
ch

x
dx

x
                      Жауабы: 2 ch С.x   

178. 
4sh ch .x xdx                    Жауабы: 

5sh
С.

5

x
  

179. 
2

th
.

ch

x
dx

x                           Жауабы:    

2th
С.

2

x
  

180. 2 2
.

sh ch

dx

x x                     Жауабы:   2cth2 С.x   



147 

 

7.2 Анықталған интеграл 

 

7.2.1 Анықталған интегралдың анықтамасы мен қасиеттері. 

 ba;  аралығында  анықталған  xf  функциясы берілсін.  ba;  аралығын 

кез келген жолмен n облыстарға бөлейік:  

.... 1210 bxxxxxa nn    

Әрбір   nixx ii  ..., ,1  ,;1   аралықтан кез келген бір nii  ..., ,1  ,   

нүктеден таңдап алып, осы нүктелердегі функциядың мәндерін сәйкес 

,1 iii xxx    ..., ,1 ni   мәндеріне көбейтіп қосайық:  

 



n

i

ii xfS
1

  

Осы қосынды  xf  функцияның  ba;  аралығында интегралдық 

қосындысы деп аталады. 

Егер интегралдық қосындының max 0ix   шегі бар және ол шек  ba;  

аралығын  n жай облыстарға қалай бөлгенімізге де, әрбір жай облыстан i  

нүктелерін қалай алғанымызға да байланысты болмаса, одна осы шек  xf  

функциясының  ba;  аралығында анықталған интегралы деп аталады және 

түрінде белгілейді: 

  ,)(lim
1

0max






n

i

ii
x

b

a

xfdxxf
i

  

мұндағы a  –төменгі, b  –жоғарғы шегі, x  – айнымалы шама,  ba; –

интегралдау аралығы. 

Егер  xf  функциясы  ba;  аралығында үзіліссіз болса, онда осы 

аралықта интегралданады. 

Анықталған интегралдың қасиеттері: 

1) Анықталған интеграл  xf функциясының түріне және интегралдың 

шектеріне байланысты болады, бірақ интегралдау айнымалысына 

байланысты болмайды. Сондықтан оны әртүрлі әріппен белгілеуге болады, 

яғни: 

      ....  

b

a

b

a

b

a

dzzfdttfdxxf  

2) Функциялардың алгебралық қосындысының анықталған интегралы 

олардың анықталған интегралдарының алгебралық қосындысына тең болады, 

яғни: 
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        1 2 1 2 .

b b b

a a a

f x f x dx f x dx f x dx      

3) Тұрақты көбейткішті интеграл таңбасының алдына шығаруға болады, 

яғни: 

    .

b b

a a

Af x dx A f x dx   

4) Егер   ba; сегментінде    ,xxf   теңсіздігі орындалса, онда:  

    .

b b

a a

f x dx x dx   

Салдар.  Егер  ;a b сегментінде   0xf  теңсіздігі орындалса, онда:  

  0.

b

a

f x dx   

5) Егер   ba; -де      Mxfт     болса, онда:  

     .
b

a

m b a f x dx M b a     

6)  Егер  xf  функциясы  ba; сегментінде үзіліссіз болса, онда:    

     fabdxxf

b

a

  

теңдігі орындалатындай осы аралықтан  ең болмаса бір   нүктесі табылады. 

7)  Егер ba  ,  онда   0.

а

a

f x dx      

8)       .

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     

9)      .

b a

a b

f x dx f x dx    
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7.2.2 Анықталған интегралды есептеу. Ньютон – Лейбниц   

формуласы. 

Егер  xf
 
функциясы  ba,

 
аралығында үзіліссіз болса, онда:  

 ( )

x

a

Ф t f t dt    

функциясы   xf
 
функциясының  алғашқы функциясы болады, яғни:

 

   xfxФ 
    

 , .x a b 
 

Егер
 

 xF
 

функциясы   xf
 

функциясының  алғашқы функциясы 

болса, онда:    

    C.

x

a

f t dt F x   

С - мәнін анықтау үшін осы теңдікке ax 
  
мәнін қоямыз, сонда:    

     C ; 0 C,

a

a

f t dt F a F a     

осыдан   C .F a    Сондықтан :    

     .aFxFdttf

x

a

  

Егер bx  деп алсақ, онда    Ньютон – Лейбниц  формуласын аламыз: 

     .
b

a

f t dt F b F a   

Егер        b

aF b F a F x 
 
белгілеуін енгізсек, онда: 

 

       .
b

b

a
a

f x dx F x F b F a    

7.62 мысал.  .
5

4
48

5

)1(

5

3

5

55
3

1

53

1

4 







x

dxx    

7.63 мысал.  
4

4
2

6
6

3
tg tg tg 1 .

cos 4 6 3

dx
x

x
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7.2.3 Анықталған интегралда айнымалыны  алмастыру. 

Егер   xf

 

функциясы  bxa   аралығында үзіліссіз және  t  

функциясы   өзінің   t  туындысымен   t  аралығында үзіліссіз, 

мұнда  a  
   

және

  
 ,b  

   

сонымен қатар    f t  функциясы  

bxa   аралығында анықталған және үзіліссіз болса, онда: 

       .
b

a

f x dx f t t dt





     

 7.64 мысал.    

2 21
2 2 2

0
0 0

sin cos

1 0 0 1 sin cos cos

1
2

x t dx t dt

x dx x t t tdt t dt

x t

 



 

        

 

   

2 2

0 0

1 1 1 1
(1 cos2 ) sin 2 sin .

2 2 2 4 4 4
t dt t t

 

 


 
       

 
  

7.65 мысал.   Егер  )(xf    жұп  функция  болса, онда:     

dxxfdxxf
aa

a

)(2)(
0


  

теңдігін  дәлелдеу  керек. 

Дәлелдеу.  

0

0

( ) ( ) ( ) ;
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
 

      

   
0 0

0

( ) ( ) ( ) .

0 0

a

a a

x t dx dt

f x dx x a t a f t dt f t f t f t dt

x t


   

            

 

 

Осыдан  

.)(2)()()(
00

0

dxxfdxxfdxxfdxxf
aa

a

a

a
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7.66 мысал.   Егер  )(xf    тақ  функция  болса, онда:     

0)( 


dxxf
a

a  

теңдігін  дәлелдеу  керек. 

Дәлелдеу.  

0

0

( ) ( ) ( ) ;
a a

a a

f x dx f x dx f x dx
 

      

   
0 0

0

( ) ( ) ( )

0 0

a

a a

x t dx dt

f x dx x a t a f t dt f t f t f t dt

x t


   

             

 

 

Осыдан   

.0)()()()()(
000

0




dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf
aaa

a

a

a
 

7.2.4 Бөліктеп   интегралдау формуласы. 

Егер  xuu   және  xvv   функциялары және олардың туындылары 

 ba,  кесіндісінде үзіліссіз болса, онда анықталған интеграл үшін бөліктеп 

интегралдау формуласы тура болады: 

.

b b
b

a

a a

udv uv vdu  
 

7.67 мысал.       

00

0 0

;

sin sin ; cos cos cos sin .

cos

x u dx du

x xdx xdx dv x x xdx x

x v

 
   

 

        

 

   

 

7.68 мысал.    

2 2 2

2 1

1 1 1

ln ;
1

ln ln ln
2 2 2 2

;
2

e e e
e

dx
x u du

x x dx ex
x xdx x e xdx

xx
xdx dv v

 

     

 
     

2 2 2 2 2

1

1 1
.

2 4 2 4 4 4

e

e x e e e 
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7.2.5 Меншіксіз интегралдар. 

Ақырсыз шегі бар интеграл. Егер lim ( )

b

b
a

f x dx
     шегі бар болса, онда осы 

шекті  xf  функциясының  ,a  интервалындағы меншіксіз интегралы дейді 

және оны былай белгілейді: 

    





b

a
b

a

dxxfdxxf .lim  

Бұл жағдайда меншіксіз  интегралын жинақты, қарсы жағдайда 

жинақсыз дейді. Осы сияқты: 

   lim ;

b b

a
a

f x dx f x dx




   

     









c

c

dxxfdxxfdxxf  

интегралдарын да меншіксіз интегралдар дейді. 

7.69 мысал.       

2 2 3

3 3

lim limarctg lim arctg ) arctg 3) .
1 1 2 3 6

b
b

b b b

dx dx
x b

x x

  


  
      

    

Сонымен, интеграл жинақты. 

7.70 мысал.     

 .)1lnlnlimlnlimlim
1 1

1 





b

b

b

bb
bx

x

dx

x

dx

 

 Сонымен, интеграл жинақсыз.  

7.71 мысал.        

0 0

2 2 2 2
0

lim
4 29 4 29 4 29 4 29a a

dx dx dx dx

x x x x x x x x

 

 

       
         

   

0

2 22
0 0

0

0

lim lim lim
4 29 2 25 2 25

1 2 1 2 1 2 2
lim arctg lim arctg lim arctg arctg

5 5 5 5 5 5 5

b b

b a ba

b

a b a
a

dx dx dx

x x x x

x x a

  

  

      
     

   
     

 

 

1 2 2 1 2 1 2
lim arctg arctg arctg arctg .

5 5 5 5 5 2 5 2 5 5b

b   
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Сонымен, интеграл жинақты.  

Үзілісті функцияның интегралы. cx   нүктесінде үзілісті болатын 

 xf  функциясының  
c

a

f x dx  интегралы былай анықталады:   

   
0

lim .

c b

b c
a a

f x dx f x dx
 

   

Егер осы шек бар болса, онда меншіксіз  интегралын жинақты, қарсы 

жағдайда жинақсыз дейді. 

Осы сияқты: 

   
0

lim ;

b b

a c
c a

f x dx f x dx
 

   

      

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf ,  

мұндағы ,bca   интегралдарында меншіксіз интегралдар дейді. 

7.72 мысал.   

   
8 8

8
3 3

2 23 30 0 0
0

 lim lim 3 3 lim 2 6.
a a aa

a

dx dx
x a

x x  
       

Сонымен, интеграл жинақты. 

7.73 мысал.     

11 0 1 1

2 2 2 2 20 0 0 0
11 1 0 1

1 1
lim lim lim lim

bb

b a b a
aa

dx dx dx dx dx

x x x x x x x   
  

   
              

   
    

 

0 0

1 1
lim(1 ) lim( 1) .
b ab a 

    

 

Сонымен, интеграл жинақсыз. 

7.2.6 Жазық фигураның ауданы. 

Тік бұрышты координатадағы аудан:  

1) Егер үзіліссіз қисығы  тік бұрышты координатада  xfy   
теңдеуімен берілсе,  xfy   қисығымен   0,   ,   y x a x b    түзулерімен  

шектелген «қисық сызықты» трапециясының ауданы: 

 
b

a

dxxfS  
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формуласымен есептеледі.  

7.74 мысал.    
24 xxy   қисығымен және абсцисса өсімен шектелген 

фигура ауданын есептеу керек. 

Шешуі: қисықтың абсцисса өсін қиятын нүктелерін табамыз. Ол үшін 

04 2  xx  теңдеуін шешеміз. 0, 4.x x     

Ендеше  

  

b

a

x
xdxxxdxxfS

4

0

4

0

3
22 .

3

32

3

64
32)

3
2()4()(  

7.75 мысал.    
2

2

1
xy   қисығымен және  3,1,0  xxy  түзулерімен  

шектелген фигура ауданын есептеу керек. 

Шешуі: 

  

b

a

x
dxxdxxfS

3

1

3

1

3
2 .

3

1
4

6

1

6

27

62

1
)(  

2)  xfy 1  және  xfy 2  қисықтарымен (    xfxf 12  ) және  

bxax  ,  түзулерімен шектелген жазық фигураның ауданы:   

     

b

a

dxxfxfS 12  

 формуласымен есептеледі. 

7.76 мысал. 8;3  yxy  сызықтарымен және ординат өсімен шектелген 

фигура ауданын табу керек.  

Шешуі: берілген сызықтардың қиылысу нүктесін табамыз:  

.2
8

;3









x

y

xy

 

Берілген фигура сол жағынан ордината өсімен шектелгендіктен, төменгі 

шек 0x  болады. Сонымен формула бойынша: 

22 4
3

2 1

00

( ( ) ( )) (8 ) 16 4 12.(8 )
4

b

a

x
S f x f x dx x dx x           

7.77 мысал. 2;1;; 2  xxxyxy  сызықтарымен шектелген  

фигураның ауданын табу керек. 

Шешуі: 
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22 3 2
2

2 1

1 1

8 4 1 1 5
( ( ) ( )) ( ) .

3 2 3 2 3 2 6

b

a

x x
S f x f x dx x x dx

 
           
 
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.1 сурет 

Параметрлік түрде берілген    ,   ,x t y t    мұндағы 

    ,,, bat   қисықпен шектелген жазық фигураның ауданы    

   S t t dt





    

формуласымен есептеледі. 

7.78 мысал.     








tby

tax

sin

cos
 эллипсінің ауданын табу керек.  

Шешуі: эллипстің симметриялығын пайдаланып, оның ширегінің 

ауданын есептеп, қорытындыны төртке көбейту жеткілікті. Осында  x
 айнымалысы 0 ден     a ға дейін өзгереді. Олай болса t  

 

айнымалысы  


2


ден 0-ге дейін өзгереді. 

  

 

   
0 2

2

0

2

2
2

00

4 sin ( sin ) 4 sin

sin 2
2 (1 cos2 ) 2 .

2

b

a

S t t dt b t a t dt ab tdt

t
ab t dt ab t ab





 

 



    

 
     

 

  



 

7.79 мысал.   ОХ өсімен шектелген )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax

 

циклоидасының ауданын табу керек.  

Шешуі: x  айнымалысы 0-ден a2  ға дейін өзгереді. Олай болса t  

    айнымалысы 0-ден 2 ге дейін өзгереді: 

  

Y 

 

1 

 

2 

 

X 
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2

0

(1 cos ) (1 cos )

b

a

S t t dt a t a t dt



      
 

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0 0 0

(1 cos ) 2 cos cos ,a t dt a dt tdt tdt

    
     

 
   

 

мұнда   




 
2

0

2

0

2

2

0

2

0

)2cos1(
2

1
cos,0cos,2 dtttdttdtdt

 

Сонымен  .3)2( 22 aaS  

 Полярлық координатадағы аудан. Егер үзіліссіз қисығы  тік бұрышты 

координатада  r f   теңдеуімен берілсе,  r f   қисығымен (доғасымен)   

1 2,    
 

полярлық  сәулелермен шектелген   «қисық сызықты» 

сектордың ауданы   

  21

2
S f d





  
 

формуласымен есептеледі.  

7.80 мысал.    )cos1(  ar  кардиоида қисығымен шектелген 

ауданды табу керек.  

Шешуі: қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ауданның 

жартысын есептеп, шыққан нәтижені екі есе еселейміз: 

 2 2 2 2 2

0 0

1 1
2 (1 cos ) (1 2cos cos )

2 2
S f d a d a d

  



               
     

2 2

00 0

0

2 2

1 1 1
2sin (1 cos2 ) ( ( sin 2 ) )

2 2 2

3
( ) .

2 2

a d a

a a


        


 

 
        

 

  



 

7.81 мысал.   сos2r a   лемниската қисығымен шектелген ауданды 

табу керек.  

Шешуі: қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ауданның 

ширегін есептеп, шыққан нәтижені төрт есе еселейміз: 

 

 
4 4

2 2 2 2

00

1 1 sin 2
4 cos2 2 .

2 2 2
S f d a d a a
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7.2.7 Қисық доғасының ұзындығы. 

Тік бұрышты координатадағы доғаның ұзындығы.  Жазықтықта 

 xfy   теңдеуімен өрнектелген АВ доғасының ұзындығы мына формуламен 

есепетеледі: 

 
2

1 ,

b

a

L f x dx      

мұндағы  bxa  . 

7.82 мысал.   
222 Ryx   теңдеуімен берілген шеңбердің ұзындығын 

табу керек. 

Шешуі: шеңбердің симметриялылығын ескеріп, берілген ауданның 

ширегін есептеп, шыққан нәтижені төрт есе еселейміз.  

Шеңбердің теңдеуі      
22 xRy   , осыдан   

22 xR

x
y




. 

Сонда:   

2

2 2 2 2
0 0 0

4 1 4 4 arcsin 2 .

RR R
x R х

L dx dx R R
R x RR x

      
 

   

7.83 мысал.  0x ден  1x ге дейінгі аралықтағы  
3 2 ( 0)x y y   

теңдеуімен берілген қисықтың   доғасының ұзындығын табу керек. 

Шешуі:         
3xy   , осыдан    .

2

3 x
y   

Сонда:   

 

1
3 31 2 2

0
0

9 4 2 9 8 13 8 8 13
1 1 13 1 .

4 9 3 4 27 4 27 27 8

x
L dx x

     
             

     
  

7.84 мысал. 
3

2

3

2

3

2

ayx   астроидасының ұзындығын табу керек.  

 

Шешуі: астроиданың теңдеуін дифференциалдаймыз:  

.0
1

0
3

2

3

2

3

1

3

1

3

1

3

1
3

1

3

1

x

y
y

y

y

x

yyx 





 

Қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ұзындықтың ширегін 

есептеп,  шыққан нәтижені төрт есе еселейміз: 
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2 1 2
1 1 23 3 3
3 3 3

2 1

0 03 3

0

1 3 3
1 .

24 2 2

3

а

a a
y a x

L dx dx a a a a

x x

      
 

Сонымен  .6aL      

Жазықтықта параметрлік түрде берілген    , ,x t y t   мұндағы 

,  t  АВ доғасының ұзындығы мына формуламен есептеледі: 

   
2 2

.L t t dt





           

Кеңістікте параметрлік түрде берілген      tztytx   ,,  

мұндағы ,  t  АВ доғасының ұзындығы мына формуламен есептеледі: 

     
2 2 2

.L t t t dt





                  

7.85 мысал. )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax
 циклоиданың бір аркасының 

ұзындығын табу керек.  

Шешуі: taytax sin);cos1(  .  

Сондықтан:  

    
2

2 2 2 2 2 2

0

(1 cos ) sinL t t dt a t a tdt

 



                           

  

2 2 2

2 2

0 0 0

1 2cos cos sin 2 1 cos 2 sin
2

t
a t t tdt a tdt a dt

  

              

  

2

0

4 cos 4 (cos cos0) 8 .     
2

t
a a a



                

7.86 мысал. 
5

5

cos
(0 )

2sin

x t
t

y t

 
 


 теңдеуімен берілген қисықтың   

доғасының ұзындығын табу керек. 

Шешуі:   ttyttx cossin5;cossin5 44  . 

Сондықтан:  
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2

2 2 2 8 8 2

0

25sin cos 25sin cosL t t dt t t t tdt






                   

2 2 2
6 6 2 2

0 0 0

5 1 3 5
5 sin cos sin cos sin 2 cos 2 1 3cos 2 (cos2 )

2 4 4 8
t t t tdt t tdt td t

  

          

 
2

2 2

0

5 3 1 5 ln(2- 3)
cos2 1 3cos 2 ln 3cos2 1 3cos 2 2 .     

2 2 88 3 3
t t t t



   
          

   

 

Полярлық координатадағы доғаның ұзындығы.  Жазықтықта АВ 

қисығы  fr   теңдеуімен берілсе, мұндағы ,     онда АВ доғасының 

ұзындығы мына формуламен есептеледі: 

   
2 2

.L r r d





           

7.87 мысал. 3sin (0 3 )
3

r a


 
 

   
 

 теңдеуімен берілген қисықтың   

доғасының ұзындығын табу керек. 

Шешуі:   2sin cos
3 3

r a
    

     
   

.  

Сондықтан:  

   
3

2 2 2 6 2 4 2

0

sin sin cos
3 3 3

L r r d a a d

 



  
   

     
                

     
   

3 3

2

0 0

2 3
sin (1 cos ) .

3 2 3 2

a a
a d d

 
  

 
   

      
   

   

7.88 мысал.  )20()cos1(   ar  теңдеуімен берілген 

қисықтың   доғасының ұзындығын табу керек. 

Шешуі:  қисықтың симметриялылығын ескеріп, берілген ұзындықтың  

жартысын есептеп,  шыққан нәтижені екі есе еселейміз. 

sinar  . 

Сондықтан: 

   
2 2 2 2 2 2

0

2 (1 cos ) sinL r r d a a d

 



                   

00 0

2 2 2cos 4 cos 8 sin 8 .
2 2

a d a d a a
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7.2.8 Дененің көлемі. 

Қимасының ауданы бойынша дененің көлемі. Егер дененің 

 )(xSS OX өсіне перпендикуляр болатын параллель қимасының ауданы 

болса, онда дененің көлемі мына формуламен есептеледі: 

 
b

a

dxxSV ,  

мұндағы .bxa         

7.89 мысал. 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x

   
эллипсоидының көлемін табу керек. 

Шешуі:  эллипсоидтың  OYZ  жазықтығына параллель  жүргізілген 

қималар  эллипс болады ( OX
 
өсіне перпендикуляр). Оның теңдеуі: 

2 2 2

2 2 2
1 ;

x y z

a b c
     

2 2

2 2
2 2

2 2

1.

1 1

y z

x x
b c

a a

 
   

    
      

 

Эллипстің жарты өстері   .1,1
2

2

12

2

1
a

x
cc

a

x
bb 

 
Эллипстің ауданы   11)( cbxS  ге тең (7.78 мысалды қараңыз). 

Осыдан     .1
2

2











a

x
bcxS    Енді эллипсоидтың көлемін табамыз: 

2 3

2 2

4
( ) 1 .

3 3

a
b a

a a a

x x
V S x dx bc dx bc x abc

a a
  

 

   
        

   
 

 

Айналу денесінің көлемі. )(xfy   қисығы және bxaxy  ,,0  

түзулерімен  шектелген қисық сызықты трапециясын OX
 

өсімен және 

OY өсімен айналдырғанда пайда болған денелердің көлемі сәйкес 

   2 2 ;

b b

x

a a

V y x dx f x dx         

       2 2

b b

y

a a

V xy x dx x f x dx   
 

 формулаларымен есептеледі, мұндағы .bxa      

7.90 мысал. )0(sin  xxy   синусоидасы және OX  өсімен 

шектелген фигураны  а)   OX  өсі  бойынша,  б)  OY   өсі  бойынша  

айналдырғанда     пайда болған денелердің көлемін табу керек.                                                      
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Шешуі:    

 
2

2 2

0 0 0

1 cos2 sin 2
sin ;

2 2 2 2

b

x

a

x x
V y x dx xdx dx x

 
 

  
  

      
 

  
 

    .2sincos2sin22 2

0

0






  xxxxdxxdxxxyV

b

a

y

 

7.2.9 Айналу денесінің бетінің ауданы. 

( ) ( )y f x a x b    қисығының доғасын OX өсімен айналдырғанда 

пайда болған дененің бетінің ауданы:  

     

b

a

x dxxfxfS
2

12    

формулаларымен есептеледі.    

7.91 мысал.  22 39 xxy     қисығының  OX  өсі  бойынша  

айналдырғанда     пайда болған денелердің бетінің ауданын табу керек.                                    

Шешуі:    

0 3;x       
1 1 3 1

3 ; ;
3 3 6 2

x x
y x x f x x

x x

 
       

 
2

2 (1 ) 1
1 1 ;

4 2

x x
f x dx dx dx

x x

 
       

      




3

0

2
.3

2

1

3

3
212  dx

x

x
x

x
dxxfxfS

b

a

x

 

7.92 мысал. )20(
)cos1(

)sin(









t

tay

ttax

 қисығының  OX  өсі  

бойынша  айналдырғанда     пайда болған денелердің бетінің ауданын табу 

керек.                                                      

Шешуі:  

 1 cos , sin ;x a t y a t     

       
2 2 2 22 2 21 1 cos sin

2 sin ;
2

f x dx x t y t dt x a t a tdt

t
a dt
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2

2

0

2 2
2 3

0

2 1 2 1 cos 2 sin
2

16
sin .

2 3

b

x

a

t
S f x f x dx a t a dt

t a
a dt





 




      

 

 


 

7.2.10 Анықталған интегралдың механикада қолдануы. 

Ауырлық орталығы. )()( bxaxfy        теңдеуімен берілген 

))(,( afaA  мен ))(,( bfbB
 
нүктелерін қосатын AB  доғасының  ауырлық  

орталығының координаталары:    

 

 

2

2

1

;

1

b

a
c b

a

x f x dx

x

f x dx

   


   





       

 

 

2

2

( ) 1

;

1

b

a
c b

a

f x f x dx

x

f x dx

   


   





 
 

  формулаларымен есептеледі.      

)(xfy   қисығы және bxaxy  ,,0  түзулерімен  шектелген 

«қисық сызықты» трапециясының ауырлық  орталығының координаталары:    

 

 

 

;

b

a
c b

a

x f x dx

x

f x dx






       

 

 

2

b

a
c b

a

f x dx

y

f x dx





 

формулаларымен есептеледі.     

7.93 мысал. 0,222  yayx    жарты шеңберінің ауырлық  

орталығының координаталарын   табу керек.                                                      

Шешуі:          

 2 2

2 2
; ;

x
y a x f x

a x
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b a a

a a a
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a
f x f x dx a x dx a dx
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,0cx
  себебі жарты шеңбер  OY  өсіне қарағанда имметриялы.

 
7.94 мысал. axy     параболасы және ax    түзyімен шектелген 

фигураның ауырлық  орталығының координаталарын   табу керек.                                                      
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Шешуі:        
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Инерция моменті. )()( bxaxfy   теңдеуімен берілген 

)(,( afaA  мен )(,( bfbB
 
нүктелерін қосатын AB  доғасының  OX өсі және 

OY өсіне қарағанда инерция моменті:   

 
22 1 ;

b

x

a

I y f x dx                

b

a

y dxxfxI
22 1

 

 формулаларымен есептеледі.     

)(xfy   қисығы және bxaxy  ,,0  түзулерімен  шектелген 

«қисық сызықты» трапециясының  OX  және OY өстеріне қарағанда инерция 

моменті:       

    31
;

3

b

x

a

I f x dx           
b

a

y dxxfxI 2

 

формулаларымен есептеледі.  

7.95 мысал. 

3

3

cos
0

2sin

x a t
t

y a t

 
 


  астроида доғасының    ,OX OY  

өстеріне қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек.                                                      

Шешуі:      

2 23 sin cos , 3 sin cos ;x a t t y a t t     

     
2 2 2

1 3 sin cos ;f x dx t t dt a t t dt                  

 
32

22 2 6 3 8 2

0
0

3 3
1 sin 3 sin cos sin .

8 8

b

x

a

a
I y f x dx a t a t tdt a t





       
 

Осылай     
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.
8

3 3a
I y   

7.96 мысал. 0,22  yxay   сызықтарымен  шектелген  фигураның  

OX  өсіне  қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек. 

Шешуі:     

     
3

3 2 2 6 4 2 2 4 61 1 1
3 3

3 3 3

b b b

x

a a a

I f x dx a x dx a a x a x x dx           

7
6 4 3 2 5 71 3 1 32

.
3 5 7 105

a

a

a
a x a x a x x



 
     

   

Жаттығулар. 

Берілген  интегралдарды  есептеу  керек. 

1.    
2

2
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2.    

1
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3.    
2

0

sin .xdx



                                    Жауабы:  .1  

4.    
1

2
0

.
1

dx

x



                                     Жауабы:  .
4


 

5.    

2
2

20

.
1

dx

x



                                       Жауабы:  .

4


 

6.    
3

0

tg .xdx



                        Жауабы:  .2ln  

7.    
1

.
e dx

x
                                               Жауабы:  .1  

8.    
2

2

0

cos .xdx



                          Жауабы:  .
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1

2
0

.
1

dx

x



                                    Жауабы:  .2ln  
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10.  
1

2
2

.
dx
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8

3
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2

3

1
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1
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12.    
1

2
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.
3 2
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x x


 
                           Жауабы:  .
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9
ln  
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5 4
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x x
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sin .xdx
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ln
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x x
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18.    
31

8
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.
1

x
dx
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16


 

   Көрсетілген айнымалыны ауыстыруды қолданып, берілген  

интегралдарды  есептеу  керек.
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1

0
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1

dx

x



    
2 .x t                   Жауабы:  .3ln24   

20.  

2
29 3

2
3 3

( 2)
;

( 2) 3

x
dx

x




 
    32 .x t       Жауабы:  .

2
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21. 
2

2

0

sin cos ;x dx



      cos .x t           Жауабы:  .
3

1
 

22. 
0

;
3 2cos

dx

x






    tg .
2

x
t    Жауабы:  .
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1
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2 4

xdx

x



      2 4 .x t            Жауабы:  .

2

23
 



166 

 

24. 
5

1

1
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x
dx

x


     1 .x t                Жауабы:  2(2 arctg2).  

25. 
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dx

x x



       

1
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t
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6 5sin sin
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4
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Бөліктеп   интегралдау формуласының көмегімен берілген  

интегралдарды  есептеу  керек. 
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2
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sin .xe xdx
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Берілген  меншіксіз  интегралдарды  есептеу  керек. 

31.    
1
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dx
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2

1
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dx
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33.    
1
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p
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Жауабы:  
p1
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(жинақты), егер ;1p   жинақсыз, егер .1p  
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dx
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                                             Жауабы:  жинақсыз. 

35.    
2
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dx
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                                             Жауабы:  1  (жинақты). 
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0

cos , ( 0).axe bxdx a


                  Жауабы:  .
22 ba
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0

sin , ( 0).axe bxdx a


               Жауабы:  .
22 ba
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Берілген  сызықтармен  шектелген  фигураның  ауданын  табу  керек. 

49.    
2 9 ; 3 .y x y x                     Жауабы: 0,5.  
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50.    2; 0.y x y                    Жауабы:  .
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51.    2 22 ; 2 .y px py x               Жауабы:  .
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52.    3 ; 2 ; .y x y x y x             Жауабы:  1,5.  

53.    3 ; 1; 8.y x y x                    Жауабы:  4,25.  
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y x y x
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y y

x a
 


               Жауабы:  .2a  
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; 4 .

3 3
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4
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62.    cos2 .r a                Жауабы:  .
4

2a
 

63.    cos3 .r a                   Жауабы:  .
4


 

64.    cos4 .r a                      Жауабы:  .
4



 

Берілген  қисықтардың  доғасының  ұзындығын  табу  керек. 
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x
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66.    
2 3y x    (0;0)  нүктесінен   (4;8)  нүктесіне дейін.          

Жауабы:  .)11010(
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     Жауабы:  .5  
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Жауабы:  .
1 2
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Берілген  сызықтармен  шектелген  фигураны  OX  (OY )  өсімен  

айналдырғанда  пайда  болған  дененің  көлемін  табу керек. 
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a
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y    OY  өсі  бойынша.      Жауабы:  .
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76. 
2 3

,
2 8

x x
y y    OX  өсі  бойынша.       Жауабы:  .
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4
 

77. 2 2 ,y px x a  OY  өсі  бойынша.     Жауабы: 2.pa   

78.   
2 ( 0);y ax x a    OYOX ,  өстері  бойынша.   
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,
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79. 2 3, 0, 3y x y x    OYOX ,  өстері  бойынша.   
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    OYOX ,  өстері  бойынша.   
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83. )cos1(  ar полярлық өсі бойынша.   Жауабы:  .
3
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84. 2cosr    полярлық  өсі  бойынша.     Жауабы:  .
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4 3a
 

Берілген  қисықтың  доғасын  OX  өсімен  айналдырғанда  пайда  

болған  беттің   ауданын    табу керек. 
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2
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 yx
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a

x
  эллипстің  ширегінің  ауырлық  

орталығын   табу  керек.                  

Жауабы:  .
3

4
;

3

4



b
y

a
x cc   

92. 0,164 2  yxy   сызықтарымен  шектелген  фигураның  ауырлық   

орталығын  табу  керек.               

Жауабы:  .6,1;0  cc yx  

93. )0(0,sin  xyxy     шектелген  фигураның ауырлық   
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Жауабы:  .
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94. yxxy 20,20 22    параболаларымен  шектелген  фигураның  

ауырлық   орталығын  табу  керек.                 

Жауабы:  .9;9  cc yx  
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   циклоида  доғасының  ауырлық   
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 астроида доғасының )

2
0(


 t  ауырлық   орталығын  

табу  керек.                                           
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98. 2 2 , 0y a x y     сызықтарымен  шектелген  фигураның OY  өсіне  

қарағандағы   инерция  моментін    табу  керек. 
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2 22 7 33 ( 9) ( )( 3);

егер 3 18 21 33 (9 9) 18 36 2;

егер 0 33 9 3 3 9 33 18 33 15 5;

егер 3 18 21 33 18 18 6

18 6 18 6 6 36 30 72 18 72 4.

x x A x Bx D x

x A A A

x A D D A D

x A B D

B A D B B

      

         

           

       

        

 

Сонымен: 

2

2 2 2 2

2 7 33 4 5 4
2 2ln 3 5

( 3)( 9) 3 9 9 9

x x dx x xdx dx
dx dx x

x x x x x x

  
        

           

2
2 5 9 5

2ln 3 2ln 9 arctg C 2ln arctg C.
3 3 3 3 3

x x x
x x

x


         


 

4. Анықталған  интегралды есептеңіз: 
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 а)

 

4
4

2
6

6

3
tg tg tg 1

cos 4 6 3

dx
x
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       ; 

ә)

 

0 0

0 0

;

sin sin ; cos cos cos sin ;

cos

x u dx du

x xdx xdx dv x x xdx x

x v

 
 

  

 

        

 

 

 

 

 

88 8 8 8
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2 2 2 6
66 6 6

7 7
б) 7 100 arcsin

10 10100 100 100

7 8 6 7
100 64 100 36 arcsin arcsin 2 arcsin0.8 arcsin0.6 .

10 10 10 10

x xdx dx x
dx x

x x x


      

  

 
          

 

  

   

 
5. Көрсетілген айнымалыны ауыстыруды қолданып, интегралды 

есептеңіз: 

2 21
2 2 2

0
0 0

sin cos

1 0 0 1 sin cos cos

1
2

x t dx tdt

x dx x t t tdt t dt

x t

 



 

        

 

   

2 2

0 0

1 1 1 1
(1 cos2 ) sin 2 sin .

2 2 2 4 4 4
t dt t t

 

 


 
       

 


 

6. 5; 16y x y   сызықтарымен және ордината осімен шектелген фигура 

ауданын табу керек.  

Шешуі: Берілген сызықтардың қиылысу нүктесін табамыз.  

5

2.
16

y x
x

y

 
 

  

Берілген фигура сол жағынан ордината осімен шектелгендіктен, төменгі 

шек 0x  болады. Сонымен формула бойынша: 

22 6
5

2 1

0 0

64 64
( ( ) ( )) (16 ) (16 ) 32 .

6 6 3

b

a

x
S f x f x dx x dx x         

 

7. Меншіксіз интегралды есептеңіз: 
  

2 2 0

0 0

lim limarctg( 1) lim arctg( 1) arctg1 .
2 2 ( 1) 1 4

b
b

b b b

dx dx
x b

x x x




  
      

    
 

Интеграл жинақты.
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Бақылау сұрақтары. 

1. Анықталмаған интегралдың анықтамасы. 

2. Анықталмаған интегралдың қасиеттері. 

3. Негізгі элементар функциялардың интегралдарының кестесі. 

4. Анықталмаған интегралда айнымалыны алмастыру. 

5. Анықталмаған интегралда бөліктеп интегралдау әдісі. 

6. Қарапайым бөлшектерді интегралдау. 

7. Рационал бөлшектерді интегралдау. 

8. Иррационал бөлшектерді интегралдау. 

9. Тригонометриялық функцияларды интегралдау. 

10. Тригонометриялық  қойылым. 

11. Анықталған интегралдың анықтамасы, негізгі қасиеттері. 

12. Анықталған интегралды есептеу. Ньютон-Лейбниц формуласы. 

13. Меншіксіз интегралдар. 

14. Анықталған интегралда айнымалыларды алмастыру. 

15. Анықталған интегралда бөліктеп интегралдау әдісі. 

16. Жазық фигураның ауданын анықталған интегралдың көмегімен 

есептеу. 

17. Жазық фигураның ұзындығын анықталған интегралдың көмегімен 

есептеу. 

18. Қисық доғаның ауданын анықталған интегралдың көмегімен 

есептеу. 

19. Дененің көлемін анықталған интегралдың көмегімен есептеу. 

20.  Анықталған интегралдың механикада қолданылуы. 
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