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№1 есептеу-сызба жұмысы. Векторлық және сызықтық алгебра 

 

Теориялық сұрақтар.  

1. Анықтауыштар, олардың қасиеттері және есептелуі. 

2. Матрица, олардың қасиеттері және оларға амалдар қолдану. 

3. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін шешу тәсілдері (Крамер 

әдісі, матрицалық әдіс, Гаусс әдісі). 

4. Кронекер-Капелли теоремасы. Фундаментальдық шешімдер жүйесі. 

5. Біртекті сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесі. 

6. Векторлар және оларға сызықтық амалдар қолдану. Базис. 

Векторлардың сызықтық тәуелділігі. Коллинеар, компланар және ортогональ  

векторлар. 

7. Векторлардың скаляр, векторлық және аралас көбейтіндісі, олардың 

қасиеттері.  

8. Векторлар арасындағы бұрыш. 

 

 

Тапсырмалар. 

1-тапсырма. Үшінші ретті анықтауыш берілген.  

а) ija элементінің ijM минорын, ijA  алгебралық толықтауышын табыңыз; 

ә) анықтауышты i -ші бағанның  элементтеріне жіктеңіз және есептеңіз; 

б) анықтауышты қандай да бір қатардың (бағанның) элементтерін нөлге 

айналдыру арқылы есептеңіз; 

в) анықтауышты үшбұрыштар (яғни Сарриус) ережесі бойынша 

есептеңіз. 

1.1

2,3,

705

513

274





ji

 

1.2 

3,1,

112

564

321







ji  

1.3 

3,2,

211

182

231





ji  

1.4 

1,1,

812

278

543









ji  

1.5 

3,1,

524

513

121





ji  

1.6 

3,2,

111

351

142









ji  

1.7 

1,2,

843

301

321

 ji  

1.8 

1,3,

123

421

513







ji  

1.9 

2,2,

376

231

253









ji  
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1.10 

2,3,

441

241

312

 ji  

1.11 

3,1,

343

914

132





ji  

1.12 

2,3,

325

223

405





ji  

1.13 

3,3,

454

271

512







ji  

1.14 

3,2,

922

813

465







ji  

1.15 

1,3,

514

172

322





ji  

1.16 

2,2,

413

531

274







ji  

1.17 

2,1,

123

053

352





ji  

1.18 

3,2,

231

426

243





ji  

1.19 

1,3,

053

412

149





ji  

1.20 

3,1,

832

174

1106







ji  

1.21

1,1,

231

132

1132





 ji  

1.22 

1,2,

072

541

243





ji  

1.23 

3,2,

1213

791

940





 ji  

1.24 

2,1,

629

3110

129





ji  

1.25 

1,3,

311

270

531





ji  

1.26 

2,1,

114

472

628

 ji  

1.27 

2,3,

1112

404

215









ji  

1.28 

1,3,

147

820

224







ji  

1.29 

1,2,

107

929

337

 ji  

1.30 

3,1,

226

117

0132

 ji  
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2-тапсырма. CBA ,,   матрицалары берілген. Табу керек: 

а) BABCAB ,,  матрицаларынын, егер олар бар болса. Егер бұл 

көбейтінділер болмаса, неліктен жоқ екендігін түсіндіріңіз; 

ә) осы матрицалардың рангтерін; 

б) A  матрицаға кері 1A  матрицасын. Нәтижені тексеріңіз. 

2.1 































































16

35
,

01

73

15

22

,

414

322

129

CBA  

2.2 








 
































1432

10110
,

14

91
,

131

221

0112

CBA  

2.3 

 1017,

90

55

13

,

823

041

117











































 CBA  

2.4 

 







































31

62

19

,415,

322

811

465

CBA  

2.5 





















































1

8

9

,
310

286
,

133

123

176

CBA  

2.6 








 






































415

292
,

2

4

7

,

312

1141

222

CBA  

2.7 








 














































74

23
,

22

10

24

38

,

122

823

214

CBA  

2.8 















































18111

9402
,

93

35
,

120

1184

113

CBA  
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2.9 

 083,

31

25

76

,

513

234

028











































 CBA  

2.10 

 































 



83

169

42

,7015,

101

412

3110

CBA  

2.11 



















































4

5

0

,
763

852
,

617

421

1114

CBA  

2.12 





















































533

2102
,

16

1

9

,

011

1118

147

CBA  

2.13 





















































11

46
,

41

11

95

32

,

223

025

371

CBA  

2.14 

















































1223

010115
,

64

133
,

443

122

427

CBA  

2.15 

 517,

53

20

84

,

102

753

616







































 CBA  

2.16 

 











































91

65

23

,407,

814

631

514

CBA  

2.17 
























 




















5

3

4

501

814
,

624

758

760

BA  
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2.18 



















































552

031
,

1

12

1

,

136

1310

901

CBA  

2.19 





















































25

42
,

82

10

34

21

,

312

540

3110

CBA  

2.20 















































121097

1133
,

28

14
,

081

214

139

CBA  

2.21 

 173,

26

43

52

15

,

125

374

112
















































 CBA  

2.22 

 











































42

14

32

,126,

114

210

853

CBA  

2.23 



















































4

2

3

,
362

144
,

341

024

135

BA  

2.24 





















































034

312
,

3

2

2

,

153

213

444

CBA  

2.25 








 




















 
















 


14

33
,

20

13

25

74

,

643

511

222

CBA  

2.26 



















 





















1514

5322
,

73

25
,

431

105

713

CBA  
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2.27 

 407,

31

06

13

,

413

122

118



































 CBA  

2.28 

 











































41

11

26

,273,

612

224

011

CBA  

2.29 





















































3

5

2

,
612

414
,

243

213

544

CBA  

2.30 















































211

106
,

4

3

2

,

171

224

120

CBA  

 

3-тапсырма. Теңдеулер жүйесі берілген:  

а) жүйені Крамер әдісімен шешіңіз; 

ә) жүйені матрицалық әдіспен шешіңіз. 

б) жүйені Гаусс әдісімен шешіңіз. 

3.1   















22

02

12

zyx

zyx

zx

 3.2   















7

13

36

xzy

yzx

zyx

 3.3   















872

1353

42

zyx

zyx

zyx

 

3.4   















5997

1637

28942

zyx

zyx

zyx

 3.5   















105

163

52

zy

zx

yx

 3.6   















756

1732

36

zx

zx

zyx

 

3.7 















3651110

15235

15327

zyx

zyx

zyx

 3.8   















435

4224

22

zyx

zyx

zyx

 3.9   















105

163

52

zy

zx

yx

 

3.10  















1625

16732

62

zyx

yyx

zyx

 3.11  















434

545

232

zyx

zyx

zyx

 3.12  















23

122

1

zyx

zyx

zyx
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3.13  















12

225

143

zx

yx

zyx

 3.14  















244

422

12

zyx

zyx

zyx

 3.15  















92

82

72

zyx

zyx

zyx

 

3.16  















232

723

332

zyx

zyx

zyx

 3.17  















3224

122

224

zyx

yx

zx

 3.18















123

032

432

zyx

zyx

zyx

 

3.19  















3524

12

123

zyx

yx

zx

 3.20  















1533

22

153

zyx

yx

zx

 3.21 















924

8653

43

zyx

zyx

zyx

 

3.22  















152

32

253

zx

yx

zx

 3.23  















132

032

423

zyx

zyx

zyx

 3.24  















9423

62

12243

zyx

zyx

zyx

 

3.25  















2244

112

822

zyx

zyx

zyx

 3.26  















123

12

3524

zx

yx

zyx

 3.27  















132

12732

5523

zyx

zyx

zyx

 

3.28















153

22

1533

zx

yx

zyx

 3.29  















955

2743

5232

zyx

zyx

zyx

 3.30  















1942

1125

93

zyx

zyx

zyx

 

 

4-тапсырма.   Біртекті сызықты теңдеулер жүйесін шешу керек. 

4.1 а) 
7 5 0

6 0

x y

x y

 


 
,                                    )b

2 18 0

9 0

x y

x y

  

  

 

4.2 a)
3 4 0

6 0

x y

x y

  

  

,                                  )b
3 0

6 2 0

x y

x y

  


 
 

4.3 a)  
7 0

3 0

x y

x y

 


 
,                                    )b

7 0

2 14 0

x y

x y

  


 
 

4.4 a)  
2 0

3 0

x y

x y

  


 
,                                  )b

3 0

6 2 0

x y

x y

 


 
 

4.5 a) 
2 5 0

7 4 0

x y

x y

 

  

,                                )b
2 3 0

8 12 0

x y

x y
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4.6  a) 
2 0

6 5 0

x y

x y

  


 
,                                 )b

2 0

3 6 0

x y

x y

  


 
 

4.7  a) 
5 0

3 0

x y

x y

 


 
,                                   )b

2 0

8 4 0

x y

x y

 


 
 

4.8  a) 
5 8 0

0

x y

x y

 

  

,                                 )b
3 4 0

6 8 0

x y

x y

  

  

 

4.9  a) 
0

3 0

x y

x y

 


 
,                                   )b

3 0

3 9 0

x y

x y

  

  

 

4.10 a) 
4 0

2 3 0

x y

x y

 


 
,                                 )b

5 2 0

10 4 0

x y

x y

  

  

 

4.11 a) 
5 0

2 0

x y

x y

 


 
,                                   )b

8 0

16 0

x y

x y

 


 
 

4.12 a) 
9 0

2 5 0

x y

x y

 


 
,                                 )b

9 2 0

18 4 0

x y

x y

 


 
 

4.13 a) 
5 0

7 2 0

x y

x y

 


 
,                                )b

2 7 0

4 14 0

x y

x y

 


 
 

4.14 a)  
3 0

2 3 0

x y

x y

 


 
,                               )b

3 0

6 0

x y

x y

 


 
 

4.15 a)  
8 0

5 3 0

x y

x y

 


 
,                               )b

2 5 0

4 10 0

x y

x y

 


 
 

4.16 a) 
8 3 0

5 0

x y

x y

 

  

,                                )b  
5 0

5 0

x y

x y

 

  

 

4.17 a)  
2 0

9 0

x y

x y

  


 
,                                )b

2 0

4 8 0

x y

x y

 

  

 

4.18 a)  
2 3 0

4 0

x y

x y

 

  

,                                )b
0

0

x y

x y

  


 
 

4.19 a)  
8 0

6 0

x y

x y

 


 
,                                   )b

2 0

8 4 0

x y

x y

 

  

 

4.20 a) 
3 8 0

6 0

x y

x y

  


 
,                                )b

2 0

3 6 0

x y

x y
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4.21 a) 
7 0

2 0

x y

x y

  


 
,                                   )b

0

3 3 0

x y

x y

 


 
 

4.22 a) 
9 0

5 0

x y

x y

  

  

,                                   )b
3 4 0

6 8 0

x y

x y

  

  

 

4.23 a) 
3 0

7 0

x y

x y

 


 
,                                     )b

5 3 0

10 6 0

x y

x y

 


 
 

4.24 a) 
2 0

6 0

x y

x y

 


 
,                                     )b

0

4 4 0

x y

x y

  

  

 

4.25 a) 
5 0

3 0

x y

x y

 


 
,                                     )b

6 0

12 2 0

x y

x y

 


 
 

4.26 a) 
8 3 0

2 0

x y

x y

 


 
,                                   )b

2 0

6 3 0

x y

x y

  


 
 

4.27 a) 
5 2 0

4 3 0

x y

x y

 


 
,                                   )b

5 0

3 15 0

x y

x y

 


 
 

4.28 a) 
9 2 0

2 0

x y

x y

 


 
,                                   )b

3 5 0

6 10 0

x y

x y

 


 
 

4.29 a) 
5 0

3 0

x y

x y

 


 
,                                     )b

3 0

6 0

x y

x y

 


 
 

4.30 a) 
6 0

3 0

x y

x y

 

  

,                                   )b
2 9 0

4 18 0

x y

x y

 


 
 

 

5-тапсырма. Біртекті сызықты теңдеулер жүйесін шешу керек. 

Нормаланған іргелі шешімдер жүйесін табу керек. 

5.1 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 0

2 3 5 6 2 0

4 2 8 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.2 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 2 0

2 4 5 6 2 0

2 6 4 4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.3 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 7 2 3 0

3 8 6 2 0

5 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.4 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 0

3 6 2 0

4 2 6 8 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x
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5.5 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 9 3 0

5 3 2 0

2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.6 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 4 0

3 2 2 0

4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.7 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 0

2 6 2 0

2 3 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.8 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 4 0

3 2 0

2 4 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.9 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 0

4 6 2 0

5 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.10 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 3 0

3 7 2 0

2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.11 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2 0

3 5 6 2 0

4 2 6 2 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.12 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 5 2 0

3 6 2 0

4 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.13 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 3 0

3 2 4 0

2 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.14 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 3 0

5 3 2 0

2 8 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.15 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 9 0

7 5 2 0

3 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.16 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 2 0

2 3 4 2 0

3 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.17 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 7 8 0

7 6 0

4 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.18 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 3 0

2 3 5 2 0

9 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.19 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

9 2 0

2 3 5 2 0

2 8 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.20 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 2 0

2 5 2 0

3 2 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.21 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 8 0

3 2 0

3 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.22 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 3 0

2 3 2 2 0

7 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x
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5.23 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 0

2 6 2 0

5 2 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.24 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 0

2 3 2 0

5 2 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.25 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0

2 3 2 0

2 9 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.26 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 0

2 3 6 2 0

6 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.27 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 3 0

2 3 2 0

3 5 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.28 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 0

3 6 2 0

2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

5.29 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 5 0

2 5 2 0

9 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 5.30 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0

2 7 5 0

4 2 2 4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

6-тапсырма. CBA ,,  нүктелері және 


b  мен 


c  векторлары берілген. Табу 

керек: 

а) 


 ABa , ABкесіндісінің ортасын; 

ә) 


 ba   скаляр көбейтіндісін;   

б) 



 cb  векторлық көбейтіндісін, ABCS ;  

в) 










 cba  аралас көбейтіндісін, 



cba ,, векторларынан құрылған 

пирамиданың көлемін. 

 

6.1    

   1,9,3,8,5,2

,0,5,4,3,1,6





cb

BA
 

6.2    

   6,3,6,8,3,6

,7,7,9,7,6,4





cb

BA
 

6.3    

   9,3,2,3,4,4

,2,6,1,8,4,7





cb

BA
 

6.4    

   1,4,5,4,2,7

,2,3,7,9,8,9





cb

BA
 

6.5    

   3,5,4,7,1,6

,9,10,4,4,7,3





cb

BA
 

6.6    

   2,4,6,6,9,3

,4,3,9,11,6,4





cb

BA
 

6.7    

   3,7,0,6,1,6

,5,7,4,5,4,4





cb

BA
 

6.8    

   6,4,5,6,3,2

,1,6,8,7,5,3





cb

BA
 

6.9    

   9,8,1,3,8,7

,6,5,6,5,3,3





cb

BA
 

6.10    

   2,6,3,4,3,1

,7,8,6,8,6,5





cb

BA
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6.11    

   1,9,6,8,1,9

,1,7,10,2,6,8





cb

BA
 

6.12    

   4,1,7,6,7,2

,7,5,2,1,3,5





cb

BA
 

6.13    

   7,6,1,5,1,6

,7,7,5,4,4,7





cb

BA
 

6.14    

   4,2,3,4,3,7

,9,3,6,6,5,3





cb

BA
 

6.15    

   9,9,5,8,1,2

,6,0,1,7,2,4





cb

BA
 

6.16    

   3,6,0,6,8,2

,8,7,1,0,4,6





cb

BA
 

6.17    

   9,6,9,3,5,8

,4,3,5,0,4,0





cb

BA
 

6.18    

   7,2,7,4,2,6

,7,5,2,8,3,5





cb

BA
 

6.19    

   6,3,5,4,3,3

,4,7,8,3,4,4





cb

BA
 

6.20    

   6,8,0,6,9,1

,2,4,6,1,5,4





cb

BA
 

6.21    

   2,8,5,6,2,7

,5,0,4,7,2,3





cb

BA
 

6.22    

   4,4,7,6,3,8

,8,4,5,8,6,2





cb

BA
 

6.23    

   7,3,5,10,1,1

,9,4,1,8,1,2





cb

BA
 

6.24    

   3,2,6,2,3,9

,7,3,4,5,1,3





cb

BA
 

6.25    

   3,8,7,6,3,6

,7,3,6,9,1,2





cb

BA
 

6.26    

   2,6,0,2,4,2

,8,4,3,7,5,2





cb

BA
 

6.27    

   3,3,5,2,1,7

,9,7,4,5,4,3





cb

BA
 

6.28    

   2,2,0,4,4,8

,2,2,3,5,4,0





cb

BA
 

6.29    

   5,8,5,6,1,7

,5,1,7,0,1,5





cb

BA
 

6.30    

   1,2,7,8,1,0

,6,2,1,5,4,3





cb

BA
 

 

 

Типтік нұсқаның шешуі. 

1-тапсырма. Үшінші ретті анықтауыш берілген: 

.2,3

723

512

421





ji  

а) ija  элементінің ijM минорын, ijA  алгебралық толықтауышын 

табыңыз; 

ә) анықтауышты i -ші бағанның  элементтеріне жіктеңіз және есептеңіз; 

б) анықтауышты қандай да бір қатардың (бағанның) элементтерін нөлге 

айналдыру арқылы есептеңіз; 

в) анықтауышты үшбұрыштар (яғни Сарриус) ережесі бойынша 

есептеңіз. 

Шешуі: 

а) ija элементінің миноры осы элемент тұрған қатар мен бағанды сызып 

тастағаннан пайда болған анықтауыш, сондықтан біз үшінші қатар мен екінші 

бағанды сызамыз:  
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333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

 

    3854251
52

41
32 


M . 

Алгебралық толықтауышты мына формула бойынша табамыз: 

 
ә) анықтауыштың мәні қандай да бір қатар (баған)  элементтері мен 

олардың сәйкес алгебралық толықтауыштарының көбейтінділерінің 

қосындысына тең. Біздің жағдайда анықтауышты үшінші қатар элементтеріне 

жіктейміз, яғни 

 
б) қандай да бір қатар (баған)  элементтеріне бірдей санға көбейтілген 

екінші қатардың (бағанның) сәйкес элементтерін қосқаннан анықтауыштың 

мәні өзгермейді. Осы қасиетті пайдаланып, қандай да бір қатардың   бір 

элементінен басқасын нөлге айналдыруға болады. Осы алынған қатардың 

элементтеріне жіктесек, онда жалғыз ғана қосылғыш қалады, басқалары нөлге 

айналады: 

  92415
58

33
11

580

330

421

723

512

421
11


















. 

Мұнда екінші қатар элементтеріне бірінші қатардың 2-ге көбейтілген 

сәйкес элементтерін қосып, нәтижені  екінші қатарға жаздық; үшінші қатар 

элементтеріне бірінші қатардың -3-ке көбейтілген сәйкес элементтерін қосып, 

нәтижені  үшінші қатарға жаздық; 

в) үшінші ретті анықтауышты Сарриус ережесі бойынша есептейміз: 

 

немесе мына сұлба бойынша есептейміз: 
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;928101216307

722152413422352711

723

512

421







 

2-тапсырма. CBA ,,   матрицалары берілген. Табу керек: 

а) BABCAB ,,  матрицаларынын, егер олар бар болса. Егер бұл 

көбейтінділер болмаса, неліктен жоқ екендігін түсіндіріңіз; 

ә) осы матрицалардың рангтерін; 

б) A  матрицаға кері 1A  матрицасын. Нәтижені тексеріңіз. 

 

Шешуі: 

а) берілген матрицалардың өлшемдері: 422333 ,,  CBA . Екі матрицаның 

көбейтіндісін табу үшін мына шарт орындалуы қажет:  kmknnm DBA    

232333   DBA , демек көбейтуге болады. D  матрицасының ijd  элементтері  

A  матрицасының i -ші қатарының элементтерін  B  матрицасының j -ші 

бағанының сәйкес элементтеріне  көбейтінділерінің қосындысына тең: 

   

       

        
















































































2425

1210

514

766134163144

736131133141

726033123043

71

63

34

614

311

203

 

434223   FCB . 

 
B  матрицасының бағандар саны A  матрицасының қатарлар санына тең 

емес, демек 3323   AB  көбейтіндісі жоқ; 

ә) нөлден өзгеше минордың ең үлкен реті матрицаның рангы деп 

аталады. 33A  матрицасының анықтауышын есептейміз:  

      0369
33

23
11

303

311

203

614

311

203

det
22








A , демек, 3rangA . 
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71

63

34

B  матрицасының 
63

34




 миноры 015   және оның реті 2. Демек, 

2Brang . 014
14

32



 болғандықтан, 2Crang ;  

б) 



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  квадрат матрицасы үшін 0det A , демек бұл 

матрица үшін EAAAA   11  теңдігін қанағаттандыратын 1A  кері 

матрицасы бар. 

Кері матрицаны табу формуласы:    

  


















332313

322212

312111

1

det

1

AAA

AAA

AAA

A
A

 

, 

мұндағы ijA  – алгебралық толықтауыштар.  

 

.3
11

03
,7

31

23
,2

31

20

,3
14

03
,10

64

23
,2

61

20

,3
14

11
,6

64

31
,3

61

31

333231

232221

131211




























AAA

AAA

AAA

 

 
Тексереміз: 

 

 
 

3-тапсырма. 















22

12

1253

321

32

321

xxx

xx

xxx

   

теңдеулер жүйесі берілген: 
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а) жүйені үйлесімділікке зерттеңіз; 

ә) жүйені Крамер әдісімен шешіңіз; 

б) жүйені матрицалық әдіспен шешіңіз. 

 

Шешуі: 

а) жүйенің негізгі анықтауышын есептеңіз: 

03

121

120

253

 , демек жүйе үйлесімді. 

Жүйе үш белгісізді сызықтық біртекті емес үш теңдеуден тұрады, демек 

ол жалғыз шешімге ие болады; 

ә) 















3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

  жүйесі үшін 

 

Крамер формулалары: . 

Біздің жағдайда:  

  

 болғандықтан, 5,2,7 321  xxx . 

Жауабы: . 

б) берілген жүйе үшін

 

мына матрицаларды енгіземіз:  

 

Жүйенің  матрицалық түрде жазылуы BAX  , ал оның 

шешімі BAX  1 . 

Берілген жүйенің матрицалары: .  

A  матрицасының элементтерінің алгебралық толықтауыштарын 

табамыз: 
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. 

Сонда   

























612

311

914

3

11A ; 














































































5

2

7

15

6

21

3

1

2

1

1

612

311

914

3

1
X .  

Жауабы:  5,2,7 .  

4-тапсырма.    Біртекті сызықты теңдеулер жүйесін шешу керек:             

a)








052

03

21

21

xx

xx
;       ә) 









06

06

21

21

xx

xx
. 

Шешуі: 

Белгісіздер саны теңдеулер санына тең болғандықтан, шешімдер саны 

туралы жүйенің анықтауышы   бойынша айтуға болады: егер 0 , онда 

олай болса жүйенің шексіз шешімі болады, егер 0 , онда жүйенің жалғыз 

нөлдік шешімі болады: 

  а) 011
52

31



 , олай болса, онда жүйенің жалғыз нөлдік шешімі 

болады 0,0
21
 xx ; 

  ә) 0
61

61



 , олай болса, онда жүйенің шексіз шешімі болады.  

0  болғандықтан, жүйенің матрицаның рангы 1-ге тең және де жүйе, 

мысалы, 06
21
 xx  теңдеуіне мәндес. Бір белгісіз базисті, қалғаны бос 

белгісіз болады. 
2

x - бос белгісіз болсын. Базисті белгісізді бос белгісіз арқылы 

өрнектейік 
21

6xx  . Бос белгісізге кез келген мән берсек cx 
2

, онда 

cx 6
1

 . Жүйенің жалпы шешімін аламыз cx 6
1

 , cx 
2

 немесе векторлы 
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түрде  cc,6 . с-ға әртүрлі мәндер беру арқылы жалпыдан дербес шешімдерді 

алуға болады. Мысалы, с=1 болсын, онда 6
1

x , 1
2
x - дербес шешім. 

5-тапсырма. Біртекті сызықты теңдеулер жүйесін шешу керек: 















0111784

02463

03542

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

шешімдердің нормаланған іргелі жүйесін табу керек.  

Шешуі: 

Жүйенің матрицасын жазып алып сатылы түрге келтіреміз, ол үшін 

жолдарына қарапайым түрлендірулер жүргіземіз: 

2 4 5 3 1 2 1 1 1 2 1 1 11 2 1 1

3 6 4 2 3 6 4 2 0 0 7 5 0 0 7 5

4 8 17 11 4 8 17 11 0 0 21 15 0 0 0 0

A

          
       

     
       
               

. 

2
A

r , n=4: r < n, олай болса жүйенің шексіз шешімі болады. 0
70

12
 - 

базисті минор, 
32

, xx - базисті белгісіздер, 
41

, xx - бос белгісіздер. Соңғы 

матрица бойынша жүйе құрамыз, содан соң базисті белгісіздерді бос 

белгісіздер арқылы өрнектейміз: 








057

02

43

4321

xx

xxxx














43

412

7

5
7

1

2

1

xx

xxx
 - 

жалпы шешім.  

Шешімдер кеңістігінің өлшемі n-r = 4-2 = 2, сондықтан шешімдердің 

іргелі жүйесі екі вектордан тұрады.  

  Бос белгісіздерге 
10

01
 анықтауыштың жолына тең мәндер бере 

бастаймыз, шешімдердің іргелі жүйесін құрайтын екі шешім аламыз:  

  а) 0,1
41
 xx , онда жалпы шешімнен 0,

2

1
32
 xx . 








 0,0,

2

1
,1

1
E - 

іргелі жүйенің бірінші векторы; 
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  ә) 1,0
41
 xx , онда 

7

5
,

7

1
32

 xx . 







 1,

7

5
,

7

1
,0

2
E - іргелі 

жүйенің екінші векторы.  

Іргелі жүйе біртекті сызықты теңдеулер жүйесінің шешімінің 

кеңістігінің базисі болғандықтан, бұл жүйенің кез келген шешімі іргелі 

жүйенің векторларының сызықты комбинациясы болады, яғни 

2211
EEX    (

21
, - кез-келген сандар). 

2211
EEX     жүйенің жалпы 

шешімі формуласымен беріледі. Дербес шешімдерді алу үшін 
1

  және
2

 -ге 

кез келген мәндер береміз, мысалы, 
1

 =2, 
2

 =7 болса, онда  


















 1,

7

5
,

7

1
,070,0,

2

1
,12

1
X   =  7,5,0,2  - дербес шешімдері. 

6-тапсырма. CBA ,,  нүктелері және 


b  мен 


c  векторлары берілген. Табу 

керек: 

а) 


 ABa , ABкесіндісінің ортасын; 

ә) 


 ba   скаляр көбейтіндісін, 


 cb  векторлық көбейтіндісін, 










 cba  

аралас көбейтіндісін; 

б) ABCS ;  

в) 


cba ,, векторларынан құрылған пирамиданың көлемін. 

         0,1,9,1,4,3,1,0,1,1,3,6,0,7,2 


cbCBA . 

Шешуі: 

а) егер    222111 ,,,,, zyxBzyxA  болса, онда  121212 ,, zzyyxxAB 


. 

Егер  zyx aaaa ,,


 болса, онда 222
zyx aaaa 



.  

C – AB  кесіндісінің ортасы:  






 

2
,

2
,

2

212121 zzyyxx
C . 

Біздің жағдайда:       1,4,401,73,26 


ABa ; 

      33144
222




a ; 
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2

1
;5;4

2

10
;

2

37
;

2

62
C ;  

ә) егер    zyxzyx bbbbaaaa ,,,,, 


 болса, онда 

        511612114434, 






 

zzyyxx babababa . 

 ;33,9,1339
19

43

09

13

01

14

019

143,

;,











































kjikji

kji

cb

bbb

aaa

kji

ba

tyx

tyx

 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba 











, демек   7

019

143

144





















cba ; 

б)  

Біздің жағдайда:    1,7,3,1,4,4 


ACAB . 































kjikji

kji

ACAB 4011
73

44

13

14

17

14

173

144,  

 

в) 


cba ,,  векторларынан құрылған пирамиданың көлемін мына 

формула бойынша табамыз:    











cbaV ,,
6

1
. 
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;704363360

034411941113914044

019

143

144











                Сонымен,  пирамиданың көлемі   

 

 

№2 есептеу-сызба жұмысы. Аналитикалық геометрия 

  

 Теориялық сұрақтар.  

1. Жазықтықтағы түзу.Түзулердің арасындағы бұрыш.  

2. Жазықтықтағы түзу теңдеулері. 

3. Жазықтықтар. Жазықтық теңдеулері. 

4. Жазықтықтар арасындағы бұрыш. Жазықтықтардың параллельдік 

және перпендикулярлық белгілері. 

5. Кеңістіктегі түзу. Олардың канондық, параметрлік және жалпы 

теңдеулері. 

6. Кеңістіктегі түзудің жалпы теңдеуінен оның канондық теңдеуіне өту. 

7. Екінші ретті қисықтартардың жалпы теңдеуі. 

8. Эллипстің, гиперболаның, параболаның канондық теңдеулері. 

9. Екінші ретті беттер. 

10. Екінші ретті беттердің канондық теңдеулері 

11. Беттерді қима әдісімен зерттеу. 

 

Тапсырмалар. 

1-тапсырма. BA,  нүктелері және 1L  түзуі берілген. 

а) A  және B  нүктелері арқылы өтетін 2L  түзудің теңдеуін жазыңыз; 

ә) 2L  түзуінің жалпы теңдеуін, бұрыштық коэффициентімен берілген 

теңдеуін, кесіндідегі  теңдеуін, параметрлік теңдеуін жазыңыз; 

б) 1L  және 2L  түзулері арасындағы бұрыштың косинусын табыңыз; 

в) A  нүктесі арқылы  2L  түзуіне перпендикуляр 3L  түзудің теңдеуін 

жазыңыз; 

г) B  нүктесі арқылы  1L  түзуіне параллель 4L  түзудің теңдеуін 

жазыңыз.  

1

1.1 
   

0147:

,7,1,6,1

1

21





yxL

AA
 

1

1.2 
   

036:

,3,1,1,5

1

21





yxL

AA
 

1.3    

082:

,5,1,2,10

1

21





yxL

AA
 

1.4    

0975:

,7,1,3,6

1

21





yxL

AA
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1.5    

0144:

,3,2,4,2

1

21





yxL

AA
 

1.6    

068:

,1,8,1,4

1

21





yxL

AA
 

1.7    

0232:

,4,2,7,1

1

21





yxL

AA
 

1.8    

0453:

,1,7,1,4

1

21





yxL

AA
 

1.9    

0586:

,4,1,1,2

1

21





yxL

AA
 

1.10    

0799:

,6,1,1,7

1

21





yxL

AA
 

1.11    

01022:

,1,5,5,6

1

21





yxL

AA
 

1.12    

033:

,2,8,3,3

1

21





yxL

AA
 

1.13    

0176:

,1,3,7,4

1

21





yxL

AA
 

1.14    

058:

,2,6,2,5

1

21





yxL

AA
 

1.15    

0264:

,4,6,8,1

1

21





yxL

AA
 

1.16    

0497:

,1,4,8,4

1

21





yxL

AA
 

1.17    

0843:

,2,1,1,9

1

21





yxL

AA
 

1.18    

0755:

,3,1,1,8

1

21





yxL

AA
 

1.19    

0689:

,2,3,1,6

1

21





yxL

AA
 

1.20    

0253:

,3,3,4,4

1

21





yxL

AA
 

1.21    

0527:

,1,5,1,4

1

21





yxL

AA
 

1.22    

089:

,2,5,1,7

1

21





yxL

AA
 

1.23    

0674:

,3,7,2,2

1

21





yxL

AA
 

1.24    

095:

,1,4,6,1

1

21





yxL

AA
 

1.25    

0382:

,3,1,2,7

1

21





yxL

AA
 

1.26    

0138:

,2,6,1,3

1

21





yxL

AA
 

1.27    

0446:

,1,4,2,5

1

21





yxL

AA
 

1.28    

056:

,14,3,6,3

1

21





yxL

AA
 

1.29    

0555:

,3,5,2,4

1

21





yxL

AA
 

1.30    

0773:

,1,4,1,5

1

21





yxL

AA
 

 

2-тапсырма. 54321 ,,,, AAAAA  нүктелері берілген.  

а) 321 ,, AAA  нүктелері арқылы өтетін P  жазықтықтың теңдеуін 

жазыңыз;  

ә) P  жазықтықтың жалпы теңдеуін, кесіндідегі  теңдеуін жазыңыз; 

б) P  жазықтығының нормаль векторын табыңыз; 

в) 54 , AA  нүктелері арқылы өтетін L  түзуінің канондық және 

параметрлік теңдеулерін жазыңыз; 

г) P  жазықтығы мен L  түзуінің арасындағы бұрыштың синусын   

табыңыз.          
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№ 1A  2A  3A  4A  5A  

2.1  6,5,9    7,2,3    2,1,5    8,7,3    6,3,4   

2.2  7,1,3   1,5,8    2,3,2    5,9,0    6,7,2  

2.3  1,7,4   3,6,1    0,4,8   7,2,4   2,5,2   

2.4  5,8,0    6,5,2   4,2,3    1,9,1    1,6,2  

2.5  1,5,3    5,1,9   8,7,4    2,2,5    3,2,6  

2.6  2,4,4    1,5,8   1,3,4    5,8,2   1,4,2  

2.7  3,8,1    3,0,6   7,2,4   1,9,1    3,4,8   

2.8  5,9,1   8,7,4    2,2,5    7,1,3    2,5,4  

2.9  5,4,3   3,9,1    7,5,4   5,4,1   1,1,3   

2.10  6,7,2   5,4,1    5,7,3   2,9,3    7,5,1  

2.11  6,3,4    1,8,2    3,8,1    5,2,4    2,0,1   

2.12  1,4,8   0,3,7   1,1,9    7,1,3   1,5,8  

2.13  1,5,2   7,8,3    2,3,5    6,5,9    3,1,5   

2.14  3,8,1   1,4,1    7,3,4   1,8,1    1,6,4   

2.15  5,7,8    7,8,1   3,0,5    1,6,2   7,5,2   

2.16  5,4,3    1,2,5   6,5,9    6,3,2    0,9,3  

2.17  0,7,1   3,1,0    2,3,4    2,3,5    1,6,2   

2.18  3,7,1   4,2,3    5,1,2    3,1,8    4,0,2  

2.19  1,3,2    1,3,8    4,1,6   1,1,13    0,11,3  

2.20  3,1,4    2,7,1   0,1,2   2,6,5    6,1,6  

2.21  3,8,1    0,5,7   6,1,6   1,1,0    3,7,2   

2.22  1,8,3   10,1,9    0,7,11   5,1,2   1,6,7   

2.23  3,1,0    1,8,1    6,3,2    4,0,3    5,2,5   

2.24  5,2,1   1,9,7    1,2,3    2,1,1   0,2,4  

2.25  4,6,5   0,1,0   1,1,2    1,0,3    5,2,4  

2.26  1,4,1    4,2,1    4,3,0   4,2,1    9,8,7   

2.27  2,8,0   1,3,1    3,2,4    5,7,3   6,4,6   

2.28  5,2,1    2,6,3    1,8,7   2,9,3    7,4,2  

2.29  1,5,8    0,2,3    1,12,9   5,4,1    2,1,1   

2.30  0,4,3    4,1,0   7,5,4   1,7,3    2,1,3  

 

3-тапсырма. A  нүктесі және қисықтың ba,  жартыөстері, D  түзуінің 

теңдеуі берілген.  

а) диаметрі OA кесіндісі болатын шеңбердің теңдеуін жазыңыз. 

Сызбасын сызыңыз; 

ә) жарты өстері a  және b  болатын эллипстің канондық теңдеуін 

жазыңыз. Оның фокустарын, эксцентриситетін табыңыз. Сызбасын сызыңыз; 
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б) нақты өсі a  және жорамал өсі b  болатын гиперболаның канондық 

теңдеуін жазыңыз. Оның фокустарын, эксцентриситетін, асимптоталарын 

табыңыз. Сызбасын сызыңыз; 

в) нақты өсі b  және жорамал өсі a  болатын гиперболаның канондық 

теңдеуін жазыңыз. Оның фокустарын, эксцентриситетін, асимптоталарын 

табыңыз. Сызбасын сызыңыз; 

д) директрисасы D ,  төбесі  координаталар басында жатқан 

параболаның канондық теңдеуін жазыңыз. Оның фокустарын, 

эксцентриситетін табыңыз. Сызбасын сызыңыз. 

№ A  a  b  D  № A  a  b  D   

3.1  2,5   8  1 7x  3.16  4,7  3  7  5y  

3.2  3,5  2  6  5y  3.17  0,9  6  4  7x  

3.3  7,4  4  2  4x  3.18  12,8  5  2  5y  

3.4  9,1  1 8  3y  3.19  4,1  2  4  4x  

3.5  5,1  3  2  1x  3.20  0,3  8  6  7y  

3.6  4,0  6  7  1y  3.21  1,4  5  1 9x  

3.7  3,8  5  6  8x  3.22  6,2  1 8  8y  

3.8  2,9  4  1 9y  3.23  8,4  7  9  1x  

3.9  4,3  2  3  6x  3.24  5,2   1 4  10y  

3.10  3,6   7  8  9y  3.25  9,2   3  5  8x  

3.11  0,1  9  2  2x  3.26  1,3  2  4  7y  

3.12  4,5   1 7  12y  3.27  6,2  6  1 4x  

3.13  5,2  6  1 3x  3.28  0,10  2  7  8y  

3.14  3,1  7  5  4y  3.29  1,1  9  1 3x  

3.15  5,2  8  3  8x  3.30  3,2  2  7  3y  

 

4-тапсырма. Екінші ретті беттің түрін анықтаңыз және сызбасын          

сызыңыз. 

4.1 
1

443

222


zyx

 
4.2 

z
yx


19

22

 

4.3 
1

9425

222


zyx

 
4.4 

z
yx


63

22

 

4.5 1222  zyx  4.6 
y

z
4

6

2

  

4.7 
1

1169

222


zyx

 
4.8 

y
zx

2
44

22

  

4.9 422  zx  4.10 
1

1169

222


zyx
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4.11 
1

443

222


zyx

 
4.12 

1
16

22


yx

 

4.13 
1

2

2
2

2  z
y

x  
4.14 

1
543

222


zyx

 

4.15 
z

yx


63

22

 
4.16 1222  zyx  

4.17 
y

zx


43

22

 
4.18 

1
63

22


zx

 

4.19 16222  zyx  4.20 
1

216

22


yx

 

4.21 
z

yx
2

412

22

  
4.22 

y
z

4
6

2

  

4.23 
1

1216

222


zyx

 
4.24 

1
493

222


zyx

 

4.25 
1

49

22


zx

 
4.26 522  zx  

4.27 
z

x
3

3

2

  
4.28 yzx 422   

4.29 
x

z
y 6

9

2
2   

4.30 
1

443

222


zyx

 

 

  

5-тапсырма. Екінші ретті қисықтың теңдеуін канондық түрге келтіріп, 

сызбасын сызыңыз. 

5.1 06464416  yx  5.2 02012822  yxyx  

5.3 04422  yyx  5.4 0252122  yxy  

5.5 0301223 2  yxy  5.6 01276436169 22  yxyx  

5.7 0106189 22  yxyx  5.8 09282  yxy  

5.9 0301684 2  yxy  5.10 09183095 22  yxyx  

5.11 098222  yxyx  5.12 032882  yxy  

5.13 0642424 22  yxyx  5.14 030284 2  yxx  

5.15 0101284 2  yxy  5.16 016842  yxy  

5.17 030262  yxx  5.18 0201843 22  xyx  

5.19 05040109 22  yyx  5.20 028824 2  yxy  

5.21 01991864916 22  yxyx  5.22 010036409 22  yxyx  

5.23 05262  yxx  5.24 028684 2  yxx  
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5.25 06205 2  yxy  5.26 07822 22  yxyx  

5.27 0222 22  xyx  5.28 016282  yxx  

5.29 0109325449 22  yxyx  5.30 020282  yxx  

 

Типтік нұсқаның шешуі. 

1-тапсырма.    2,3,1,2  BA  нүктелері және 023:1  yxL
 
түзуі 

берілген. 

а) A  және B  нүктелері арқылы өтетін 2L  түзудің теңдеуін жазыңыз; 

ә) 2L  түзуінің жалпы теңдеуін, бұрыштық коэффициентімен берілген 

теңдеуін, кесіндідегі  теңдеуін, параметрлік теңдеуін жазыңыз; 

б) 1L  және 2L  түзулері арасындағы бұрыштың косинусын табыңыз; 

в) A  нүктесі арқылы  2L  түзуіне перпендикуляр 3L  түзудің теңдеуін 

жазыңыз; 

г) B  нүктесі арқылы  1L  түзуіне параллель 4L  түзудің теңдеуін жазыңыз.  

Шешуі:  

а) берілген    2211 ,,, yxyx  нүктелері арқылы өтетін түзудің теңдеуі: 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









, сондықтан  

 
 











12

1

23

2 yx

    
 

ә) түзудің жалпы теңдеуі: 0 CByAx . 

0153,5563),1(5)2(3,
3

1

5

2








yxyxyx

yx
. 

Түзудің бұрыштық коэффициентімен берілген теңдеуі: bkxy  . 

5

1

5

3
,135,0153  xyxyyx . 

Түзудің кесіндідегі теңдеуі: 1
b

y

a

x
. 

1

5

1

3

1
1530153 

yx
yxyx . 

Түзудің параметрлік түрдегі теңдеуі:  

         
13,25

3

1
,

5

2

3

1

5

2
















tytxt

y
t

xyx
; 

б) 0111  CyBxA , 0222  CyBxA  түзулері арасындағы бұрыштың 

косинусы:  
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в)  00 , yx  нүктесі арқылы берілген bkxy   түзуіне перпендикуляр 

түзудің теңдеуі:     00

1
xx

k
yy  . 

5

1

5

3
:2  xyL , сондықтан    2

5

3

1
1:3 



 xyL ,  2
3

5
1  xy , 

  

г)  00 , yx  нүктесі арқылы берілген bkxy   түзуіне параллель түзудің 

теңдеуі:    00 xxkyy  . 

3

2

3

1
,23,023:1  xyxyyxL , 

   033,363,3
3

1
2:4  yxxyxyL . 

2-тапсырма.      ,7,2,1,6,5,9,2,3,4 321  AAA    1,6,2,0,1,5 54 AA   

нүктелері берілген. 

а) 321 ,, AAA  нүктелері арқылы өтетін P  жазықтықтың теңдеуін 

жазыңыз;  

ә) P  жазықтықтың жалпы теңдеуін, кесіндідегі  теңдеуін жазыңыз; 

б) P  жазықтығының нормаль векторын табыңыз; 

в) 54 , AA  нүктелері арқылы өтетін L  түзуінің канондық және 

параметрлік теңдеулерін жазыңыз; 

г) P  жазықтығы мен L  түзуінің арасындағы бұрыштың синусын 

табыңыз. 

 Шешуі: 

а)  111 ;; zyx ,    333222 ;;,;; zyxzyx  нүктелері арқылы өтетін жазықтық 

теңдеуі: 

.0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 
 

Біздің жағдайда P : 0

513

425

234







 zyx

; 

ә) осы анықтауышты бірінші қатардың элементтеріне жіктеу арқылы 

есептейміз: 

      









 0

13

25
2

53

45
3

51

42
4 zyx  
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      02337414  zyx . 

Жазықтықтың теңдеуін 0 DCzByAx , мұндағы CBA ,,  – 

нормаль вектордың координаталары, жалпы түрде  жазамыз:    

0533714  zyx . 

P  жазықтығының кесіндідегі теңдеуін жазамыз:  

1
5353

37

53

14










zyx
;     1

53

37

53

14

53





zyx
; 

б) P  жазықтығының жалпы теңдеуінен нормаль вектордың 

координаталарын анықтаймыз:   
в)  111 ;; zyx ,  222 ;; zyx  нүктелері арқылы өтетін түзудің канондық 

теңдеуі:     
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














. Демек,  

15

1

7

5
:

zyx
L 





 . 

Түзудің параметрлік теңдеуі: 















0

0

0

:

zptz

ynty

xmtx

L .  Демек,  

г) 
p

zz

n

yy

m

xx 000 






 түзуі мен 0 DCzByAx  жазықтығы 

арасындағы бұрыштың синусы:   
222222

,s in
pnmCBA

CpBnAm
PL




 , 

демек,    8287,0
117450

284

15713714

11537714
,sin

222222





 PL . 

 

 3-тапсырма.  6,4A  нүктесі, қисықтың 7,3  ba  жарты өстері және 

5: yD
 
түзуі берілген.  

а) диаметрі OA кесіндісі болатын шеңбердің теңдеуін жазыңыз. 

Сызбасын сызыңыз; 

ә) жарты өстері a  және b  болатын эллипстің канондық теңдеуін 

жазыңыз. Оның фокустарын, эксцентриситетін табыңыз. Сызбасын сызыңыз; 

б) нақты өсі a  және жорамал өсі b  болатын гиперболаның канондық 

теңдеуін жазыңыз. Оның фокустарын, эксцентриситетін, асимптоталарын 

табыңыз. Сызбасын сызыңыз; 

в) нақты өсі b  және жорамал өсі a  болатын гиперболаның канондық 

теңдеуін жазыңыз. Оның фокустарын, эксцентриситетін, асимптоталарын 

табыңыз. Сызбасын сызыңыз; 

д) директрисасы D ,  төбесі  координаталар басында жатқан 

параболаның канондық теңдеуін жазыңыз. Оның фокустарын, 

эксцентриситетін табыңыз. Сызбасын сызыңыз. 

Шешуі: 
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а) OA – диаметр, демек шеңбердің центрі OA кесіндісінің ортасы: 

 3,2C , шеңбердің радиусы , яғни   1332 22
R . Центрі  

 00 , yx  нүктеде, радиусы R  шеңбердің теңдеуі     22

0

2

0 Ryyxx  . 

Демек,     1332
22
 yx .     1332

22
 yx   функциясының графигі 

1-суретте көрсетілген;  

 
1 сурет 

 

 б) эллипстің канондық теңдеуі: 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. Демек,  1

499

22


yx

. 

ab   жағдайда:   22 abc  ; 
b

c
 .  

Демек,     1
7

40
,40;0,40;0,40949 21  FFc . 

ba   жағдайда    
a

c
cFcFbac  ,0;,0;, 21

22 .  

Сызбасы 2- суретте келтірілген; 

 
2 сурет 

 

в)  нақты өсі a , жорамал өсі b  гиперболаның канондық теңдеуі: 

; x
a

b
y   – асимптоталары.  
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Демек: 
  

. 

Гипербола сызу үшін қабырғалары ax  , by    7,3  yx  тік 

төртбұрыш сызамыз. Гиперболаның төбелері осы тіктөртбұрыштың Ox  

өсімен (гиперболаның нақты өсі) қиылысу нүктелерінде, ал асимптоталары – 

тіктөртбұрыштың диагональдары. Сызбасы 3- суретте келтірілген;  

 
3 сурет 

 

 г) нақты өсі b , жорамал өсі a  гиперболаның канондық теңдеуі: 

; x
a

b
y  – асимптоталары; 

58499,1
499

22

 c
yx

,  ,58;01F
 

  xyF
3

7
,1

7

58
,58;02   .  

Сызбасы 4- суретте келтірілген; 

                                   
4 сурет 

 

 д) егер директриса теңдеуі 
2

p
y   болса, онда Ox  параболаның 

симметрия өсі  болады және теңдеуі pyx 22  , фокусы 








2
;0
p

F . Егер 
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директриса теңдеуі 
2

p
x   болса, онда Oy  параболаның симметрия өсі  

болады және теңдеуі pxy 22  , фокусы 







0;

2

p
F .   

5: yD , сондықтан 10,5
2

 p
p

, парабол теңдеуі 

,20,102 22 yxyx   5;0F  , 1 .Сызбасы 5- суретте келтірілген; 

 
5 сурет 

 

4-тапсырма. Екінші ретті беттің түрін анықтаңыз және сызбасын 

сызыңыз: 

а) 1
4212

222


zyx

;   ә) 0
423

222


zyx

. 

  

Шешуі: 

а) 1
4212

222


zyx

 – бірқуысты гиперболоид, симметрия өсі Ox . Оның 

сұлбалық сызбасы 6- суретте келтірілген.  

 
6 сурет 

 

 ә) 0
423

222


zyx

 –конустың канондық теңдеуі, симметрия өсі Oz . 

Оның сұлбалық сызбасы 7- суретте келтірілген.  
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7 сурет 

 

5-тапсырма. Екінші ретті қисықтың теңдеуін канондық түрге келтіріп, 

сызбасын сызыңыз: 0642 22  yyx . 

Шешуі: 

   
1

2

2

0

2

2

0 





b

yy

a

xx
 – симметрия  центрі  00 , yx  нүктесі болатын эллипс. 

   
1

2

2

0

2

2

0 





b

yy

a

xx
, 
   

1
2

2

0

2

2

0 





b

yy

a

xx
 – симметрия  центрі  00 , yx  

нүктесі болатын гипербола.        20

2

00

2

0 2,2 xxpyyyypxx   – 

төбесі   00 , yx  нүктеде жатқан  парабола. Қисықты канондық түрге келтіру 

үшін толық квадратын ажыратамыз:  

        412,061212,061122
222222  yxyxyyx

 
,1

2

1

4

22





yx

 симметрия  центрі  1,0   нүктесі, жарты өстері 2,2  ba  

болатын гипербола. Осьтерді параллель көшіреміз: 11 1, yyxx  , сонда 

теңдеу 1
24

2
1

2
1 

yx
 түрге келеді. График 8- суретте келтірілген. 

 
8 сурет 
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№3 есептеу-сызба жұмысы. Математикалық анализге кіріспе 

 

Теориялық сұрақтар.  

1. Жиындар. Оларға жасалатын амалдар. 

2. Контрапозиция заңы. 

3. Функция. Элементар функциялар. 

4. Монотонды; периодты функциялар.  

5. Күрделі функция, параметрлік түрде берілген функция.  

6. Функцияның нүктедегі шегі, біржақты шектер. 

7. Ақырсыз үлкен және ақырсыз аз функциялар. 

8. Эквивалентті функцияларжәне оларды функциялардың шегін табуға 

қолдану. 

9. Функцияның үзіліссіздігі. Үзіліс нүктелері және оның түрлері. 

10. Тамаша шектер. 

 

Тапсырмалар. 

 

1-тапсырма. Шекті табыңыз. 

1.1  
54

32
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
 1.2  

214

34
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
 1.3  

462

2410
lim

23

23

0 



 xx

xxx

x
 

1.4  
4

42153
lim

2

2

2 



 x

xx

x
 1.5  

168

592
lim

2

2

2/1 



 xx

xx

x
 1.6  

242

86
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
 

1.7  
16

253
lim

2

2

3/1 



 xx

xx

x
 1.8  

107

25
lim

2

2

5 



 xx

x

x
 1.9  

1718

76
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
 

1.10  
27

9
lim

3

2

3 



 x

x

x
 1.11  

3

352
lim

2

3 



 x

xx

x
 1.12  

1

145
lim

2

1 



 x

xx

x
 

1.13  
2

253
lim

2

2 



 x

xx

x
 1.14  

3

6144
lim

2

3 



 x

xx

x
 1.15  

2/1

16
lim

2

2/1 



 x

xx

x
 

1.16 
2/1

16
lim

2

2/1 



 x

xx

x
 1.17  

3/1

19
lim

2

3/1 



 x

x

x
 1.18  

2

253
lim

2

2 



 x

xx

x
 

1.19 
3/1

123
lim

2

3/1 



 x

xx

x
 1.20  

1

187
lim

2

1 



 x

xx

x
 1.21  

3

34
lim

2

3 



 x

xx

x
 

1.22  
2/1

232
lim

2

2/1 



 x

xx

x
 1.23  

3/1

156
lim

2

3/1 



 x

xx

x
 1.24

5/7

7910
lim

2

5/7 



 x

xx

x
 

1.25 
72

21132
lim

2

2/7 



 x

xx

x
 

1.26

52

1092
lim

2

2/5 



 x

xx

x
 

1.27  
3/1

16
lim

2

3/1 



 x

xx

x
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1.28 
2/1

39756
lim

2

2/1 



 x

xx

x
 1.29

7

7152
lim

2

7 



 x

xx

x
 1.30   

8

24132
lim

2

8 



 x

xx

x
 

 

2- тапсырма. Шекті табыңыз. 

2.1 
xxx

xx

x 623

275
lim

25

25






 2.2   

13

22
lim

22

3





 xx

xx

x
 2.3   

42

538
lim

26

4





 xx

xx

x
 

2.4  
549

93
lim

25

7





 xx

xx

x
 

2.5  
7

12
lim

3

5





 xx

xx

x
 2.6   

222

777
lim

7

5





 xx

xx

x
 

2.7  
12

463
lim

33

23





 xx

xx

x
 2.8  

333

629
lim

7

7





 xx

xx

x
 2.9   

22

2511
lim

2

6





 xx

xx

x
 

2.10  
512

326
lim

3

23





 x

xxx

x
 2.11 

765

49
lim

2

6





 xx

xx

x
 2.12

104

74
lim

24

2





 xx

xx

x
 

2.11
135

284
lim

25

25





 xx

xxx

x
 2.14  

527

177
lim

4

2





 xx

xx

x
 2.15

xx

xxx

x 33

222
lim

2

23






 

2.16  
654

16124
lim

2

2





 xx

xx

x
 2.17  

48

26
lim

4

23





 xx

xx

x
 2.18  

1196

145
lim

2

4





 xx

xx

x
 

2.19  
239

lim
6

26





 xx

xxx

x
 2.20  

572

283
lim

2

24





 xx

xx

x

 2.21
96

282
lim

24

2





 xx

xx

x
 

2.22  
484

6126
lim

2

2





 xx

xx

x
 2.23 

xxx

xxx

x 6135
lim

24

468






 2.24

433

2211
lim

3

2





 xx

xx

x
 

2.25  
15

3
lim

2

234





 xx

xxx

x
 2.26  

32

34 65
lim

xxx

xxx

x 




 2.27  

178

23
lim

23

38





 xx

xxx

x
 

2.28
357

57

68

15
lim

xxx

xx

x 




 2.29  

18321

9127
lim

2

22





 xx

xx

x
 2.30

7132

66
lim

35

4





 xx

xx

x
 

 

3-тапсырма. Шекті табыңыз. 

3.1  
xx

xx

x 



 42

2422
lim

2

3
 3.2  

2463

412
lim

24 



 xx

xx

x
 3.3  

212

410
lim

23 



 xx

xx

x
 

3.4  
6

62
lim

22 



 xx

xx

x
 3.5  

143

423
lim

21 



 xx

xx

x
 3.6  

15

10155
lim

2

2 



 xx

xx

x
 

3.7  
xx

xx

x 353

143
lim

2

1 




 3.8  

35

492
lim

2

4 



 xx

xx

x

 3.9  
1572

612
lim

25 



 xx

xx

x

 

3.10  
158

122173
lim

25 



 xx

xx

x
 3.11  

11

22
lim

2

2

0 



 x

x

x
 3.12  

x

xx

x 7

77
lim

0
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3.13  
xx

x

x  11

6
lim

0
 3.14  

22

312
lim

4 



 x

x

x
 3.15  

38

25
lim

1 



 x

x

x
 

3.16  
21

34
lim

5 



 x

x

x
 3.17  

32

23
lim

7 



 x

x

x
 3.18  

9

334
lim

20 



 x

x

x
 

3.19  
152

415
lim

23 



 xx

x

x
 3.20  

2

2

3 3

42
lim

x

x

x




 3.21  

416

24
lim

2

2

0 



 x

x

x
 

3.22   
xx

x

x  55

12
lim

0
 3.23  

x

x

x 



 3

572
lim

9
 3.24  

516

2
lim

4 



 x

x

x
 

3.25  
xx

x

x 



 3

27
lim

3

3
 3.26  

23

2

0

131
lim

xx

x

x 




 3.27  

64

420
lim

34 



 x

x

x
 

3.28  
38

1
lim

2

1 



 x

x

x
 3.29  

xx

x

x 33

39
lim

20 




 3.30   

8

314
lim

32 



 x

x

x
 

 

4-тапсырма. Шекті табыңыз. 

4.1  a) ,
5

5sin
lim

0 x

x

x
 

       б) 

x

x x












4
1lim  

4.2   a) ,
2sin

7
lim

0 x

x

x
 

        б)  x
x

x
1

0
61lim 


 

4.3    a) ,
9

3
lim

0 x

xtg

x
 

         б) 

x

x x

3
7

1lim 










 

4.4   a) ,
3

7
lim

0 xtg

x

x
 

        б) 

x

x x

5
2

1lim 










 

4.5   a) ,
6sin

lim
0 x

x

x
 

        б)  x
x

x
4

0
81lim 


 

4.6   a) ,
18

9
lim

0 x

xarctg

x
 

        б)  x
x

x
1

0
31lim 


 

4.7   a) ,
4sin

12
lim

0 x

x

x
 

       б)   x

x
x

6

0
31lim 


 

4.8 a) ,
4sin

8sin
lim

0 x

x

x  

       б)  x
x

x
8

0
111lim 


 

4.9  a) ,
3cos1

9
lim

2

0 x

x

x   

       б)

x

x x

3
3

1lim 










 

4.10  a) ,
6

2cos1
lim

20 x

x

x




 

         б) 

x

x x

4
2

1lim 










 

4.11   a) ,
cos1

14
lim

2

0 x

x

x 
 

         б) 

x

x x

x
8

3
lim 







 


 

4.12  a) ,
7

7
lim

0 xtg

x

x
 

         б)

x

x x

x
6

6
lim 







 


 

4.13   а) ,
3sin

9
lim

0 x

x

x
 4.14   a) ,

4

4
lim

0 xtg

x

x
 4.15  a) ,

6

18
lim

0 xtg

x

x
 



40 
 

          б) 

x

x x

4
11

1lim 










          б) 

x

x x

6
6

1lim 










          б)

10/
1

1lim

x

x x











 

4.16   a) ,
6

9
lim

0 x

xarctg

x
 

         б) 

x

x

x
/2

0 4

5
1lim 











 

4.17   a) ,9lim
0

xxctg
x

 

          б)   x

x
x

/3

0
131lim 


 

4.18   а) ,
4sin

9sin
lim

0 x

x

x
 

          б)  x
x

x
9

0
91lim 


 

4.19   а) ,77sinlim
0

xxctg
x

 

         б)   x

x
x

/5

0
1lim 


 

4.20   а) ,
10

5arcsin
lim

0 x

x

x
 

         б)   x

x
x

/8

0
1lim 


 

4.21  а) ,
14sin

7sin
lim

0 x

x

x
 

         б)   x
x

x
10

0
91lim 


 

4.22  a) ,
4

8
lim

0 xarctg

x

x
  

б) 
x

x

x
1

0 7

3
1lim 












         

4.23   a) ,
2

9sin
lim

0 x

x

x  
 

         б)   x

x
x

/4

0
41lim 


 

4.24   a) ,
6

2sin
lim

0 xtg

x

x
 

          б)  x
x

x
3

0
81lim 


 

4.25  a) ,
7sin

2
lim

0 x

x

x
 

         б)   x

x
x

/2

0
61lim 


 

4.26  a) ,
9

4
lim

0 xtg

x

x
 

  б)
2

7

5
1lim

х

x x











 

4.27   а) ,
8sin

5
lim

0 x

x

x
 

          б)
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5-тапсырма. Функцияны үзіліссіздікке зерттеңіз. 
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6-тапсырма. Шекті табыңыз. 
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7-тапсырма. Функцияны үзіліссіздікке зерттеп, графигін салыңыз.  
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Типтік нұсқаның шешуі. 

1-тапсырма. Шекті табыңыз:  .
823

6135
lim

2

2





 xx

xx

x  
Шешуі: 

 

2-тапсырма. Шекті табыңыз:  .
243

432
lim

2

35





 xx

xxx

x
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3-тапсырма. Шекті табыңыз:  .
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4-тапсырма. Шекті табыңыз:   
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б) екінші тамаша шекті қолданамыз: 
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5-тапсырма. Функцияны үзіліссіздікке зерттеңіз:   

а)     б)  
x

xf
35

4


 . 

Шешуі:  

а)   xxf  8

5

9   функциясы    );8(8; x
 аралықтарында 

анықталған, сондықтан үзіліс   болуы мүмкін. Функцияның осы 

нүктедегі біржақты шектерін анықтаймыз: 
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анықталған, сондықтан үзіліс   болуы мүмкін. Функцияның осы 

нүктедегі біржақты шектерін анықтаймыз: 
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6-тапсырма. Шекті табыңыз: .
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x x
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Шешуі: 
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х  үшін 














 түріндегі анықталмағандықты аламыз.  Негізіндегі 

анықталмағандықты айқындау үшін шексіз үлкендердің эквиваленттігін 

қолданамыз, ал одан кейін көрсеткіштік функцияның  
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