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Кіріспе 

 

Математики I бағдарламасына сай студенттердің № 3 есептеу-сызба 

жұмыстарын орындауға арналған әдістемелік нұсқаулықтар мен тапсырмалар 

«Бір айнымалы функцияның интегралдық есептелуі» бөлімі бойынша 

орындалған.  

 Әрбір студент үшін  нұсқа реті топ тізімінің реттік нөмірі бойынша 

анықталады және барлық тапсырмалар 30 нұсқадан құралған. Тапсырмалар 

кестесінің реттік нөмірінің екінші саны әр бір студенттің нұсқасының реті 

болады. Есептеу-сызба жұмысы оқушылар дәптеріне орындалады және 

жұмыстың соңында әдебиеттер тізімі келтірілуі керек. Әдістемелік нұсқауларда 

тапсырмалардың шешу үлгілері мен қажетті формулалар да келтірілген.  

 

1 Есептеу-сызба жұмыс №3. Бір айнымалы функцияның 

интегралдық есептелуі 

 

1.1 Теориялық сұрақтар 

 

1. Алғашқы функция. Анықталмаған интеграл, оның негізгі қасиеттері.  

2. Анықталмаған интегралдардың негізгі кестесі. 

3. Анықталмаған интегралды табудың негізгі әдістері: тура интегралдау, 

жаңа айнымалы енгізу және бөліктеп интегралдау. 

4. Бөлшек-рационал және иррационал функцияларды интегралдау. 

5. Тригонометриялық өрнектерді интегралдау.   

6. Биномдық функцияларды интегралдау.   

7. Анықталған интеграл, оның қасиеттері. Ньютон-Лейбниц формуласы.  

8. Анықталған интегралды жаңа айнымалы енгізіп және бөліктеп 

интегралдап есептеу. 

9. Меншіксіз интегралдар. 

10. Анықталған интегралдар қолданысы  (жазық фигура ауданы, қисық 

доғасының ұзындығы, айналу денесінің көлемі, айналу бетінің ауданы, 

айнымалы күш жұмысы). 

 

1.2 Есептік тапсырмалар 
 

1 - тапсырма. Анықталмаған интегралдарды тура интегралдау тәсілімен 

табыңыз. 

  

1 кесте 

№ Тапсырмалар № Тапсырмалар №
 

Тапсырмалар
 

1 dx
x

xx



2

3 23
 10 dxxtg

e x 










2

3
 19 dx

x
 











3

91

2
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1 кесте соңы 

2 dxx
x

 











2

53

2
 11    dxxx 2

32  20   dxx 
3

53  

3 xd
xx

x
 














53

212
3

3

 12 dx
xx

 











22

11
 21   xdxx  cos23 2  

4   xdxx x

  22sin3 2  13 dx
xx

x 









24

2

1

cos

23
 22 dx

x

xx


 122

 

5 
 
 


dx

e
x

xx

12

41
 14 dx

xx
 












 2

4

52

3
 23 

 
xd

x

x



2

3
2

 

6 dxx
x

 










2sin

21

3
4

 15 dx
xx

x
 












 43

1

4 2
 24 dx

x

xxx






1

1
2

23

 

7 xd
x

xxx
 












 
3

3 2 32
 16 dx

xx
 














3

2

1

72

3
 25    dxe xx 2

4  

8 dx
xx

 











 22 9

1

4

2
 17 

 
dxx

x
 














3

3
12

43

4
 

26  
xd

x

x




2

3

2
1

 

9   xdxx 
2

3  18 
 254 2x

dx
 

27  dxxхх 23   

28   xdxx  cos1 3

 

29   xdxx 
2

3
 

30 
dx

x

xx




5 3

2 1
 

 

2 - тапсырма.  Анықталмаған интегралдарды табыңыз. 

 

2 кесте 

№ Тапсырмалар № Тапсырмалар 

1    xdee
e

xx

x
  4

1 1  14  dxx

x

x

 







 13

2

1
π  

2  xd
x

xx

 

 
1

3

2

23
 15  dx

xx

 















2

22 33  

3    xdxx


 273  16  xdxx


 135  

4    dxex
 

2
5  17  dxe xx

 2  

5   dxee xx

x
  1

3

1
 18  dxexx


1π  

6   dxee xxx


  31 65  19    xde xxx

  2π54  
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2 кесте соңы 

7    xdxx


  2543  20    dxx 

321  

8  dx
x

xx




cos

cos52sin3 2

 21  xd
x

xx

 

 
1

2

2

23
 

9  dx
x

x



2

3

cos

cos41
 22  dxexx


1π  

10    dxe xx



2

2  23  
 

xd
ee xx

  
232

1
 

11     dxxx 3
32  24   dxee xxx


  32  

12    dxee xx

  2

 25     dxe xx 2
4  

13  
 
 


dx

e
x

xx

12

41
 26 dx

x

xtg



2

2

sin

3
 

27   dxee xx
 

32  28 xd
x

x




2

231

 

29 dx
x

x

 






  

2

53 2

 30 dx
e

ee
x

xx

 

 
5

1

 

 

 3 - тапсырма. Анықталмаған интегралдарды табыңыз. 

 

3 кесте 

№ Тапсырмалар № Тапсырмалар 

1  xd
xx

 











 22 16

3

94

5
 14   













dx

xx 4

1

93

3
22

 

2  xdx
x

 










4sin

164

1
2

 15  dx
xx

 











 3

7

3

5
22

 

3  xd
x


1649

1
2

 16  xd
x x 










 4

3

15

13
2

 

4  dx
xx

 











 169

4

36

1
22

 17  dxx
x

 










2cos

83

17
2

 

5  dx
x

x 











125

2
2

 18  dx
xx

 











 1

3

71

14
2

 

6  dxx
x

 









164

1
2

 19  xd
xx

 











 22 5

7

3

4
 

7  xd
xx

 











 22 25

14

9

36
 20  dx

xx
 










 2

1

2716

6
2
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3 кесте соңы 

8  dx
xx

 











4

21
22

 21  xd
xx

 











 3

2

5

3
22

 

9  dxx
x

 










1

2536

8
2

 22  dx
xx

 











2

21
22

 

10  dx
xx

 











 12

3

763

5
2

 23  xdx
x

 











3

2
2

12

5
 

11   










dx

x
2

425

1
2

 24  dx
x

 











243

17
1  

12  dx
xx

 











 22 16

2

4

7
 25   













dx

xx 4

5

9

3
22

 

13   










dxx

x 8136

11
2

 26 xd
xx

 











 25

7

81

5
22

 

27 dx
xx

 











 22 32

3

91

7
 28 xd

xx
 












 53

7

1

2
22

 

29 dx
xx

 











22 16

43
 30 dx

xx
 












 93

3

36

5
22

 

 

4 - тапсырма. Анықталмаған интегралдарды табыңыз. 

 

4 кесте 

№ Тапсырмалар № Тапсырмалар № Тапсырмалар 

1  dx
x

x






4

42

 11 
 

dx
xx

x





3

221
 21  xd

x


19

3
2

 

2  xd
x


 5

2
2

 12 


dx
x 369

11
2

 22  dx
x


5

8
2

 

3  xd
x

x






4

43
2

2

 13  




dx

x 2

1
2 64

12
 

23  xd
x


15

12

2
 

4  dx
x


 291

1
 14 dx

x


 2763

5
 24  dx

x


 273

7

2
 

5  dx
x

x






62

3
2

2

 15 


dx
x 82

1

2
 25  dx

x


 273

4

2
 

6  dx
x


 291

1
 16 dx

x


 24

17
 26  xd

x

x






93

3
2

2
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4 кесте соңы 

7  dx
x


 294

3
 17 xd

x


 2416

2
 27 

 dx
x


13

6
2

 

8 
 

 
dx

x


 2

1
254

1
 

18   xdx



2

1

252  28 xd
x

x






9

19
2

2

 

9    dxx


 2

1
2 98  19   dxx



 2

1
2 1817  29    dxx



 2

1
29  

10   dxx


 2

1
2 6  20 xd

x


 42

1
2  30 xd

x

x






1

41
2

2

 

 

5 - тапсырма.  Анықталмаған интегралдарды дифференциал астына енгізу 

тәсілімен табыңыз. 

 

5 кесте 

№ Тапсырмалар 

1 а)  dxxe xcossin2  б) xd
x

xxx


cos
 

2 а) 
 






72

1
2 xx

dxx
 б) dx

xx

x






34

1
4

3

 

3 а) 
 224

3

x

xdx
 б) 


dx

xx

x
3ln

ln5
 

4 а) 


x

dxx

2

)ln2(
 б) 


dx

x

x
4sin1

2sin
 

5 а) 
 

dx
xx


 22

1arccos

5
 б) dx

xx

x





3 3

2

13

3
 

6 а) 


dx
x

x
241

2arcsin
 б) 

 
 2ln xx

dx
 

7 а) dx
x

x


 232

3
 б) dxxx  cossin313  

8 а) 
xx

dx

ln
 б) 

 2

5

1 x

dxx
 

9 а) 
 3

2

52 x

dxx
 б) dx

xx

x





ln1

ln1
 

10 а)   dxx 17)31(  б) dx
x

e x





2

arcsin

1

4
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5 кесте жалғасы 

11 а) 
 25 x

xdx
 б) xd

x

xсtgx




sin

cos
 

12 а) dx
x

x


cos

sin
 б)  dxxx  3 cossin  

13 а)   dxxx 4 54 31  б) dx
x

ctgxxx



2

3

sin2

sincos
 

14 а) 
 

 arctgxx

dx

12
 

б) xd
x

x
х




2

3 2 1
sin

 

15 а) 
 





3

2

12

1

x

x
 б) 




dx

xx

x
2)sin(

cos1
 

16 а) dx
x

x


1cos

sin
 б)  dxxx  3 sincos  

17 а) 


x

dxx)ln2(
 б) 

 






1

11ln

x

dxx
 

18 а)   dxxx 22
 б) 

 4

3

31

4

x

dxx
 

19 а) xd
x

x


1cos

sin3
2

 б) 


dx
x

x3 ln1
 

20 а)   dxx 26)3,1(  б)  dx
x

xsin
 

21 а) 
 291

3

x

dxxarctg
 б) xd

e

e
x

x


 21

 

22 а)   dxxx 4 21  б) xd
x

x


14

2
 

23 а) 
xx

dx
3ln

 б) 
 

dx
x

x






1

1ln3
 

24 а) 


dx
x

x

3 21

3
 б) dx

x

arctgxx

 













21

1
2  

25 а) dx
x

x 











22

4

1
log  б) dx

xx

tgx
 













22 sin

2

1

1
 

26 а) dxxx
3 2sincos  б) 



x

dxx)ln2( 2

 

27 а) dx
x

e x

  б) 


dx
x

xctg
2sin

1
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5 кесте соңы 

28 а) dx
x

arctgx






1

1
2

 б) dx
x

xx





2

2

1

arcsin1
 

29 а) 
 xx

dx
2cos3

4
 б) dx

x

x






4

34ln
 

30 а) xd
x

x

 2sin1

cos2
 б) dx

xx

x






19

3
3

2

 

 

6 - тапсырма. Анықталмаған интегралдарды бөліктеп интегралдау әдісімен 

табыңыз. 

 

6 кесте 

№ Тапсырмалар 

1 а)    xdxx ln21  б)    dxxarctg 12  

2 а)  dx
x

x
2

sin  б) 
 xdxe x sin1  

3 а)    dxxarctg 1  б) 
 dxex x 122  

4 а)  xdxarcsin  б)   dxx 1ln 2
 

5 а)  xdxx ln  б)  xdxe x cos  

6 а)    xdxx sin1  б)  dx
x

xln
 

7 а)    xdxx cos21  б)  xdx2ln  

8 а)  dxx x3  б)  xdxcosln  

9 а)      dxxx 2cos2  б)   dxxlnsin  

10 а)    dxx31ln  б)  xdxx sin2  

11 а)    dxxx 1ln  б)    xdxx 3cos42
 

12 а) 
 dxxe x  б)  dx

x

x
2sin

 

13 а)  xdxx 3sin  б) 
 


dx

x

x
22

2

1
 

14 а)  xdxx 2cos  б)    dxx 14ln 2
 

15 а)   dxxlncos  б)  dx
e

x
x

3

 

16 а)  xdxarccos  б) dxx x

 22
 

17 а) dxx x

 3  б)  xdxsinln  



10 
 

6 кесте соңы 

18 а)  dxxarcsin  б)  xdxsinln  

19 а)  xdxx 3ln  б)    dxxx 1ln2
 

20 а)    dxxx 3sin  б) dxxx
2

ln  

21 а)      dxxx 3ln1  б)    xdxx ln2  

22 а) 


dxxe
x

3

2

 б)  dxx2ln  

23 а)  dx
x

arctg
2

 б)  dx
x

x
3 2

ln
 

24 а) dxxx ln2  б)   dxxlncos  

25 а)   dxx )12ln(  б) 
 




dx
x

x
32

2

1
 

26 а)  dxxe

x

2  б)    xdxx 2sin1 2
 

27 а)  dx
e

x
x3

 б) dxx x


12  

28 а)    dxx x53  б)  dx
x

x
2cos

 

29 а)  dxxarctg  б)  dx
x

xln
 

30 а)      dxxx 1sin12  б)   xdxx 2cos)1( 2
 

 

7 - тапсырма.  Квадрат үшмүшелік өрнегінің анықталмаған интегралдарын 

табыңыз. 

 

7 кесте 

№ Тапсырмалар № Тапсырмалар 

1 
 22 xx

dx
 14  

 52 xx

dx
 

2  
 223 xx

dx
 15  

 522 xx

dx
 

3  
 682 xx

dx
 16  

 223 xx

dx
 

4  
 322 xx

dx
 17  

 13 2 xx

dx
 

5  
 32 2 xx

dx
 18  

 522 xx

dx
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7 кесте соңы 

6  
 344 2 xx

dx
 19  

 233 xx

dx
 

7  
 12 xx

dx
 20 

 144 2 xx

dx
 

8 
 332 xx

dx
 21  

 142 xx

dx
 

9  
 342 2 xx

dx
 22  

 251 xx

dx
 

10  
 32 xx

dx
 23  

 1132 xx

dx
 

11 
 251 xx

dx
 24  

 13 2 xx

dx
 

12  
 233 xx

dx
 25  

 344 2 xx

dx
 

13  
 542 xx

dx
 26 

 132 xx

dx
 

27 
 21 xx

dx
 28 

 592 xx

dx
 

29 
 12 xx

dx
 30 

 222 xx

dx
 

 

8 - тапсырма.  Анықталмаған интегралдарды есептеңіз. 

 

8 кесте 

№ Тапсырмалар 

1 а) 
   

dx
xxx

xx






412

42

 б) 
   

dx
xx

xx





222

3

52

12
 

2 а) 
  




dx

xxx

xx

961

57
2

2

 б) 
 




dx

xxx

x

3

13
2

 

3 а) 
  




dx

xxx

x

121

3
2

2

 б) 
  

dx
xxx

xxxx






321

812114
2

234

 

4 а) 
 
1

3
2 xx

dx
 б) 

  



dx

xxx

xx

221

57
2

2

 

5 а) 
  




dx

xxx

x

12

2
 б) 




dx

x

xx

1

223
3

2
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8 кесте жалғасы 

6 а) 
 



dx

x

xx
3

2

3

64
 б) 




dx

xxx

xx

44

223
3

2

 

7 а) 



dx

xxx

xx
23

2

2

332
 б) 

 



dx

xxx

x

54

5
2

2

 

8 а) 
  




dx

xxx

x

32

52 2

 б) 



dx

x

xx
3

2

1

23
 

9 а) 
   




dx

xxx

x

211

13
 б) 

   
dx

xx

xx






41

22
22

2

 

10 а) 
 



dx

x

xx
3

2

3

932
 б) 

  
 41 22 xx

dx
 

11 а) 
   




dx

xx

xx

21

1
2

2

 б) 
   

 11

2
22

xx

dx
 

12 а) 
 




dx

xxx

x

54

5
2

2

 б) 
 




dx

xx

xx

4

6
22

2

 

13 а) 
 



dx

x

xx
3

2

2

32
 б) dx

x

x






1

2
3

2

 

14 а) 
 




dx

xx

x

1

12
2

 б) 
  




dx

xx

xx

31

52
2

2

 

15 а) 
  




dx

xxx

xx

324

52
2

2

 б) dx
x

xx






1

1
4

3

 

16 а) 
  




dx

xxx

xx

1033

527
2

2

 б) dx
x

x


13
 

17 а) 
  




dx

xxx

xx
2

2

11

1
 б) 

  


dx
xx

x
22

2

11
 

18 а) 
  




dx

xx

xx
2

2

21

22
 б) 




dx

xxx

xx

33

4
23

2

 

19 а) 
  




dx

xxx

xx

22

53
2

2

 б) 



dx

xxxx

xx
234

3 3
 

20 а) 
  




dx

xxx

xx

962

57
2

2

 б) 
 

dx
xx

xx





22

24

1

1
 

21 а) 
 

dx
xx

x





3

3

1

1
 б) 

 
dx

xx

xx






2

13
22

3

 

22 а) 
 



dx

xx

xx

2

2
3

2

 б) 
  




dx

xxx

x

521

3
2

2
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8 кесте соңы 

23 а) 
  

 12 2

4

xx

dxx
 б) 

  



dx

xxx

xx

11

33
2

2

 

24 а) 
  


dx

xxx

x

2

2
2

 б) 
 

dx
xx

xx






9

12
22

3

 

25 а) 
   




dx

xx

x

21

4
2

 б) 
   

dx
xx

xx






12

1
22

3

 

26 а) 
   




dx

xx

xx

31

2
2

2

 б) 
 

dx
xx

xx






4

816
23

4

 

27 а) 
  

dx
xxx

x





2

12

21
 б) 

 
dx

xxx

xx






52

54
22

2

 

28 а) 
 

dx
xxx

x






34

1
2

2

 б) 
   

dx
xx

x






11

3
22

2

 

29 а) 
 

dx
xx

xx





23

3

3

14
 б) 

   
dx

xx

xxx





2222

23

32

2
 

30 а) 
   

dx
xxx

x





22

2

21

23
 б) 

  
dx

xxx

xx





22

2

12

63
 

 

9 - тапсырма.  Анықталмаған интегралдарды есептеңіз. 

 

9 кесте 

№ Тапсырмалар № Тапсырмалар 

1 
x

xdx
6

3

sin

cos
 16 


dx

x

x

3sin1

3cos
 

2  xdxctg 6
 17  xdx23 cosxsin  

3 
 )1cos2(sin 2 xx

dx
 18 

x

dxxtg

2cos

2
2

3

 

4  dx
x

x
 6

2

cos

sin
 19  xdx43 sinxcos  

5 
 1cossin2 xx

dx
 20 


dx

x

x
3 cos32

sin
 

6  


dx
x

x

sin1

sin 2

 21 
x

dxxctg

3sin

3
2

3

 

7  
 xx

dx
22 cossin2

 22 
 x

dx
2sin1

 

8  


dx
x

x

cos1

cos
 23 


dx

x

x
2

2

cos4

sin
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9 кесте соңы 

9  dx
x

x
 2

4

sin

cos
 24  xdx2cos2xsin 3  

10  xdxx 2sin3sin  25 


dx
x

x

2cos4

2sin
 

11 


dx
xx

x

2sin3sin

cos
2

 26 
 x

dx
2sin4

 

12   3 2

3

cos

sin

x

xdx
 27 

 xx

dx
22 cos6sin5

 

13  
 x

dx

cos25
 28 

 xx

dx
22 cos3sin2

 

14 dx
x

x


3 2 52sin2

2cos
 29 

 )sin2cos2(sin xxx

dx
 

15 
 xx

dx

cossin
 30 

 xx

dx

cos5sin23
 

 

10 - тапсырма   Анықталған интегралдарды есептеңіз. 

 

10 кесте  

№ Тапсырмалар № Тапсырмалар № Тапсырмалар  

1 
3

1

23 532
dx

x

xx
 10 



0

1

3 32
dx

x

xx
 18 



3

0 1
dx

x

x
 

2 


3

1
223 xx

dx
 11 



8

1
3 23 x

dx
 19  










4

1

2

5
2 dx

x
x  

3 
1

4

1
2x

dx
 12 

4

1

dx
x

e x

 20 


0

1

3 dxe x  

4 

2

1

lne

dx
x

x
 13 

3

0

2cos



x

dx
 21   

3

1

12 dxx  

5 
e

e

x

dx

1

 
14 

  
3

0

5cos dxx x  
22  

2

3ln

0

xx ee

dx
 

6 


5

0
225 x

dx
 15   

1

1

22 dxxx  23 
2

1

1
dx

x

x
 

7   
1

0

2

1 dxx  16 
16

1

4 5 dxx  24 
2

1

4

2 1
dx

x

x
 

8 


5ln

0

dxxe x  17 
3

2

3 2 dxx  25 
1

0

2

dxxex  
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10 кесте соңы 

9 

 

0

1

2 94x

dx
 

26 
3

1

4

1
4

2
dx

x
 27 

 

2ln

0 2 xx ee

dx
 

28 
2

3 2
sin



 x

dx
 29 


8

1
3 xx

dx
 

30 

36

0

dxx  

 

11 - тапсырма.  Берілген сызықтармен шектелген D жазық фигурасының 

ауданын табыңыз. 

 

11 кесте 

№ Тапсырмалар № Тапсырмалар № Тапсырмалар 

1 D: 








2

2

2 xy

xy
 11 D:













22
,0

cos


xy

xy

 21 D:

 







3

2

xy

xy
 

2 D:

 







0,0 xy

ctgxy
 12 D:

 









xy

xy 2

 22 D:

 







2

12

y

xy
 

3 D:

 







0,1 xy

tgxy
 13 D













2
0,cos

cos


xxy

xy

 23 D








xy

yx 4
 

4 D:

 











1,1

1

1
2

xy

x
y

 14 D:

 







0,3 xy

tgxy
 24 D:

 










0,
4

xy

arctgxy

  

5 D:

 









xy

xy

2

3

 15 D:

 







2,9

3

xy

xy
 25 D:

 







0,1

2

xy

xtgy
 

6 D:

 










0,
4

arcsin

xy

xy

  16 D:

 







1

2 2

y

xy
 26 D:









exxy

xy

,ln

ln
 

7 
D:













0,4

4

yxy

x
y

 

 

17 D:

 










4

3

yx

x
y

 27 D:

 







4,0 xy

xy
 

8 D:

 










2,1

1

xy

x
y

 18 D:

 







2

2

4

4

yx

xy
 28 D:

 







2

32

x

xy
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11 кесте соңы 

9 
D:

 










4
0,0

cos


xy

xy

 

 

19 
D:

 










3
0,0

sin


xy

xy

 

 

29 D:












0,3

3

xxy

x
y

 

10 D:








4,3

4

xyx

xy
 20 D: 







 

3ln,1 xy

ey x

 30 D: 












2
,1


xy

ctgxy

 

 

12 - тапсырма. 1-текті меншіксіз интегралдарды есептеңіз немесе оның 

жинақсыздығын дәлелдеңіз. 

 

12 кесте 

№ Тапсырмалар № Тапсырмалар № Тапсырмалар 

1 


3

2 23xx

dx
 11 

 


2

2
1lne xx

dx
 21 

 


1

2 1xx

dx
 

2 


0

4 19x

xdx
 12 



0
4

3

116x

dxx
 22 



0

241

2
dx

x

xarctg
 

3 



0

12x

dx
 13 



2

3ln xx

dx
 23 

 


0

2ln1 xx

dx
 

4  


2

2 241 xarctgx

dx
 14 



0

241

2
dx

x

xarctg
 24 



1

2 299 xx

dx
 

5 






0

2

2

4

3
dx

x

x
 15 

 







0
3 2 14

2

xx

dxx
 25 

 







0

2 544

1

xx

dxx
 

6 
 








0

2 72

1

xx

dxx
 16 

 







4
3 2 14

2

xx

dxx
 26 

 



0 4 52 16x

xdx
 

7 
 




0
3

43

2

8x

dxx
 17 



0

sin xdxx  27 


0

2 1xx

dx
 

8 














0

23

2

11
dx

x

x

x

x
 18 



1

2 4xx

dx
 28 



0

2 1
dx

x

actgx
 

9 


0

2 13x

dx
 19 



0
24 x

dx
 29 



0

32 xe

dx
 

10 


2
ln xx

dx
 20 

 

2

1
3 1x

dx
 30 




1

2 4xx

dx
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1.3 Типтік нұсқаның шешуі  

 

1 - 4 тапсырмаларға нұсқау. 

Бұл тапсырмалар тура интегралдау (А қосымшасы), яғни кейбір 

қарапайым түрлендірулер мен анықталмаған интегралдар қасиеттерін және 

оның кестесін қолдану арқылы орындалады.  

Анықталмаған интегралдар қасиеттері: 

    

    

   

   

          

 


















.)5

.)4

.)3

.)2

.)1

2121
dxxfdxxfdxxfxf

dxxfadxxaf

CxFxdF

dxxfdxxfd

xfdxxf

 

 

Анықталмаған интегралдар кестесі: 

 



 











 













































.sincos)8

.ln
2

1
)15.cossin)7

.ln
2

1
)14.)6

.
1

)13.
ln

)5

.ln)12.ln)4

.arcsin)11.
1

)3

.
sin

)10.)2

.
cos

)9.0)1

22

22

22

22

22

22

1

2

2

Cxdxx

C
ax

ax

aax

dx
Cxdxx

C
xa

xa

axa

dx
Cedxe

C
a

x
arctg

axa

dx
C

a

a
dxa

Сaxx
ax

dx
Cx

x

dx

C
а

х

xa

dx
C

n

x
dxx

Cxctg
x

dx
Cxdx

Cxtg
x

dx
Cdx

xx

x

x

n

n

  

1 - 4 тапсырмаларына мысалдар. 

1. Интегралды табыңыз: 
 



dx

x

x
3

2

2
 . 

Шешуі:  

 
 













 


 dxxxxdx
x

xx
dx

x

x 22

5

3

33

2

44
442

 



18 
 

.
122

12
1

2

5
4

13
444

32

12
1

2

5

13

22

5

3 C
xxx

C
xxx

dxxdxxdxx 




















     

Жауабы: .
122

32 xxx
C   

2. Интегралды табыңыз: 


dx
x

xx

5

352

 . 

Шешуі: 

  





















.

5

3
ln

5

3

5ln

5

5

3
5

5

352

Cdxdxdx

x

xx

x

x

xx

 

Жауабы:     .

5

3
ln

5

3

5ln

5
C

x

x












  

3. Интегралды табыңыз: 



dx

x

x

2cos1

cos1 2

. 

Шешуі:  

 






dx

x

x
xxdx

x

x
2

2

2

2

cos

cos1

2

1
cos22cos1  

2cos1

cos1

    .
2

1

2

1

2

1

cos2

1
2

Cxxtgdx
x

dx
 

Жауабы:  Cxxtg 
2

1

2

1
. 

4. Интегралды табыңыз:  












dx

xx 92

12

92

6
22

. 

Шешуі:  

.
23

23
ln2

3

2
2

2

9

2

9

ln

2

9
2

1
6

2

9

2

9

1
3

2

92

12

2

92

6

92

12

92

6

22
22

C
x

xx
arctgC

x

x

x
arctg

x

dx

x

dx
dx

xx




































 

 

Жауабы: .
23

23
ln2

3

2

3

22
C

x

xx
arctg 




  

5. Интегралды табыңыз: 



dx

x

x

102

5
2

2

. 
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Шешуі:  

  .5ln
2

1

52

1

5

5

2

1

102

5 2

22

2

2

2

Cxx
x

dx
dx

x

x
dx

x

x













  

Жауабы:   Cxx  5ln
2

1 2 . 

 

5 тапсырмаларға нұсқау. 

Бұл тапсырмада анықталмаған интегралда дифференциал астына енгізу 

ережесі қолданылады: 

         xdxfdxxxf       CxF   . 
 

5 тапсырмаларға мысал.  

а) Интегралды табыңыз: 
 72x

xdx
. 

Шешуі: тапсырманы функцияны дифференциал астына енгізу тәсілімен 

орындаймыз. 

 
.7ln

2

1

7

7

2

1

7

2

2

2
Cx

x

xd

x

xdx








  

Жауабы:  .7ln
2

1 2 Cx   

б) Интегралды табыңыз:  dxxex 45

. 

Шешуі:   

  Cexdexdedxxe xxxx 







 

5555

5

1

5

1

5

1 554 . 

Жауабы:  .
5

1 5

Ce x   

 

6 тапсырмаларға нұсқау. 

Анықталмаған интегралда бөліктеп интегралдау формуласы: 

 

  vduuvudv . 

 

Анықталмаған интегралдардың     dxxfxp  түрлерінде, мұнда  xp  - 

көпмүшелік; ал,  xf  функциясы ,ln,αsin,αcos,α xxxe x  arctgxxx ,arccos,arcsin  

функциялардың бірі болуында, соның ішінде  xf   логарифмдік немесе кері 

тригонометриялық функциялар болса, онда бөліктеп интегралдау 

формуласының қолданылуында олар міндетті түрде u  арқылы, қалғандары dv  

арқылы белгіленеді. Басқа жағдайында  xp  көпмүшелігі u  арқылы 

белгіленеді.  
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Тек анықтамаған интегралдың  вхdxeвхdxe axax cos,sin
 

түрлерінде 

интегралданушы функцияның көбейтікіштерінің қайсысын болсада бірін   u  

арқылы белгілеуге болады, мұдда бұл формуланы екі рет қолданыс табады. 

 

6 тапсырмаларға мысал. Интегралды табыңыз:    dxxx 5sin72 .

 Шешуі: анықталмаған интегралдарда бөліктеп интегралдау әдісін 

қолданамыз. 

 

    .5sin
25

2
5cos72

5

1
5cos

5

2
5cos72

5

1

5cos
5

1
,5sin

,2,72,

5sin72

Cxxxxdxxx

xvxdxdv

dxduxuvduuvudv

dxxx

 






 

 

 

Жауабы:   .5sin
25

2
5cos72

5

1
Cxxx   

 

7 тапсырмаларға нұсқау. 

Бұл тапсырмада көбейтіштерге жіктелмейтін көпмүшеліктің толық 

квадратын бөліп шығару формуласы:  

22

2

2

22

2

4

2

42
at

a
p

q

t
p

x
p

q
p

xqpxx 






















  

қолданылады. 

7 тапсырмаларға мысал. Интегралды табыңыз: 
 74 2 xx

dx
.

 
Шешуі: интегралданушы бөлшек дұрыс рационал бөлшек. Бөліміндегі 

квадрат үшмүшеліктің толық квадратын бөліп шығарамыз: 

 

.
64

47

8

1
4

64

1

4

3

8

1
4

4

3

4
434

22

22




























































 xx

x
xxx  

 

Сонымен, анықталмаған интеграл кестесінің (15) формуласы бойынша: 


























































dtdx

tx

x

xd

x

dx

xx

dx
8

1

8

47

8

1

8

1

4

1

64

47

8

14

1

34
2222

 

.
47

18

47

2

47

8

47

2

8

47

8

47

1

4

1

8

474

1
2

2

C
x

arctgC
t

arctgC
t

arctg

t

dt




















   
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8 тапсырмаларға нұсқау. 

Егер интегралданушы бөлшек бұрыс рационал бөлшек болса, онда оның 

аламын бөліміне бөлу арқылы  бүтін бөлігін бөліп шығарамыз, яғни оны бүтін 

бөлігі мен дұрыс бөлшегі қосындысы түрінде жазамыз. Ал, дұрыс 
 
 xQ

xP
 

бөлшекті қарапайым бөлшектер қосындысы түріне жіктейміз. 

8 тапсырмаларға мысал. Интегралды табыңыз: 
   

dx
xxxx

xxx





2222

23

11

52
.

 
Шешуі: интегралданушы бөлшек дұрыс рационал бөлшек. Бөліміндегі 

квадрат үшмүшелік түбірі нақты сандар емес. Рационал бөлшекті қарапайым 

бөлшектерге жіктейміз: 

 

   1111

52
2222

23













xx

NMx

x

C

x

B

x

A

xxxx

xxx
; 

     
     ;11

111152

222

2223





xxNMxxxCx

xxxBxxxAxxxx
 

       BAxNCxNMCBxMCAxxxx 23423 52  
52 23  xxx . 

 

Теңдіктің екі жағынан да бірдей дәрежелі x  айнымалысының 

коэффициенттерін теңестіріп, коэффициенттері бойынша сызықтық теңдеулер 

жүйесін аламыз: 




















































.
3

11

;
3

2

;
3

5

;5

;1

5

,1

,2

,1

,0

N

M

C

B

A

B

A

NC

NMCB

MCA

 
 

Сонымен, рационал бөлшектің қарапайым бөлшектер қосындысына 

жіктелуі: 

 

 

     1

112

3

1

13

551

11

52
2222

23













xx

x

xxxxxxx

xxx
. 

   





















 dx

xx

x

xxx
dx

xxxx

xxx

1

112

3

1

1

1

3

551

11

52
222222

23
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 

 




































 

C

x

arctgxxx
x

x

x

dx

xx

xxd
x

x
x

dx
xx

x

x

dx

x

dx

x

dx

2

3

2

1

3

8
1ln

3

1
1ln

3

55
ln

4

3

2

13

12

1

1

3

1
1ln

3

55
ln

1

1212

3

1

13

5
5

2

22

2

22

 

 
C

x
arctg

xxx

x

x










3

12

3

8

1

1
ln

5
3 2

5 3

 . 

Жауабы:  
 

C
x

arctg
xxx

x

x










3

12

3

8

1

1
ln

5

3 2

5 3

. 

 

9 тапсырмаларға нұсқау. 

Анықталмаған интегралдың  dxxxR cos,sin   түрінде  универсал 

21

2
,

2 t

dt
dxt

x
tg




 
қойылым қолданылады. Мұнда .

1

1
cos,

1

2
sin

2

2

2 t

t
x

t

t
x







  

Жеке жағдайларда: 

а) егер  интегралданушы функция xsin  функцияларына қарағанда жұп 

болса:     xxRxxR cos,sincos,sin  , онда қойылым ttgx  ;  

б) егер интегралданушы функция xx cos,sin  функциясына қарағанда тақ  

болса:    ,cos,sincos,sin xxRxxR   онда қойылым tx cos ; 

в) егер интегралданушы функция xcos  функциясына қарағанда тақ  

болса:    xxRxxR cos,sincos,sin   болса, онда қойылым tx sin . 

Интегралданушы функция тригонометриялық функциялар көбейтіндісі 

түрінде болса, онда оны олардың қосындысы немесе айырымы түрінде келесі 

формулалар арқылы келтіріліп интегралданады: 

 

    xвaxaвxax  coscos
2

1
sinsin ,      xвaxвaвxax  coscos

2

1
coscos ; 

    xвaxвaвxax  sinsin
2

1
cossin .  

 

Интегралдың dxbxx nm

 cossin  ( nm,  - бүтін сандар) түрінде: 

а) егер m  - тақ оң сан болса, онда қойылым: tx cos ;  

б) егер n  - тақ оң сан болса, онда қойылым: ;sin tx   

в) егер nm   - жұп теріс сан болса, онда қойылым:  ;tctgxttgx   

с) егер m  және n  - жұп теріс емес сандар, онда: 
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,ttgx     xxxx 2cos1
2

1
cos,2cos1

2

1
sin 22  ; 

xxx 2sin
2

1
cossin   

 формулалары қолданылады. 

9 тапсырмаларға мысал. Анықталмаған интегралдарды есептеңіз: 

1)   .sin
3

1
sinsincossin 322 Cxxxdxdxx    

2)   





 .3313

1
cos

1

,
cos

,

cos

3 332

2

2

2

4
CtgxxtgCttdtt

t
x

dt
x

dx
ttgx

x

dx
 

3) 






























 2

22

2

2

2

22 1

2

1

6

1

1
45

1

.
1

1
cos

1

2
sin,

1

2

2,
2

sin3cos45 t

dt

t

t

t

t

t

t
x

t

t
x

t

dt
dx

arctgtxt
x

tg

xx

dx
 

 
.

3
2

2

3

2

3
2

64455
2

222
C

x
tg

C
tt

dt

ttt

dt













   

10 тапсырмаларға нұсқау. 

Анықталған интегралды есептеуде Ньютон-Лейбниц формуласын 

қолданамыз:  

       .aFвFxFdxxf
в

a

в

a


 

 
Анықталған интегралда бөліктеп есептеу формуласы: 

 

. 
в

a

в

a

в

a

vduuvudv

 
 

10 тапсырмаларға мысалдар. Анықталған интегралдарды есептеңіз: 

1) 
 

 

2

1

3
3x

dx
. 

Шешуі:  

 
 
 

   
 










 











2

1

132

1

3
2

1

3

2

1

3
2

3
33

3

3

3

x
xdx

x

xd

x

dx
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      
200

21
25

2

1
3132

2

1 2222
 

. 

Жауабы:  
200

21
. 

2) 
4

0

2cos



xdxx . 

Шешуі: анықталмаған интегралда бөліктеп интегралдау формуласын 

қолданамыз: 

 

.
8

0cos
2

cos
4

1

8
2cos

4

1

8

2sin
2

1
2sin

2

1

2sin
2

1
,

 ,cos2,

2cos

4
0

4

0

4

0

4

0

 


















 

x

xdxxx
xvdudx

dvxdxux

xdxx

 

Жауабы: 
8


. 

 

11 тапсырмаларға нұсқау. 

1. Тік бұрышты координата жүйесінде жазық фигура ауданы (1 сурет):  

       .);)
12 

в

a

в

a

dxxfxfSбdxxfSа  

 

 
 

2.  
 

 







tyy

txx
 параметрлік түрде берілген фигура ауданы:

  

    
2

1

t

t

dttxtyS .

 

 

3.  r = r()   полярлық координата фигура ауданы:

 





drS 2

2

1
. 

11 тапсырмаларға мысал. Берілген сызықтармен шектелген D 

фигурасының ауданын есептеңіз: 

22
;cos3;cos2:


 xxyxyD .
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Шешуі: D фигурасын тұрғызамыз (2 сурет).
  

    



2

2

2

2

12
cos3cos2









dxxxdxyyS

 

.10sin5cos5 2

2

2

2















xdxx
  

Жауабы: 6.
 

 

 

12 тапсырмаларға нұсқау. 

Жоғарығы шегі шексіздік мешіксіз интегралы үшін: 

 

    




в

a
в

a

dxxfdxxf lim

 
 

шегі бар болса, онда меншіксіз интеграл жинақты. Егер шек жоқ болса, онда 

меншіксіз интеграл жинақсыз. 

Осы тәріздес төменгі шегі шексіздік және екі шегі де шексіздік меншіксіз 

интегралдары сәйкесінше анықталады: 

 

          ,limlim,lim   









c

a

в

c
вa

в

a
a

в

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf

 
 

мұнда . c  

12 тапсырмаларға мысал. Меншіксіз интегралды есептеңіз (немесе 

жинақсыздығын дәлелдеңіз): 

 




 
dx

xx

dx

1782
. 

 

Шешуі:  жоғарығы шегі шексіздік меншіксіз интегралы берілген. 

 

 
       

.
2

1

2

1

12

1
lim

12

1
lim

1
lim

1
2

0

2

0

3

0

3


































 




вxx

dx

x

dx

в

в

в

в

в

 

 
Интеграл жинақты.  

Жауабы: 
2

1
. 
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