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Введение 

 

Математика играет важную роль в нженерно-технических 

исследованиях. Она является не только аппаратом количественного расчета, 

но также методом точного исследования и средством предельно четкой 

формулировки   понятий и проблем. Математические методы стали составной 

частью любой технической дисциплины. Все это приводит к необходимости 

усиления прикладной направленности курса математики и повышения уровня 

фундаментальной математической подготовки студентов.  

Методические указания содержат расчетно-графические задания из 

таких разделов дисциплины «Математика 1», как «Векторная и линейная 

алгебра. Аналитическая геометрия», «Математический  анализ» (предел 

последовательности, предел, непрерывность, дифференциальное исчисление 

функции одной переменной), «Интегральное исчисление функции одной 

переменной». Приведены необходимый теорический материал и формулы, а 

также решение типового варианта.  

 

1 Расчетно-графическая работа №1. Векторы и линейная алгебра. 

Аналитическая геометрия. 

 

Цель: научить студентов решать задачи, связанные с векторами и 

действиями над ними, прямыми, плоскостями, ознакомить с понятиями 

матрицы и определителя, и действиями над ними, а также с кривыми второго 

порядка.  

 

1.1 Теорические вопросы 

 

2. Определители, их свойства. Вычисление определителей.  

3. Матрицы, действиями над ними, обратная матрица. 

4. Векторы, их длина. Действиями над векторами. Коллинеарность, 

компланарность и ортогональность векторов. Угол между векторами. 

5. Скалярное, векторное и смешанное произведение векторов, их 

применение. 

6. Уравнение прямой на плоскости и в пространстве. 

7. Уравнения плоскости. 

8. Угол между прямой и плоскостью.  

9. Расстояние от точки до прямой и до плоскости. 

10. Канонические уравнения эллипса, гиперболы, параболы.  

11. Решение систем линейных уравнений методом Крамера и 

матричным методом. 

 

          1.2  Расчётные  задания 

 

          1.  Дан определитель третьего порядка. 
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а) найти минор 𝑀𝑖𝑗 и алгебраическое дополнение 𝐴𝑖𝑗 элемента 𝑎𝑖𝑗; 

б) вычислить определитель, разложив по элементам 𝑖-ой строки; 

в) вычислить определитель, разложив по элементам 𝑗-го столбца; 

г) вычислить определитель по правилу Сарриуса (правило 

треугольников). 

 

Таблица 1  

 1.1 

    

 1.2 

  

 1.3 

  

 1.4 

 

 1.5 

  

 1.6 

  

1.7 

 
  

1.8 

 

1.9 

 

1.10 

  

1.11 

 

1.12 

 

1.13 

   

1.14 

 

1.15 

 

1.16 

 
  

1.17 

 

1.18 

 

1.19 

   

1.20 

 

1.21 

 

1.22 1.23 1.24 
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1.25 

  

1.26 

 

1.27 

 

1.28 

  

1.29 

 

1.30 

 

            

 2.  Даны матрицы A, B, C. 

а) возможно ли произведения АВ, ВС? Если возможно, то найти эти 

произведения; если невозможно, то дать объяснение; 

б) найти обратную матрицу 𝐴−1. 

 

Таблица 2  

 2.1       

 2.2          

2.3           

 2.4            

 2.5           

2.6             

 2.7             
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 2.8              

 2.9             

 2.10            

2.11             

2.12             

 2.13             

 2.14            

2.15              

 2.16              

 2.17              

 2.18             

 2.19               

2.20               
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 2.21               

 2.22               

 2.23               

 2.24               

 2.25                

 2.26                

 2.27               

 2.28                

2.29                

2.30                

          

 3. Даны точки А, В  , векторы 𝑎⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑏⃗⃗  и 𝑐 .   Найти 

 а) длину вектора 𝑎⃗ и середину отрезка АВ; 

б) проекцию вектора 𝑎⃗  на вектор 𝑐 ; 

в) площадь параллелограмма, построенного на векторах 𝑏⃗⃗  и 𝑐;  

г) объем пирамиды, построенного на векторах 𝑎⃗,  𝑏⃗⃗ , 𝑐. 
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Таблица 3  
  

  

  

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

4.  На плоскости даны точки 𝐴1, 𝐴2 и прямая 𝐿1. Написать  

 а) общее уравнение прямой 𝐿2 = (𝐴1𝐴2);  
 б) уравнение прямой 𝐿2 = (𝐴1𝐴2) с угловым коэффициентом;  

 в) уравнение в отрезках прямой 𝐿2 = (𝐴1𝐴2);  
 г) уравнение прямой 𝐿3, проходящей через точку 𝐴2, перпендикулярно 

прямой 𝐿1. 
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 Таблица 4  

4.1 𝐴1(3; 1), 𝐴2(2;−3),  
𝐿1: 𝑥 − 5𝑦 + 1 = 0 

4.2 𝐴1(−4; 1), 𝐴2(6; 2),  
𝐿1: 2𝑥 − 3𝑦 − 1 = 0 

4.3 𝐴1(−4; 7), 𝐴2(2;−13),  
𝐿1: 3𝑥 − 5𝑦 + 2 = 0 

4.4 𝐴1(5; 1), 𝐴2(−4; 2),  
𝐿1: 𝑥 − 3𝑦 − 1 = 0 

4.5 𝐴1(2; 1), 𝐴2(6;−3),  
𝐿1: 4𝑥 − 5𝑦 + 1 = 0 

4.6 𝐴1(8; 3), 𝐴2(−1; 2),  
𝐿1: 2𝑥 + 2𝑦 − 9 = 0 

4.7 𝐴1(−1; 7), 𝐴2(3;−1),  
𝐿1: 3𝑥 − 4𝑦 + 2 = 0 

4.8 𝐴1(−2; 1), 𝐴2(−7; 3),  
𝐿1: 8𝑥 − 3𝑦 − 1 = 0 

4.9 𝐴1(6; 1), 𝐴2(5;−3),  
𝐿1: 𝑥 − 7𝑦 + 4 = 0 

4.10 𝐴1(−4; 2), 𝐴2(6; 1),  
𝐿1: 2𝑥 − 5𝑦 + 4 = 0 

4.11 𝐴1(−4; 3), 𝐴2(2;−2),  
𝐿1: 3𝑥 − 𝑦 + 2 = 0 

4.12 𝐴1(7; 1), 𝐴2(−4; 2),  
𝐿1: 𝑥 − 𝑦 + 4 = 0 

4.13 𝐴1(−9; 1), 𝐴2(1;−3),  
𝐿1: 𝑥 − 5𝑦 + 1 = 0 

4.14 𝐴1(8; 1), 𝐴2(−1; 3),  
𝐿1: 2𝑥 + 5𝑦 + 8 = 0 

4.15 𝐴1(5; 7), 𝐴2(3;−1),  
𝐿1: 3𝑥 − 5𝑦 + 2 = 0 

4.16 𝐴1(−2; 7), 𝐴2(−7;−3),  
𝐿1: 7𝑥 − 6𝑦 − 1 = 0 

4.17 𝐴1(5; 1), 𝐴2(7;−3),  
𝐿1: 𝑥 − 7𝑦 + 5 = 0 

4.18 𝐴1(−4; 8), 𝐴2(2; 1),  
𝐿1: 2𝑥 − 4𝑦 − 6 = 0 

4.19 𝐴1(−4; 4), 𝐴2(9;−2),  
𝐿1: 𝑥 − 𝑦 + 2 = 0 

4.20 𝐴1(7; 6), 𝐴2(−4; 1),  
𝐿1: 2𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 

4.21 𝐴1(−8; 1), 𝐴2(1;−7),  
𝐿1: 2𝑥 − 5𝑦 + 1 = 0 

4.22 𝐴1(3; 1), 𝐴2(−1;−3),  
𝐿1: 2𝑥 − 4𝑦 + 9 = 0 

4.23 𝐴1(5; 1), 𝐴2(6;−1),  
𝐿1: 𝑥 − 5𝑦 + 2 = 0 

4.24 𝐴1(−2; 8), 𝐴2(−1; 4),  
𝐿1: 7𝑥 − 𝑦 + 4 = 0 

4.25 𝐴1(−4; 2), 𝐴2(9;−2),  
𝐿1: 9𝑥 − 𝑦 + 2 = 0 

4.26 𝐴1(2; 6), 𝐴2(−2; 1),  
𝐿1: 5𝑥 − 5𝑦 + 4 = 0 

4.27 𝐴1(−6; 1), 𝐴2(1;−9),  
𝐿1: 2𝑥 − 5𝑦 + 4 = 0 

4.28 𝐴1(10; 1), 𝐴2(−1; 5),  
𝐿1: 𝑥 + 4𝑦 − 9 = 0 

4.29 𝐴1(3; 1), 𝐴2(1;−1),  
𝐿1: 𝑥 + 5𝑦 + 8 = 0 

4.30 𝐴1(−1; 8), 𝐴2(−1; 5),  
𝐿1: 7𝑥 − 2𝑦 − 1 = 0 

 

5. Даны точки 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3. Написать   

а) общее уравнение плоскости 𝑃1 = (𝐴1𝐴2𝐴3);  

б) уравнение плоскости 𝑃1 в отрезках;  

в) каноническое уравнение прямой 𝐿1 = (𝐴2𝐴3);  

г) параметрическое уравнение прямой 𝐿1;  

д) уравнение прямой, проходящей через точку 𝐴1, перпендикулярно 

плоскости 𝑃1. 
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Таблица 5  

5.1 𝐴1(3; 1; 5), 𝐴2(2;−3; 1),  
𝐴3(4;−6; 2) 

5.2 𝐴1(7; 4; 1), 𝐴2(1;−4; 2),  
𝐴3(1; 2; 7) 

5.3 𝐴1(3; 4; 5), 𝐴2(3;−9; 1),  
𝐴3(4; 5; 7) 

5.4 𝐴1(−3; 4;−2), 𝐴2(9; 5; 1),  
𝐴3(4;−3;−1) 

5.5 𝐴1(0; 8; 5), 𝐴2(3;−2; 4),  
𝐴3(2; 5; 6) 

5.6 𝐴1(2; 5; 6), 𝐴2(3;−7; 8),  
𝐴3(5; 4;−2) 

5.7 𝐴1(−1; 4; 2), 𝐴2(1;−9; 1),  
𝐴3(4; 4; 7) 

5.8 𝐴1(1; 9;−1), 𝐴2(2; 6; 1),  
𝐴3(2; 8;−6) 

5.9 𝐴1(−1; 4; 5), 𝐴2(3;−5; 1),  
𝐴3(4; 5; 2) 

5.10 𝐴1(9; 5; 1), 𝐴2(4;−7; 8),  
𝐴3(5; 2;−2) 

5.11 𝐴1(3; 7; 5), 𝐴2(3;−9; 2),  
𝐴3(1; 5; 7) 

5.12 𝐴1(1; 6;−1), 𝐴2(2; 7; 1),  
𝐴3(2; 3;−6) 

5.13 𝐴1(0; 9; 5), 𝐴2(4;−2; 4),  
𝐴3(2; 7; 6) 

5.14 𝐴1(7; 5;−1), 𝐴2(2;−4; 1),  
𝐴3(3;−2; 7) 

5.1 𝐴1(3; 4;−1), 𝐴2(1;−7; 1),  
𝐴3(4; 3; 7) 

5.16 𝐴1(−4; 4;−2), 𝐴2(8; 5; 1),  
𝐴3(4;−3;−1) 

5.17 𝐴1(1; 4; 1), 𝐴2(1; 8; 1),  
𝐴3(4; 3;−6) 

5.18 𝐴1(2;−5; 6), 𝐴2(3;−2;−7),  
𝐴3(−5; 4;−2) 

5.19 𝐴1(2; 4; 1), 𝐴2(3;−7; 1),  
𝐴3(5; 3; 7) 

5.20 𝐴1(3; 9;−2), 𝐴2(−2; 6; 1),  
𝐴3(2; 8; 5) 

5.21 𝐴1(1; 8;−3), 𝐴2(2; 8; 1),  
𝐴3(6; 3;−6) 

5.22 𝐴1(1; 6;−5), 𝐴2(4; 7; 1),  
𝐴3(1; 3;−6) 

5.23 𝐴1(8; 4;−1), 𝐴2(1;−9; 1),  
𝐴3(4; 2; 7) 

5.24 𝐴1(8; 5;−1), 𝐴2(2;−3; 2),  
𝐴3(−3; 1; 7) 

5.25 𝐴1(1; 4;−2), 𝐴2(9; 8; 1),  
𝐴3(4;−3;−6) 

5.26 𝐴1(−4; 3; 2), 𝐴2(8; 5; 9),  
𝐴3(4;−3;−5) 

5.27 𝐴1(2; 5;−1), 𝐴2(3;−7; 8),  
𝐴3(5; 3;−2) 

5.28 𝐴1(9;−5; 6), 𝐴2(3; 2;−7),  
𝐴3(−5; 1;−2) 

5.29 𝐴1(1; 8;−1), 𝐴2(2; 6; 1),  
𝐴3(2; 3;−6) 

5.30 𝐴1(3; 9;−1), 𝐴2(−4; 6; 1),  
𝐴3(2; 7; 5) 

 

6.  Решить систем линейных равнений:  

а) методом Крамера; 

б) матричным методом. 

    

Таблица 6  

6.1  

  

6.2  

  

6.3  
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6.4  

  

6.5 

  

6.6  

  

6.7 

  

6.8 

  

6.9 

  

6.10 

 

6.11

  

6.12 

 

6.13 

   

6.14 

  

6.15  

  

6.16 

 

6.17 

 

6.18  

 
6.19 

 

6.20 

 

6.21 

 
6.22 

  

6.23 

  

6.24       

 

6.25  

  

6.26 

 

6.27 

  

6.28 

 

6.29  

  

6.30 
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 7. Дано: точка А, радиус окружности R, полуоси кривой a и b,  

директриса кривой D.  

 а) написать уравнение окружности с центром в точке А, с радиусом R;  

 б) написать каноническое уравнение эллипса с полуосями 𝑎 и 𝑏, найти 

фокусы и эксцентриситет; 

 в) написать каноническое уравнение гиперболы с действительной 

полуосью a и мнимой полуосью b, найти фокусы, эксцентриситет и написать 

уравнения асимптот; 

 г) написать уравнение параболы с вершиной в начале координат, осью 

симметрии Ох или Оу, директрисой D, найти фокус;  

 д) начертить эллипс, гиперболу, параболу.  

           

 Таблица 7  

7.1 A(2,-4), R=4, a=1, b=3, D:  x=-5 7.2 A(-8,2), R=1 , a=6, b=5, D: x=-5 

7.3 A(1,-4), R=5,  a=8 , b=3, D:  y=-6 7.4 A(5,-4), R=2, a=6, b=4, D: y=-2 

7.5 A(2,-5), R=7, a=3, b=2, D: x=4 7.6 A(1,8), R=5 , a=3, b=2, D: x=-3 

7.7 A(3,-4), R=9, a=7, b=6, D: y=-2 8.8 A(10,1), R=8, a=1, b=6, D: y=-4 

7.9 A(5,-4), R=1, a=6, b=4, D: x=-5 7.10 A(6,3), R=8 , a=2, b=3, D: x=-5 

7.11 A(1,-3), R=5 , a=8, b=2, D: y=6 7.12 A(5,5), R=2, a=1, b=3, D: y=-7 

7.13 A(2,-6), R=7, a=3, b=4, D: x=5 7.14 A(12,6), R=7, a=6, b=2, D: x=-5 

7.15 A(3,4), R=9 , a=2, b=6, D: y=-8 7.16 A(0,5), R=4, a=6, b=4, D: y=8 

7.17 A(2,-9), R=7, a=5, b=2, D: x=6 7.18 A(-5,0), R=7, a=4, b=5, D: x=1 

7.19 A(8,4), R=6 , a=8, b=5, D: y=2 7.20 A(5,1), R=2, a=9, b=1, D: x=-1 

7.21 A(5,-4), R=4, a=6, b=4, D: x=1 7.22 A(-3,2), R=4, a=8, b=4, D: y=1 

7.23 A(1,8), R=5, a=9, b=4, D: y=-6 7.24 A(9,1), R=6, a=4, b=7, D: x=-3 

7.25 A(2,-5), R=7, a=7, b=4, D: x=9 7.26 A(-9,2), R=7, a=1, b=8, D: y=7 

7.27 A(7,4), R=5, a=1, b=7, D: y=8 7.28 A(11,-4), R=2, a=2, b=4, D: x=8 

7.29 A(-2,5), R=5, a=7, b=1, D: x=8 7.30 A(12,-4), R=7, a=3, b=5, D:y=-9 

           

 8. Привести к каноническому вид уравнение кривой второго порядка и 

начертить. 

   

 Таблица 8 

8.1 𝑥2 + 8𝑥 + 2𝑦 + 20 = 0 8.2 9𝑥2 + 4𝑦2 − 54𝑥 − 32𝑦 + 10 = 0 

8.3 𝑥2 + 8𝑥 + 2𝑦 + 16 = 0 8.4 2𝑥2−2𝑦2 + 2𝑥 = 0 

8.5 𝑥2 + 2𝑦2 − 2𝑥 + 8𝑦 + 7 = 0 8.6 −5𝑦2 + 𝑥 + 20𝑦 − 6 = 0 

8.7 4𝑥2 + 8𝑥 − 6𝑦 + 28 = 0 8.8 𝑥2 + 6𝑥 − 2𝑦 + 5 = 0 



13 
 

8.9 𝑥2+9𝑦2 − 40𝑥 + 36𝑦 + 100 = 0 8.10 16𝑥2−9𝑦2 − 64𝑥 − 18𝑦 + 199 = 0 

8.11 4𝑦2 − 2𝑥 + 8𝑦 + 28 = 0 8.12 9𝑥2+10𝑦2 + 40𝑦 − 50 = 0 

8.13 3𝑥2−4𝑦2 + 18𝑥 + 20 = 0 8.14 𝑥2 + 6𝑥 − 2𝑦 + 30 = 0 

8.15 𝑦2 + 4𝑥 + 8𝑦 + 16 = 0 8.16 4𝑦2 + 8𝑥 + 12𝑦 + 10 = 0 

8.17 4𝑥2 + 8𝑥 + 2𝑦 + 30 = 0 8.18 𝑥2−4𝑦2 − 2𝑥 − 24𝑦 − 64 = 0 

8.19 𝑦2 − 8𝑥 + 8𝑦 + 32 = 0 8.20 𝑥2+𝑦2 − 2𝑥 + 8𝑦 + 9 = 0 

8.21 5𝑥2+9𝑦2 + 30𝑥 + 18𝑦 + 9 = 0 8.22 4𝑦2 + 8𝑥 + 16𝑦 + 30 = 0 

8.23 −𝑦2 + 8𝑥 − 2𝑦 − 9 = 0 8.24 9𝑥2−𝑦2 − 18𝑥 − 6𝑦 − 10 = 0 

8.25 9𝑥2−16𝑦2 − 36𝑥 − 64𝑦 − 127 = 0 8.26 −3𝑦2 + 2𝑥 − 12𝑦 + 30 = 0 

8.27 −𝑦2 + 12𝑥 − 2𝑦 − 25 = 0 8.28 𝑥2−𝑦2 − 4𝑦 − 4 = 0 

8.29 𝑥2+𝑦2 + 8𝑥 − 12𝑦 + 20 = 0 8.30 −5𝑦2 − 4𝑥 + 10𝑦 + 3 = 0 

  

9. Даны комплексные числа z1 и z2 . Найти: 

а) модуль комплексного числа z1; 

б) аргумент комплексного числа z1; 

в) представить комплексное число z1 в тригонометрической и 

показательной форме; 

г) сумму и произведение комплексных чисел z1 и z2; 

д) (z2)
5;   

          е) 3
2z . 

 

 Таблица 9 

9.1 

)
2

sin
2

(cos28

;88

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.2 

)
3

2
sin

3

2
(cos5

;355

2

1


iz

iz

+=

+=

 

9.3 

)
2

3
sin

2

3
(cos27

;77

2

1


iz

iz

+=

−−=

 

9.4 

)
4

sin
4

(cos16

;10

2

1


iz

z

+=

−=

 

9.5 

)
4

5
sin

4

5
(cos18

;399

2

1


iz

iz

+=

+−=

 

9.6 

)
4

6
sin

4

6
(cos23

;33

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.7 

)sin(cos4

;322

2

1

 iz

iz

+=

−=
 

9.8 

)
6

5
sin

6

5
(cos27

;2727

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.9 

))
4

3
sin()

4

3
(cos(24

;44

2

1


−+−=

+−=

iz

iz

 

9.10 

)
6

2
sin

6

2
(cos12

;366

2

1


iz

iz

+=

+=
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9.11 

)
4

7
sin

4

7
(cos18

;939

2

1


iz

iz

+=

−−=

 

9.12 

)
3

5
sin

3

5
(cos8

;344

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.13 

))
3

sin()
3

(cos(8

;434

2

1


−+−=

−−=

iz

iz

 

9.14 

)
4

7
sin

4

7
(cos25

;55

2

1


iz

iz

+=

−−=

 

9.15 

)
4

sin
4

(cos9

;9

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.16 

)
6

5
sin

6

5
(cos3

;3

2

1


iz

iz

+=

=

 

9.17 

)
4

7
sin

4

7
(cos32

;33

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.18 

)
3

6
sin

3

6
(cos2

;22

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.19 

)
6

9
sin

6

9
(cos32

;33

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.20 

))
3

sin()
3

(cos(28

;88

2

1


−+−=

−=

iz

iz

 

9.21 

)
6

5
sin

6

5
(cos3

;3

2

1


iz

iz

+=

=

 

9.22 

)sin(cos64

;64

2

1

 iz

z

+=

−=
 

9.23 

)
3

5
sin

3

5
(cos64

;64

2

1


iz

iz

+=

=

 

9.24 

)
8

6
sin

8

6
(cos6

;333

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.25 

)
6

7
sin

6

7
(cos26

;66

2

1


iz

iz

+=

+=

 

9.26 

)
3

2
sin

3

2
(cos5

;5

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.27 

)
6

8
sin

6

8
(cos32

;33

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.28 

))
4

sin()
4

(cos(28

;88

2

1


−+−=

−=

iz

iz

 

9.29 

)
4

5
sin

4

5
(cos2

;3

2

1


iz

iz

+=

−=

 

9.30 

)
6

10
sin

6

10
(cos3

;13

2

1


iz

iz

+=

−=
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1.3 Решение типового варианта. 

   

1.  Дан определитель третьего порядка: |
1 3 −1
0 4 −1
2 1    2

|,   𝑖 = 2, 𝑗 = 3. 

а) найти минор 𝑀𝑖𝑗 и алгебраическое дополнение 𝐴𝑖𝑗 элемента 𝑎𝑖𝑗; 

б) вычислить определитель, разложив по элементам 𝑖-ой строки; 

в) вычислить определитель, разложив по элементам 𝑗-го столбца; 

г) вычислить определитель по правилу Сарриуса (правилу 

треугольников). 

 

Решение: 

a) минор 𝑀𝑖𝑗 элемента 𝑎𝑖𝑗 равен определителю, полученному из 

данного вычеркиванием  𝑖-ой строки и  𝑗-го столбца, т.е. чтобы найти минор 

𝑀23 необходимо вычеркнуть 2-ую строку и 3-й столбец данного определителя. 

Тогда                            

𝑀23 = |
1 3
2 1

| = 1 ∙ 1 − 3 ∙ 2 = −5. 

Алгебраическое дополнение 𝐴𝑖𝑗 вычисляем по  формуле 

 

𝐴𝑖𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗: 

 

𝐴23 = (−1)
2+3𝑀23 = −1 ∙ (−5) = 5. 

 

б) формула вычисления определителя разложением по элементам 2-ой 

строки имеет вид:     

|

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| = 𝑎21 ∙ 𝐴21 + 𝑎22 ∙ 𝐴22 + 𝑎23 ∙ 𝐴23. 

 

Значит, 

|
1 3 −1
0 4 −1
2 1    2

| = 0 ∙ (−1)2+1 ∙ |
3 −1
1   2

| + 4 ∙ (−1)2+2 ∙ |
1 −1
2   2

| + 

 

         +(−1) ∙ (−1)2+3 ∙ |
1 3
2 1

| = 11. 

в) формула вычисления определителя разложением по элементам 3-го 

столбца имеет вид:     

|

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| = 𝑎13 ∙ 𝐴13 + 𝑎23 ∙ 𝐴23 + 𝑎33 ∙ 𝐴33. 

Значит, 
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|
1 3 −1
0 4 −1
2 1    2

| = −1 ∙ (−1)1+3 ∙ |
0 4
2   1

| + (−1) ∙ (−1)2+3 ∙ |
1 3
2  1

| + 

 

         +2 ∙ (−1)3+3 ∙ |
1 3
0 4

| = 11. 

 

г) вычисляем определитель по правилу Сарриуса (правилу 

треугольников):  

|
1 3 −1
0 4 −1
2 1    2

| = 1 ∙ 4 ∙ 2 + 3 ∙ (−1) ∙ 2 + 0 ∙ 1 ∙ (−1) − (−1) ∙ 4 ∙ 2 − 3 ∙ 0 ∙ 2 − 1 ∙ (−1) ∙ 1

= 11. 

         2.  Даны  матрицы 𝐴 = (
2    1    3
4 −3    2
6    1 −2

), 𝐵 = (
1 1 1 1
3 3 3 3

),  𝐶 = (

1
2
3
4

) . 

а) возможно ли произведения АВ, ВС? Если возможно, то найти эти 

произведения; если невозможно, то дать объяснение; 

б) найти обратную матрицу 𝐴−1. 

 

Решение: 

а) Если количество столбцов матрицы  А равно  количеству строк 

матрицы  В, то произведение матриц  А и В возможно. Определим 

размерность матриц: 𝐴3×3, 𝐵2×4, 𝐶4×1. Т.к.  𝐴3×3 ∙ 𝐵2×4 = |3 ≠ 2|, то 

произведение невозможно.  Т.к. 𝐵2×4 ∙ 𝐶4×1 = |4 = 4|, то произведение 

возможно.  Матрица  Е, равная произведению  матриц В и С, содержит 

столько строк, сколько в матрице  В и столько столбцов, сколько в матрице  С 

столько строк, сколько в матрице: 𝐴𝑚×𝑘 ∙ 𝐵𝑘×𝑛 = 𝐸𝑚×𝑛.  

Элемент 𝑒𝑖𝑗 матрицы Е равен сумме произведений соответствующих 

элементов i-ой строки матрицы В и j-го столбца матрицы С.  

Итак,  

𝐸 = 𝐵 ∙ 𝐶 = (
1 1 1 1
3 3 3 3

) ∙ (

1
2
3
4

) = (
1 ∙ 1 + 1 ∙ 2 + 1 ∙ 3 + 1 ∙ 4
3 ∙ 1 + 3 ∙ 2 + 3 ∙ 3 + 3 ∙ 4

) = (
10
30
). 

б) Если определитель квадратной матрицы отличен от нуля, то для 

такой матрицы существует обратная матрица; если равен нулю, обратная 

матрица не существует. Формула обратной матрицы имеет вид:   
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𝐴−1 =
1

|𝐴|
(

𝐴11 𝐴21 𝐴31
𝐴12 𝐴22 𝐴32
𝐴13 𝐴23 𝐴33

), 

 

где |𝐴| – определитель матрицы А; 𝐴𝑖𝑗 – алгебраические дополнения. 

Вычислим определитель матрицы А:  

|𝐴| = |
2    1    3
4 −3    2
6    1 −2

| = 94 ≠ 0, т.е. 𝐴−1 существует. Находим 

алгебраические дополнения матрицы А: 

 
 

 𝐴−1 =
1

94
(
4 5 11
20 −22 8
22 4 −10

) =

(

 
 

4

94

5

94

11

94
20

94

−22

94

8

94
22

94

4

94

−10

94 )

 
 
=

(

 
 

2

47
    

5

94
    
11

94
10

47
−
11

47
    

4

47
11

47
    

2

47
−

5

47)

 
 
. 

 

  

 3. Даны точки А(7, -9, 3),  В(1, 0, -5), векторы 𝑎⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑏⃗⃗(1; 0; 5)  и 

𝑐(6; 1;−2).  
 Найти: 

 а) длину вектора 𝑎⃗ и середину отрезка АВ; 

б) проекцию вектора 𝑎⃗  на вектор 𝑐 ;  

в) площадь параллелограмма, построенного на векторах 𝑏⃗⃗  и 𝑐;  

г) объем пирамиды, построенного на векторах 𝑎⃗,  𝑏⃗⃗ , 𝑐. 

 

       Решение: 

а) 𝑎⃗ = (1 − 7, 0 − (−9),−5 − 3)  =  (−6, 9,−8);   

                |𝑎⃗| = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = √(−6)2 + 92 + (−8)2 = √181; 

 

Середину отрезка АВ  обозначим точкой С, тогда:  

 

𝐶 (
𝑥1+𝑥2

2
;  
𝑦1+𝑦2

2
;  
𝑧1+𝑧2

2
), 

 



18 
 

т.е. 𝐶 (
7+1

2
;  
−9+0

2
;  
3+(−5)

2
), 𝐶(4; −4,5; −1). 

 

б) проекция вектора 𝑎⃗  на вектор 𝑐  вычисляют по  

формуле: 

Пр𝑐𝑎⃗ =
𝑎⃗ ∙ 𝑐

|𝑐|
, 

 

где   𝑎⃗ ∙ 𝑐 = 𝑥1 ∙ 𝑥3 + 𝑦1 ∙ 𝑦3 + 𝑧1 ∙ 𝑧3 – скалярное произведение.  

 

Если векторы ортогональны, ондтоа 𝑎⃗ ∙ 𝑐 = 0.  

𝑎⃗ ∙ 𝑐 = −6 ∙ 6 + 9 ∙ 1 + (−8) ∙ (−2) = −11, 
 

|𝑐| = √62 + 12 + (−2)2 = √41,  
 

Пр𝑐𝑎⃗ =
𝑎⃗⃗∙𝑐

|𝑐|
=

−11

√41
= −

11√41

41
.     

      

в) площадь параллелограмма, построенного на векторах 𝑏⃗⃗  и 𝑐, равна 

модулю векторного произведения векторов 𝑏⃗⃗  и 𝑐:  

𝑆паралл. = |𝑑| = |𝑏⃗⃗ × 𝑐|, где 𝑏⃗⃗ × 𝑐 – векторное произведение.  

 
 

 
 

 
 

𝑆паралл. = √1050 = 5√42  кв.ед. 

 

 г) объем пирамиды, построенного на векторах 𝑎⃗,  𝑏⃗⃗ , 𝑐, равен модулю 

смешанного произведения этих векторов: 

 

𝑉паралл. = |(𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐)|,  

 

𝑉пир =
1

6
𝑉паралл. 
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𝑉пир =
1

6
𝑉паралл. =

1

6
|(𝑎⃗, 𝑏⃗⃗, 𝑐)| =

1

6
||

𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2
𝑥3 𝑦3 𝑧3

|| =
1

6
||
−6 9 −8
   1 0    5
   6 1 −2

|| = 

 

=
1

6
|310| =

310

6
=

155

3
= 51

2

3
  куб. ед. 

 

4.  На плоскости даны точки 𝐴1(4;−2), 𝐴2(8; 1) и прямая 

𝐿1:   𝑥 + 4𝑦 + 5 = 0.  

Написать:  

 а) общее уравнение прямой 𝐿2 = (𝐴1𝐴2);  
 б) уравнение прямой 𝐿2 = (𝐴1𝐴2) с угловым коэффициентом;  

 в) уравнение в отрезках прямой 𝐿2 = (𝐴1𝐴2);  
 г) уравнение прямой 𝐿3, проходящей через точку 𝐴2, перпендикулярно 

прямой 𝐿1. 

 

 Решение:  

 a) уравнение прямой, проходящей через две заданные точки 𝐴1(𝑥1; 𝑦1)  и 

𝐴2(𝑥2; 𝑦2):  
𝑥−𝑥1

𝑥2−𝑥1
=

𝑦−𝑦1

𝑦2−𝑦1
 . 

 

Получим общее уравнение прямой 𝐿2:  
𝑥−4

8−4
=

𝑦−(−2)

1−(−2)
  ⇒ 

𝑥−4

4
=

𝑦+2

3
  ⇒  3𝑥 − 12 = 4𝑦 + 8  ⇒ 3𝑥 − 4𝑦 − 20 = 0, 

A=3, B=-4, C=-20.  

 

 Геометрический смысл коэффициентов А, В – они являются 

координатами  нормаль-вектора данной прямой:  𝑛⃗⃗(3;−4) ⊥ 𝐿2; 

б) уравнение прямой с угловым коэффициентом имеет вид  

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏, 
 

поэтому преобразуем общее уравнение: 

3𝑥 − 4𝑦 − 20 = 0 ⇒  4𝑦 =  3𝑥 − 20 ⇒ 𝑦 =
3𝑥 − 20  

4
  ⇒   𝑦 =

3

4
𝑥 − 5, 𝑘 =

3

4
; 

   

 в) уравнение в отрезках прямой имеет вид:    

 
𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
= 1. 

 

3𝑥 − 4𝑦 − 20 = 0 ⇒  3𝑥 − 4𝑦 = 20 ⇒  
3𝑥

20
−
4𝑦

20
= 1 ⇒  

𝑥
20

3

+
𝑦

−5
= 1 , 

𝑎 =
20

3
, 𝑏 = −5; 
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 г) уравнение прямой 𝐿3, проходящей через точку 𝐴2(8; 1), 

перпендикулярно прямой 𝐿1:   𝑥 + 4𝑦 + 5 = 0. 

 

д) уравнение прямой, проходящей через точку (𝑥1; 𝑦1), параллельно  

вектору 𝑏⃗⃗(𝑚; 𝑛) имеет вид: 

𝑥−𝑥1

𝑚
=

𝑦−𝑦1

𝑛
 . 

 Нормаль-вектор 𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗(𝐴; 𝐵) = (−1; 4) прямой 𝐿1   расположен  

перпендикулярно этой прямой.  Т.к. по условию задачи прямые 𝐿1 и 𝐿3 

перпендикулярны, то вектор 𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗  расположен  параллельно прямой 𝐿3,  т.е. 

является ее направляющим вектором.  Тогда уравнение прямой 𝐿3, 

проходящей через точку 𝐴2, с   направляющим вектором 𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗(−1; 4) имеет вид: 

𝑥 − 8

−1
=
𝑦 − 1

4
  ⇒   4𝑥 − 32 = −𝑦 + 1 ⇒   4𝑥 + 𝑦 − 33 = 0. 

          

5. Даны точки 𝐴1(1; 2;−1), 𝐴2(3; 3; 2), 𝐴3(2;−3; 7).  
Написать:   

а) общее уравнение плоскости 𝑃1 = (𝐴1𝐴2𝐴3);  
б) уравнение плоскости 𝑃1 в отрезках;  

в) каноническое уравнение прямой 𝐿1 = (𝐴2𝐴3);  
г) параметрическое уравнение прямой 𝐿1;  

д) уравнение прямой, проходящей через точку 𝐴1, перпендикулярно 

плоскости 𝑃1. 

 

Решение: 

а) уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки   

( ), ( ), ( ) имеет вид:  

 

|

𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1
𝑥2−𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2−𝑧1
𝑥3−𝑥1 𝑦3−𝑦1 𝑧3−𝑧1

| = 0. 

 

Находим уравнение плоскости 𝑃1 = (𝐴1𝐴2𝐴3): 

|
𝑥 − 1    𝑦 − 2 𝑧 + 1
3 − 1    3 − 2 2 + 1
2 − 1 −3 − 2 7 + 1

| = 0  ⇒  |
𝑥 − 1    𝑦 − 2 𝑧 + 1
2    1 3
1 −5 8

| = 0  ⇒ 

 

23x – 13y – 11z – 8 = 0, (A=23, B=-13, C=-11, D=-8).  
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 Геометрический смысл коэффициентов А, В, С – они являются 

координатами  нормаль-вектора данной плоскости:  𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗(23;−13;−11) ⊥ 𝑃1;    

 

б) уравнение плоскости в отрезках имеет вид:  
𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
+
𝑧

𝑐
= 1. 

 

Преобразуем общее уравнение плоскости 𝑃1: 

23x – 13y – 11z – 8 = 0  ⇒    23x – 13y – 11z =8  ⇒  

 

 
23𝑥

8
−
13𝑦

8
−
11𝑧

8
= 1    ⇒  

𝑥
8

23

+
𝑦

−
8

13

+
𝑧

−
8

11

= 1 ⇒  

 

𝑎 =
8

23
, 𝑏 = −

8

13
, 𝑐 = −

8

11
 – отрезки, отсекающие плоскостью на 

координатных осях;  

 

в) уравнение вида  
𝑥−𝑥0

𝑚
=

𝑦−𝑦0

𝑛
=

𝑧−𝑧0

𝑝
 , 

 
где 𝑎⃗(𝑚; 𝑛; 𝑝) - направляющий вектор  прямой,  называется 

каноническим уравнением прямой. 

Используем уравнение прямой, проходящей через две точки:  

 
𝑥−𝑥1

𝑥2−𝑥1
=

𝑦−𝑦1

𝑦2−𝑦1
=

𝑧−𝑧1

𝑧2−𝑧1
. 

 

Тогда каноническое уравнение прямой 𝐿1 = (𝐴2𝐴3) имеет вид:  

 
𝑥−3

2−3
=

𝑦−3

−3−3
=

𝑧−2

7−2
  ⇒  

𝑥−3

−1
=

𝑦−3

−6
=

𝑧−2

5
;  

 

г) уравнение вида 

{

𝑥 = 𝑚𝑡 + 𝑥0,
𝑦 = 𝑛𝑡+𝑦0,
𝑧 = 𝑝𝑡 + 𝑧0

 

 

называется параметрическим уравнением прямой. 

 Чтобы получить параметрическое уравнение прямой 𝐿1, ее 

каноническое уравнение приравниваем к параметру t и из полученных 

уравнений выражаем x, y, z:    
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𝑥−3

−1
=

𝑦−3

−6
=

𝑧−2

5
= 𝑡  ⇒  

{
 
 

 
 
𝑥−3

−1
= 𝑡,

𝑦−3

−6
= 𝑡,

𝑧−2

5
= 𝑡

     ⇒   {
𝑥 = −𝑡 + 3,
𝑦 = −6𝑡 + 3,
𝑧 = 5𝑡 + 2.

 

 

д) Нам известно, что 𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗(23;−13;−11) – нормаль-вектор плоскости 𝑃1. 

Т.к. прямая 𝐿2 должна быть перпендикулярна плоскости 𝑃1, то вектор  𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗ 

будет ее направляющим вектором. Итак,  каноническое уравнение прямой 𝐿2, 

проходящей через точку 𝐴1, с направляющим вектором 𝑛1⃗⃗⃗⃗⃗  по   формуле  

𝑥 − 𝑥0
𝑚

=
𝑦 − 𝑦0
𝑛

=
𝑧 − 𝑧0
𝑝

 

 

имеет вид: 
𝑥−1

23
=

𝑦−2

−13
=

𝑧+1

−11
. 

 

6. Дана система линейных уравнений:  {
𝑥1 − 𝑥2 + 5𝑥3 = 3,
2𝑥1 − 3𝑥2 + 4𝑥3 = 2,
3𝑥1 − 3𝑥2 − 𝑥3 = −7.

    

Решить:  

а) методом Крамера; 

б) матричным методом. 

 

      Решение:  

а) решение системы линейных уравнений  {

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 = 𝑏1,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 = 𝑏2,
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 = 𝑏3

 

находим по формулам Крамера:  

 

𝑥1 =
∆1

∆
,   𝑥2 =

∆2

∆
,     𝑥3 =

∆3

∆
, 

 

где ∆= |

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| – основной определитель системы,  

 ∆𝑖  (𝑖 = 1,2,3) – вспомогательные определители, полученные путем замены 

элементов 𝑖-ого столбца  основного определителя столбцом свободных 

членов.  
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Вычислим основной и вспомогательные определители: 

∆= |
1 −1    5
2 −3    4
3 −3 −1

| = 16,         ∆1= |
   3 −1    5
   2 −3    4
−7 −3 −1

| = −64, 

 

∆2= |
1    3 5
2    2 4
3 −7 −1

| = −32,       ∆3= |
1 −1    3
2 −3    2
3 −3 −7

| = 16. 

  

По формулам Крамера находим:  

 

𝑥1 =
−64

16
= −4,   𝑥2 =

−32

16
= −2,     𝑥3 =

16

16
=1.  

 

Ответ: (-4; -2;1); 

          

 б) матричное решение системы линейных уравнений имеет вид: 

𝑋 = 𝐴−1 ∙ 𝐵, 
 

где 𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

) – основная матрица системы, 

 𝐵 = (

𝑏1
𝑏2
𝑏3

) – матрица свободных членов, 

 𝑋 = (

𝑥1
𝑥2
𝑥3
)  –матрица неизвестных. 

 Т.к.   𝐴 = (
1 −1    5
2 −3    4
3 −3 −1

),  𝐵 = (
   3
   2
−7
), то обратная матрица имеет вид ( 

см. пункт б) задания 2): 

𝐴−1 =
1

16
(
15 −16 11
14 −16 6
3 0 −1

). 

 Тогда 

𝑋 =
1

16
(
15 −16 11
14 −16 6
3 0 −1

) ∙ (
   3
   2
−7
) =

1

16
(
   45 − 32 − 77
   42 − 32 − 42
9 + 0 + 7

) =
1

16
(
−64
−32
16

) = 

 

= (
−4
−2
    1

). 

Значит, 𝑥1 = −4,   𝑥2 = −2,  𝑥3 = 1.    
 

Ответ: (-4; -2;1). 
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 7. Дано: точка   А(3;−7), радиус   окружности   R=6,  полуоси    кривой  

a = 2, b = 3,  директриса кривой D, имеющая уравнение у = -3.  

 а)  написать уравнение окружности с центром в точке А, с радиусом R;  

 б) написать каноническое уравнение эллипса с полуосями a и b, найти 

фокусы и эксцентриситет; 

 в) написать каноническое уравнение гиперболы с действительной 

полуосью a и мнимой полуосью b, найти фокусы, эксцентриситет и написать 

уравнения асимптот; 

 г) написать уравнение параболы с вершиной в начале координат, осью 

симметрии Оу, директрисой D, найти фокус;  

 д) начертить эллипс, гиперболу, параболу.  

 Решение:  

а) т.к. уравнение окружности с центром в точке А(𝑥0; 𝑦0), с радиусом R 

имеет вид: 

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 = 𝑅2,  

 

то искомая окружность имеет уравнение  (𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 7)2 = 36; 

 б) каноническое уравнение эллипса с полуосями a и b имеет вид: 

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1, 

 значит искомый эллипс имеет уравнение  
𝑥2

4
+
𝑦2

9
= 1. 

Фокусы эллипса:  

1) если 𝑎 > 𝑏, то 𝐹1(−𝑐; 0),  𝐹2(𝑐; 0),  где 𝑐 = √𝑎2 − 𝑏2,   

2) если 𝑏 > 𝑎,  то 𝐹1(0;−𝑐),  𝐹2(0; 𝑐),  где 𝑐 = √𝑏2 − 𝑎2.   

Эксцентриситеты эллипса: 𝜀 =
𝑐

𝑎
  при 𝑎 > 𝑏,  𝜀 =

𝑐

𝑏
  при 𝑏 > 𝑎.  

Поэтому  𝑐 = √𝑏2 − 𝑎2 = √9 − 4 = √5, 𝜀 =
𝑐

𝑏
=

√5

3
. Фокусы лежат на 

оси Оу: 𝐹1(0;−√5),  𝐹2(0;√5).  
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                                                         Рисунок 1 

    

 в) каноническое уравнение гиперболы с действительной полуосью a и 

мнимой полуосью b имеет вид:  

𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1, 

каноническое уравнение гиперболы с действительной полуосью b и мнимой 

полуосью a имеет вид: 

 −
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1,  

Эксцентриситет      𝜀 =
𝑐

𝑎
    или   𝜀 =

𝑐

𝑏
,   где 𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2;  

асимптоты 𝑦 = ±
𝑏

𝑎
𝑥;  

фокусы 𝐹1(−𝑐; 0),  𝐹2(𝑐; 0)  либо 𝐹1(0;−𝑐),  𝐹2(0; 𝑐).  

Так как по условию задачи a = 2, b = 3,  то каноническое уравнение 

гиперболы с действительной полуосью a и мнимой полуосью b имеет вид  

𝑥2

4
−
𝑦2

9
= 1, 𝑐 = √4 + 9 = √13, эксцентриситет 𝜀 =

𝑐

𝑎
=

√13

2
, фокусы 

𝐹1(−√13; 0),  𝐹2(√13; 0), уравнение асимптот 𝑦 = ±
3

2
𝑥.  

Гиперболу можно начертить таким образом: сначала начертим 

прямоугольник со сторонами 𝑥 = ±𝑎,   𝑦 = ±𝑏, т.е. 𝑥 = ±2, 𝑦 = ±3.  

Проведем диагонали  прямоугольника, они являются асимптотами гиперболы, 

точки пересечения сторон прямоугольника с действительной осью являются  

вершинами гиперболы. 
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Рисунок 2 

 

 г) уравнение параболы с вершиной в начале координат, осью симметрии 

Оу имеет вид:  

𝑥2 = 2𝑝𝑦, 

директрисасы имеет уравнение 𝑦 = −
𝑝

2
. По условию задачи уравнение 

директрисы 𝑦 = −3, т.е.  −
𝑝

2
= −3, 𝑝 = 6. Значит уравнение искомой 

параболы 𝑥2 = 12𝑦. Фокус параболы –точка 𝐹(0;
𝑝

2
), лежащая на оси 

симметрии Оу, т.е. 𝐹(0; 3).  

 
                                                            

Рисунок 3 
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 8. Привести к каноническому вид уравнение кривой второго порядка и 

начертить: 

0196418169 22 =−−+− yxyx  

Решение: 

 Чтобы привести общее уравнение кривой к каноническому виду, 

необходимо выделить полный квадрат:  

 

.019)4(16)2(9019)6416()189( 2222 =−+−+→=−−−++ yyxxyyxx  

019)444(16)112(9 22 =−−++−−++ yyxx ; 

0)4(161919)44(16)12(9 22 =−−−−++−++ yyxx ; 

36)2(16)1(9 22 −=+−+ yx ; 

1
)16/(36

)2(

9/36

)1( 22

=
−−

+
+

−

+ yx
;   1

4/9

)2(

4

)1( 22

=
+

+
+

−
yx

, 

Получилось  каноническое  уравнение  гиперболы   с   центром в точке  

С(-1;-2), действительной полуосью b=3/2 и мнимой полуосью a=2.  

  

 
                                                          

Рисунок 4 
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9. Даны комплексные числа 𝑧1 = 9 − 9𝑖;  𝑧2 = 9(cos
𝜋

4
+ 𝑖sin

𝜋

4
).  

Найти: 

а) модуль комплексного числа z1; 

б) аргумент комплексного числа z1; 

в) представить комплексное число z1 в тригонометрической и 

показательной форме; 

г) сумму и произведение комплексных чисел z1 и z2; 

д) (z2)
5;   

          е) 3
2z . 

Решение:  

а) модуль комплексного числа 𝑧 = 𝛼 + 𝛽𝑖 вычисляется по формуле  

 

|𝑧| = √𝛼2 + 𝛽2 , 
 

значит |𝑧1| = √9
2 + (−9)2 = 9√2; 

 

б)  𝜑 = arg(𝑧) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝛽

𝛼
    ⇒  𝜑1 = arg(𝑧1) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

−9

9
= −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔1 = −

𝜋

4
; 

 

в) тригонометрическая и показательная формы комплексного числа 𝑧: 

 

;)sin(cos  iezziz =+=+=

       

;29))
4

sin()
4

(cos(2999 4
1


 i

eiiz
−

=−+−=−=  

 

г)  𝑧2 = 9(cos
𝜋

4
+ 𝑖sin

𝜋

4
) = 9(

√2

2
+ 𝑖

√2

2
);  

𝑧1 + 𝑧2 = 9 − 9𝑖 + 9(
√2

2
+ 𝑖

√2

2
) = (9 + 9

√2

2
) + 𝑖(9

√2

2
− 9) ≈ 15,36 − 2,63𝑖; 

;281
2

2
81)1(

2

2
81

2

2
81

2

2
81

2

2
81

2

2
81)

2

2

2

2
(9)99(

2

2

21

=−−=

=−−+=+−= iiiiizz

  

 

д) по формуле  

𝑧𝑛 = |𝑧|𝑛(cos𝑛𝜑 + sin𝑛𝜑) 
вычисляем: 

𝑧2
5 = (9√2)

5
(cos(

5𝜋

4
) + 𝑖sin(

5𝜋

4
))  = (9√2)

5
(−
√2

2
− 𝑖

√2

2
); 
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          е) по формуле 

  

√𝑧
𝑛

= √|𝑧|
𝑛

(cos
𝜑 + 2𝜋𝑘

𝑛
+ 𝑖sin

𝜑 + 2𝜋𝑘

𝑛
) , 𝑘 = 0,1,2,3, … , 𝑛 − 1, 

 

находим: 

√𝑧2
3 = √9√2

3

(cos

𝜋
4
+ 2𝜋𝑘

3
+ 𝑖sin

𝜋
4
+ 2𝜋𝑘

3
) , 𝑘 = 0,1,2. 

));
12

sin
12

(cos29))
3

4sin
3

4(cos29:0 33

1




iizk +=+==  

));
12

9
sin

12

9
(cos29))

3

2
4sin

3

2
4(cos29:1 33

1









iizk +=

+

+

+

==

 
)).

12

17
sin

12

17
(cos29))

3

4
4sin

3

4
4(cos29:2 33

1









iizk +=

+

+

+

==  

 

 

2 Расчетно-графическая работа №2. Дифференциальное исчисление 

функции одной переменной. 

 

Цель: научить  студентов  владеть классическими  математическими 

методами исследования функций. Дать студентам навыки нахождения 

пределов, производных и дифференциалов первого и высших порядков для 

сложных и параметрически заданных функций, и уметь использовать 

полученные знания в изучении дальнейшего курса математики и разделов 

других спецдисциплин.  

 

 

2.1   Теоретические вопросы 

 

1. Функция одной переменной. Свойства.  

2. Сложная функция, параметрически заданная функция. 

3. Числовые оследовательности и их пределы.  

4. Предел функции.Замечательные пределы. 

5. Непрерывность функции. Точки разрыва и их классификация. 

6. Производная функции.Дифференцирование параметрически заданной 

функции. 

7. Раскрытие неопределенностей. Правило Лопиталя. 

8. Признаки монотонности функции. Экстремумы функции.  

9. Выпуклость, вогнутость графика функции. Точки перегиба. 
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10. Асимптоты графика функции.  

11. Исследование функции с помощью производной. Построение 

графика функции. 
 

 2.2  Расчётные  задания 

 

1.  Найти предел. 

1.1 
2012

65
lim

2

2

2 +−

+−

→ xx

xx

x
 1.2 

xx

xxx

x +

+−

→ 2

23

0

2
lim  1.3 

27

6
lim

3

2

3 −

−+

→ x

xx

x
 

1.4 
23

12
lim

2

2

1 −−

−−

→ xx

xx

x
 1.5 

65

672
lim

2

2

2 +−

+−

→ xx

xx

x
 1.6 

27

12
lim

3

2

3 −

−−

→ x

xx

x
 

1.7
127

123
lim

3

2

3/1 −

−+

→ x

xx

x
 1.8

2

21

4 5
lim

2 3x

x x

x x→−

− −

− −
 1.9 

2

123
lim

2

2

1 ++−

−+

−→ xx

xx

x
 

1.10
352

6113
lim

2

2

3 −−

+−

→ xx

xx

x
 1.11  

6

8
lim

2

3

2 −+

−

→ xx

x

x
 1.12  

1

2
lim

3

2

1 +

−−

−→ x

xx

x
 

1.13 
20

16
lim

2

2

4 −+

−

→ xx

x

x
 1.14

32

3114
lim

2

2

3 −+

−+

−→ xx

xx

x
 1.15 

372

673
lim

2

2

3 +−

−−

→ xx

xx

x
 

1.16
483

274
lim

2

2

2 ++

−+

−→ xx

xx

x
 1.17

23

145
lim

2

2

1 −+

−+

−→ xx

xx

x
 1.18

2

21

9 10
lim

3 2x

x x

x x→−

− −

+ −
 

1.19
132

347
lim

2

2

1 ++

−+

−→ xx

xx

x
 1.20

2

24

3 44
lim

12x

x x

x x→

− −

− −
 1.21

103

1092
lim

2

2

2 −+

+−

→ xx

xx

x
 

1.22

2

21

4 5
lim

2 1x

x x

x x→

+ −

− +
 

1.23

103

2115
lim

2

2

2 −−

−+−

→ xx

xx

x
 

1.24
3592

145
lim

2

2

7 −−

−−

→ xx

xx

x
 

1.25
3532

4563
lim

2

2

5 −−

−−

→ xx

xx

x
 1.26 

276

158
lim

2

2

3 −−

++

−→ xx

xx

x
 1.27

5112

352
lim

2

2

5 ++

−−

−→ xx

xx

x
 

1.28
8253

8152
lim

2

2

8 ++

−+

−→ xx

xx

x
 1.29

43

4023
lim

2

2

4 −−

−−

→ xx

xx

x
 1.30 

3103

352
lim

2

2

3 ++

−+

−→ xx

xx

x
 

 

 2.  Найти предел. 

2.1 
xxx

xx

x −+

+−

→ 23

23

52

253
lim  2.2 

132

42
lim

24

5

++

+−

→ xx

xx

x
 2.3 

127

532
lim

23

2

+−

−+

→ xx

xx

x
 

2.4
542

74
lim

23

3

+−

+

→ xx

xx

x
 

2.5 
72

53
lim

2

4

++

−+

→ xx

xx

x
 2.6 

42

273
lim

4

3

−+

+−

−→ xx

xx

x
 



31 
 

2.7 
12

735
lim

34

24

++

+−

→ xx

xx

x
 2.8 

12

473
lim

5

2

−+

−+

−→ xx

xx

x
 2.9 

123

437
lim

2

4

+−

+−

→ xx

xx

x
 

2.10
52

427
lim

3

23

+

+−

→ x

xxx

x
 2.11 

52

3
lim

2

6

+−

−

→ xx

xx

x
 2.12

1053

72
lim

24

2

+−

+−

−→ xx

xx

x
 

2.11
135

284
lim

23

23

−+

+−

→ xx

xxx

x
 2.14

523

172
lim

4

3

++

−+

→ xx

xx

x
 2.15

xx

xxx

x −

+−

−→ 2

23

3

24
lim  

2.16
352

3103
lim

2

2

−+

++

→ xx

xx

x
 2.17

15

472
lim

4

23

−+

+−

−→ xx

xx

x
 2.18

523

123
lim

2

4

−+

+−

→ xx

xx

x
 

2.19
23

3
lim

4

24

−+

++−

→ xx

xxx

x
 2.20

542

253
lim

3

26

−+

+−

−→ xx

xx

x
 2.21

93

252
lim

24

2

−+

+−

→ xx

xx

x
 

2.22 
435

372
lim

2

2

+−

++

→ xx

xx

x
 2.23

7113

45
lim

2

27

−+

−+

→ xx

xxx

x
 2.24

524

245
lim

3

2

−+

+−

−→ xx

xx

x
 

2.25 
53

13
lim

2

2

−+

++−

→ xx

xx

x
 2.26

3

2

41

967
lim

xx

xx

x −+

++

−→
 2.27

17

232
lim

2

23

++

+−

→ xx

xxx

x
 

2.28
127

103
lim

3

23

++

+−

→ xx

xx

x
 2.29

132

63
lim

2

24

++

−+

→ xx

xx

x
 2.30

134

573
lim

35

2

−−

+−

−→ xx

xx

x
 

 

 3. Найти предел. 

3.1

xx

xx

x −−−

−+

→ 42

12
lim

2

3
 

3.2

82

412
lim

24 −+

−−+

−→ xx

xx

x
 

3.3

212

410
lim

23 −−

−−+

−→ xx

xx

x
 

3.4
6

62
lim

22 −−

+−−

−→ xx

xx

x
  3.5

143

423
lim

21 +−

+−+

→ xx

xx

x
  3.6

15

23
lim

2

2 +−−

+−

→ xx

xx

x
 

3.7

xx

xx

x 353

143
lim

2

1 +−+

++

−→
 

3.8
35

492
lim

2

4 −−−

+−

→ xx

xx

x
 3.9

1572

612
lim

25 −−

+−+

→ xx

xx

x

 

3.10

158

122173
lim

25 ++

+−+

−→ xx

xx

x
 

3.11
11

22
lim

2

2

0 −+

−+

→ x

x

x
 3.12

x

xx

x 7

77
lim

0

+−−

→
 

3.13
xx

x

x −−+→ 11

3
lim

0
 3.14

22

312
lim

4 −−

−+

→ x

x

x
 3.15

38

25
lim

1 −−

−+

−→ x

x

x
 

3.16
21

34
lim

5 −−

−+

→ x

x

x
 3.17

32

23
lim

7 −+

−−

→ x

x

x
 3.18

9

334
lim

20 −

−−

→ x

x

x
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3.19
152

415
lim

23 −+

−+

→ xx

x

x
 3.20 2

2

3 3

42
lim

x

x

x

+−

→
 3.21

416

24
lim

2

2

0 −+

−+

→ x

x

x
 

3.22
xx

x

x +−−→ 55

3
lim

0
 3.23

x

x

x −

−+

→ 3

572
lim

9
 3.24

516

2
lim

4 −+

−

→ x

x

x
  

3.25
xx

x

x −

−

→ 3

27
lim

3

3
  3.26 

23

2

0

131
lim

xx

x

x +

−+

→
 

3.27

64

420
lim

34 +

−+

−→ x

x

x
 

3.28
38

33
lim

2

1 −+

−

→ x

x

x
 3.29

xx

x

x +

−+

→ 20

39
lim  3.30 

8

314
lim

32 −

−+

→ x

x

x
 

 

4.  Найти предел. 

4.1a) ,
2

3sin
lim

0 x

x

x→
  

       б) 

x

x x








+

→

2
1lim  

4.2 a) ,
sin

9
lim

0 x

x

x→
  

       б) ( ) x
x

x
1

0
31lim +

→
 

4.3 a) ,
5

2
lim

0 x

xtg

x→
 

     б) 

x

x x

2
4

1lim 







+

→
 

4.4 a) ,
7

lim
0 tgx

x

x→
 

       б) 

x

x x








−

→

5
1lim  

4.5 a) ,
8sin

lim
0 x

x

x→
 

       б) ( ) x
x

x
3

0
61lim +

→
 

4.6 a) ,
4

3
lim

0 x

xarctg

x→
 

     б) 

( ) x
x

x
1

0
51lim −

→
 

4.7 a) ,
3sin

9
lim

0 x

x

x→
 

      б) ( ) x

x
x

7

0
41lim −

→
 

4.8 a) ,
sin

3sin
lim

0 x

x

x→  

       б) ( ) x
x

x
2

0
91lim −

→
 

4.9a)

,
4cos1

4
lim

2

0 x

x

x −→  

      б)

x

x x

3
7

1lim 







−

→
 

4.10 a) ,
8cos1

lim
20 x

x

x

−

→
 

        б) 

x

x x








+

→

5
1lim  

4.11 a) ,
cos1

10
lim

2

0 x

x

x −→
 

       б) 

x

x x

x
7

5
lim 







 +

→
 

4.12 a) ,
5

7
lim

0 xtg

x

x→
 

    б)

x

x x

x
9

2
lim 







 −

→
 

4.13 а) ,
5sin

7
lim

0 x

x

x→
 

        б) 

x

x x

7
5

1lim 







+

→
 

4.14 a) ,
3

lim
0 tgx

x

x→
 

       б) 

x

x x

2
4

1lim 







−

→
 

4.15 a) ,
9

7
lim

0 xtg

x

x→
 

    б)

6/
7

1lim

x

x x








−

→
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4.16 a) ,
3

8
lim

0 x

xarctg

x→
 

       б) 

x

x

x
/1

0 2

3
1lim 








+

→
 

4.17 a) ,7lim
0

xxctg
x→

 

        б) ( ) x

x
x

/2

0
111lim −

→
 

4.18 а) ,
3sin

8sin
lim

0 x

x

x→
 

     б) ( ) x
x

x
7

0
81lim −

→
 

4.19 а) ,35sinlim
0

xxctg
x→

 

       б) ( ) x

x
x

/7

0
1lim +

→
 

4.20 а) ,
9

3arcsin
lim

0 x

x

x→
 

       б) ( ) x

x
x

/2

0
1lim +

→
 

4.21 а) ,
9sin

3sin
lim

0 x

x

x→
 

     б) ( ) x
x

x
2

0
71lim +

→
 

4.22 a) ,
7

3
lim

0 xarctg

x

x→
 

       б) 
x

x

x
2

0 5

2
1lim 








+

→
 

4.23 a) ,
3

8sin
lim

0 x

x

x→
 

       б) ( ) x

x
x

/9

0
21lim −

→
 

4.24 a) ,
9

3sin
lim

0 xtg

x

x→
 

      б) 

( ) x
x

x
2

0
61lim +

→
 

4.25 a) ,
5sin

lim
0 x

x

x→
 

       б) ( ) x

x
x

/7

0
41lim −

→
 

4.26 a) ,
7

3
lim

0 xtg

x

x→
 

 б)

2
5

3
1lim

х

x x








+

→
 

4.27 а) ,
5sin

3
lim

0 x

x

x→
 

      б)

x

x x

7
2

1lim 







+

→
 

4.28 а) ,
2sin

lim
0 x

x

x→
 

       б) 

x

x x

7
6

1lim 







−

→
 

4.29 a) ,
9

3
lim

0 xtg

x

x→
 

       б) 

x

x x

5
3

1lim 







+

→
 

4.30 a) ,
3

7
lim

0 xtg

x

x→
 

  б)

x

x x

2

2

3
1lim 








−

→
 

 

5.  Исследовать функцию на непрерывность. 

5.1 a) ( ) ,2 3

1

−= xxf  

б) ( )
x

xg
+

=
2

7
 

5.2   a) ( ) ,3 2

1

−= xxf  

б) ( )
x

xg
−

=
4

1
 

5.3 а) ( ) ,5 1

1

+= xxf  

б) ( )
12

1

−
=

x
xg  

5.4 a) ( ) ,7 4

1

−= xxf  

б) ( )
12

1

+
=

x
xg  

5.5 a) ( ) ,7 5

1

xxf +=  

б) ( )
4

6

−
=

x
xg  

5.6 a) ( ) ,8 3

1

−= xxf  

б) ( )
22

5

−
=

x
xg  

5.7 a) ( ) ,95

1

xxf −=  5.8 a) ( ) ,9 7

1

−= xxf  5.9 a) ( ) ,92

1

xxf −=  
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б) ( )
12

7

+
=

x
xg  б) ( )

x
xg

28

7

−
=  б) ( )

255

3

−
=

x
xg  

5.10 a) ( ) ,16 2

1

−= xxf  

б) ( )
x

xg
39

3

−
=  

5.11 a) ( ) ,43

1

xxf −=  

б) ( )
4

6

−
=

x
xg  

5.12 a) ( ) ,3 4

1

−= xxf  

б) ( )
x

xg
525

9

−
=  

5.13
  
a) ( ) ,12

1

xxf =  

б) ( )
x

xg
−

=
9

4
 

5.14 a) ( ) ,7 3

1

−= xxf  

б) ( )
x

xg
48

2

−
=  

5.15 a) ( ) ,34

1

xxf −=  

б) ( )
x

xg
−

=
5

7
 

5.16 a) ( ) ,8 2

1

−= xxf  

б) ( )
x

xg
24

3

−
=  

5.17 a) ( ) ,85

1

xxf −=  

б) ( )
5

10

+
=

x
xg  

5.18 a) ( ) ,18

1

xxf =  

б) ( )
x

xg
88

12

−
=  

5.19 a) ( ) ,107

1

xxf −=  

б) ( )
24

12

−
=

x
xg  

5.20 а) ( ) ,115

1

xxf −=  

б) ( )
x

xg
28

9

+
=  

5.21 a) ( ) ,146

1

xxf −=  

б) ( )
x

xg
+

=
2

3
 

5.22 a) ( ) ,154

3

xxf −=  

б) ( )
x

xg
26

1

−
=  

5.23 a) ( ) ,158

1

xxf −=  

б) ( )
3

10

−
=

x
xg  

5.24 a) ( ) ,192

4

xxf +=  

б) ( )
x

xg
28

7

−
=  

5.25 а) ( ) ,114

1

xxf +=  

б) ( )
x

xg
−

=
9

1
 

5.26 a) ( ) ,58

7

xxf −=  

б) ( )
15

11

−
=

x
xg  

5.27 а) ( ) ,135

1

xxf +=  

б) ( )
x

xg
−

=
3

5
 

5.28 a) ( ) ,64

9

xxf −=  

        б) ( )
52

1

+
=

x
xg  

5.29 a) ( ) ,4 5

1

−= xxf  

б) ( )
x

xg
−

=
8

3
 

5.30 а) ( ) ,11 3

2

−= xxf  

б) ( )
15

16

+
=

x
xg  

  

 6.  Найти производную функции. 

6.1 

a) ( ) ( ),58 2 −+= xxtgxf  

б) ( ) ( )2cos 3+= xexg  

6.2    

a) ( ) ( ),23cos 2 −= xxf  

б) ( )
x

x
xg

2

2

cos

4
=  

6.3  

a) ( ) ,
27 xxexf +=  

б) ( )
xtg

x
xg

2

5
2

=  
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6.4    

a) ( ) ( ) ,24
103xxxf +=  

б) ( )
x

x
xg

2

3

cos32

sin

+
=  

6.5    

a) ( ) ,10
3 25 xxxf +=  

б) ( ) ( )12 23 += xtgxg  

6.6    

a)

( ) ( ),35 xxarctgxf +=  

б) 

( ) xxtgxg coslg2 3 +=  

6.7  

a) ( ) ( ),54 2 ++= xxtgxf  

б) ( ) ( )4sin 2+= xexg  

6.8   

a) ( ) ( ),123sin 2 +−= xxxf  

б) ( )
x

x
xg

4

2

cos

3
=  

6.9  

a) ( ) ,
32 xxexf −=  

б) ( )
5

22

−
=

x

xtg
xg  

6.10  

a) ( ) ( ) ,73
153 xxxf +=  

б) ( )
xarctg

x
xg

3

74
=  

6.11  

a) ( ) ,5
3 38 xxxf +=  

б) ( ) ( )13 23 += xctgxg  

6.12  

a) ( ) ( ),4 xxarcctgxf +=  

б)

( ) xxtgxg sinlg
3

1 2 +=  

6.13 

a) ( ) ( ),723 2 −+= xxtgxf  

 

б) ( ) ( )2cos 36 += xxg  

6.14  

a) ( ) ( ),667cos 2 +−= xxxf  

 

б) ( )
x

x
xg

3

7

cos

2
=  

6.15 

a) ( ) ,4
27 xxxf +=  

б) ( ) xxxg coslnsin
2

1 2 +=  

6.16   

a) ( ) ( ) ,83
182 xxxf +=  

б) ( )
xarcctg

x
xg

3

83
=  

6.17 

a)

( ) 5 25 310 −+= xxxf  

б) ( )
( )

x

x
xg

arcsin

37
4

+
=  

6.18   

a)

( ) ( ),64 xxarctgxf +=  

б) ( ) xxxg sinlncos
2

1 2 +=   

6.19  

a) ( ) ( ),54sin 2 ++= xxxf  

б) ( ) ( )41+= tgxexg  

6.20  

a) ( ) ( ),73 2 xxctgxf −=  

б) ( ) 25 34 xtgxg =  

6.21   

a) ( ) ,13 25 3 += xxf  

б) ( )
( )

xtg

x
xg

2

31
3

+
=  

6.22  

a) ( ) ( ) ,39
125xxxf +=  

б) ( )
x

x
xg

sin1

cos5

+
=  

6.23  

a) ( ) 7 35xxxf +=  

б) ( ) ( )6cos9 23 += xxg  

6.24 

a) 

( ) ( ),7arcsin 4 xxxf +=  

б) 

( ) xxctgxg sinln
5

1 5 +=  

6.25  

a) ( ) ( ),6ln 32 xxxf −=  

6.26    

a) ( ) ( ),2cos 3 += xxf  

6.27      

a) ( ) ,
392 xxexf +=  
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б) ( ) ( )12

8+= xexg  
 

б) ( )
( )

x

xx
xg

cos

3
25+

=  

б)

( ) ( )6 5
2sin xxxg +=  

6.28   

a) ( ) ,5cos2 xxxf +=  

б) ( )
( )15ln 3

2

+
=

x

x
xg  

6.29  

a) ( ) ,ln3 xxf =  

 

б) ( ) ( )xtgxg 5arcsin2=  

6.30  

a)
( ) ( ),2sin += xarctgxf  

б)
( ) ( )4coslg3 ++= xxxg  
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 8.   Найти вторую производную функции ( )xfy =
 
в точке 0x .      
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9.  Дана  функция 𝑦 = 𝑓(𝑥).  
Определить:  

а) область определения и точки разрыва;  

б) асимптоты графика функции; 

в) точки пересечения графика функции с осями координат;  

г) четность, нечетность; 

д) интервалы монотонности, экстремумы;  

е) интервалы вогнутости, выпуклости и точки перегиба; 

ж) построить график.  
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11. Найти предел, используя правило Лопиталя. 
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12.  Исследовать функцию на непрерывность и построить график. 
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

−

=

.,3

,0,sin

,0,1

)(





x

xx

xx

xf 



 

12.18  









−+

−−

=

.2,2

,21,1

,1,1

)( 2





xx

xx

xx

xf  

12.19  









+





=

.2,3

,20,2

,0,1

)(





xx

x

x

xf x
 

12.20   









−

−+−

=

.1,2

,12,

,2,2

)( 3





x

xx

xx

xf  

12.21   











−−

−+

=

.2,

,21,2

,1,43

)( 2

xx

xx

xx

xf 

 
12.22    

( )








+−

−



=

.3,6

,31,2

,1,

)(
2

xx

xx

xx

xf   

12.23    









−

+

−

=

.2,2

,21,2

,1,1

)( 2





xx

xx

xx

xf  

12.24     









+−

−−

−

=

.3,5

,31,1

,1,

)(

3





xx

xx

xx

xf  

12.25   









−

−+−

−

=

.1,1

,12,1

,2,

)(
2 



xx

xx

xx

xf  

12.26 









−

+−

+

=

.2,2

,20,4

,0,3

)( 2

xx

xx

xx

xf   

12.27    









−−

−

=

.2,2

,21,1

,1,0

)( 2





xx

xx

x

xf  

12.28    









−



−

=

.,1

,0,cos

,0,1

)(









xx

xx

x

xf  

12.29 









−−

−

=

.1,ln

,11,1

,1,2

)(





xx

xx

x

xf  

12.30    









+



−

=

.2,4

,20,

,0,

)( 3





xx

xx

xx

xf  

 

2.3  Решение типового варианта.   

 

1. Найти предел: lim
𝑥→−2

5𝑥2+13𝑥+6

3𝑥2+2𝑥−8
.
 

 

Решение: 
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lim
𝑥→−2

5𝑥2 + 13𝑥 + 6

3𝑥2 + 2𝑥 − 8
= |
0

0
| = lim

𝑥→−2

(𝑥 + 2)(5𝑥 + 3)

(𝑥 + 2)(3𝑥 − 4)
= lim

𝑥→−2

5𝑥 + 3

3𝑥 − 4
=
7

10
= 0,7. 

 

2. Найти предел: .
243

432
lim

2

35

+−

−+

−→ xx

xxx

x
 

 

Решение:

.
324

3

43
2

lim
24

3

43
2

lim
243

432
lim

2

42

3

2

2

42

5

2

35

−=
−

=

+−









−+

=









+−









−+

=



=

+−

−+

−→−→−→

xx

xx
x

xx
x

xx
x

xx

xxx

xxx
  

 

3. Найти предел: .
64

521
lim

34 −

−+

→ x

x

x
 

 

Решение: 

 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )
.

480

1

521164

1
lim

5211644

4
lim

52164

2521
lim

52164

521521
lim

64

521
lim

2424

343434

=
++++

=
++++−

−
=

=
++−

−+
=

++−

++−+
=

−

−+

→→

→→→

xxxxxxx

x

xx

x

xx

xx

x

x

xx

xxx

 

 

 

 

4. Найти предел:  

 а) ;
8

9
lim

0 x

xtg

x→
  

 
б) 

x

x x

x
5

32

2
lim 









−→
. 

 

Решение:  

а) для того, чтобы избавиться от неопреленности вида 
0

0
 применяем 

первый замечательный предел:  
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;
8

9

8

9
1

9cos8

9

9

9sin
lim

9cos

1

8

9sin
lim

8

9cos

9sin

lim
0

0

8

9
lim

0000
======

→→→→ xx

x

xx

x

x

x

x

x

xtg

xxxx

 

 

б) для того, чтобы избавиться от неопреленности вида 1  применяем 

второй замечательный предел:  

 

=








−

+−
+=








−

−
+==









− →→



→

x

x

x

x

x

x x

xx

x

x

x

x
555

32

322
1lim1

32

2
1lim1

32

2
lim

.lim
32

3
1lim

32

3
1lim 2

15
5

32

3
5

32

3

3

32
5

ee
xx

x
x

x

x
xx

x

x

x
==


























−
+=









−
+=


−

→


−−

→→

 

 

5. Исследовать функцию на непрерывность:   

а) ( ) xxf −= 8

5

9 ;
   

б) ( )
x

xf
35

4

+
= . 

 

Решение: 

 а) функция ( ) xxf −= 8

5

9   определена в интервалах  ( ) );8(8; +−x  и 

непрерывна. Следовательно, разрыв возможен в точке .80 =x  Находим 

односторонние пределы  функции в этой точке:   

( ) ,9999lim)08( 0

5

088

5

8

5

08
+=====− ++−−−

−→

x

x
f

 

( ) .0
1

9

1
9999lim)08( 0

5

088

5

8

5

08
=


======+



−−+−−

+→

x

x
f      

В точке 80 =x    функция терпит бесконечный разрыв, следовательно, 

80 =x  – точка разрыва второго рода; 
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б) функция ( )
x

xf
35

4

+
=   определена в интервалах 









+−−− ;

3

5
)

3

5
;(x  и непрерывна. Следовательно, разрыв возможен в точке 

.
3

5
0 −=x  Находим односторонние пределы  функции в этой точке:   

,
0

4

055

4

0
3

5
35

4

35

4
lim)0

3

5
(

0
3

5
−=

−
=

−−
=









−−+

=
+

=−−
−−→ x

f
x

 

,
0

4

055

4

0
3

5
35

4

35

4
lim)0

3

5
(

0
3

5
+=

+
=

+−
=









+−+

=
+

=+−
+−→ x

f
x

 

т.е. в точке 
3

5
0 −=x    функция терпит бесконечный разрыв. Следовательно,  

3

5
0 −=x  – точка разрыва второго рода. 

 

6. Найти производную функции:  

а) 𝑦 = 𝑙𝑛(4𝑥2 − 5𝑥 + 2−3𝑥);  

б) .
2

35

+
=

x

xctg
y  

 

Решение:  

а) по формуле ( )
u

u
u


=


ln   находим:  

𝑦′ =
(4𝑥2 − 5𝑥 + 2−3𝑥)′

4𝑥2 − 5𝑥 + 2−3𝑥
=
8𝑥 − 5 + 2−3𝑥ln2 ⋅ (−3)

4𝑥2 − 5𝑥 + 2−3𝑥
=

=
8𝑥 − 5 − 3 ⋅ 2−3𝑥ln2

4𝑥2 − 5𝑥 + 2−3𝑥
;

 

б) производную числителя данной функции находим следующим 

образом: 

 
(𝑐𝑡𝑔53𝑥)′ = |

замена:
𝑢 = 𝑐𝑡𝑔3𝑥;
𝑡 = 3𝑥

| = (𝑢5)′𝑢 ⋅ (𝑐𝑡𝑔𝑡)′𝑡𝑢 ⋅ (3𝑥)
′ =

= 5𝑢4 ⋅
−1

𝑠𝑖𝑛2𝑡
⋅ 3 = −5𝑐𝑡𝑔43𝑥

3

𝑠𝑖𝑛23х
= −

15𝑐𝑡𝑔43𝑥

𝑠𝑖𝑛23х
;
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𝑦′ = (
𝑐𝑡𝑔53𝑥

𝑥 + 2
)

′

=
(𝑐𝑡𝑔53𝑥)′ ⋅ (𝑥 + 2) − (𝑥 + 2)′ ⋅ 𝑐𝑡𝑔53𝑥

(𝑥 + 2)2
=

=
−
15𝑐𝑡𝑔43𝑥
𝑠𝑖𝑛23х

⋅ (𝑥 + 2) − 1 ∙ 𝑐𝑡𝑔53𝑥

(𝑥 + 2)2
=

−15(𝑥 + 2)𝑐𝑡𝑔43𝑥
sin23𝑥

− 𝑐𝑡𝑔53𝑥

(𝑥 + 2)2
=

=  
−15(𝑥 + 2)𝑐𝑡𝑔43𝑥 − sin23𝑥 ⋅ 𝑐𝑡𝑔53𝑥

(𝑥 + 2)2sin23𝑥
.

 

 

7. Найти производную функции, заданной параметрическими 

уравнениями: 





−=

−=

.5

,3
3

24

ty

ttx
 

 

Решение:  

производную функции, заданной параметрическими уравнениями, 

находят по формуле: 

t

t
x

x

y
y




= . 

 

Тогда для искомой функции 




=

−=

,3

,212
2

3

ty

ttx

t

t
    т.е. 

( ) ( )
.

162

3

162

3

212

3
22

2

3

2

−
=

−
=

−
=

t

t

tt

t

tt

t
yx

 

 

 

8. Найти вторую производную функции xy 3ln=
 
в точке  𝑥0 = 1.  

 

Решение:  

( ) ,
ln31

ln3ln
2

23

x

x

x
xxy ==


=   

 

 
( )

,
ln2ln3lnln2

3

ln1
1

ln2

3
ln3

22

2

2

2
2

x

xx

x

xx

x

xx
x

x

x

x
y

−
=

−
=

−

=
















=  

 

( )
( )

.0
1

1ln21ln3
1

2
=

−
=y   
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9.  Дана функция 
x

x
y

3

12 +
= . Определить  

а) область определения и точки разрыва;  

б) асимптоты графика функции; 

в) точки пересечения графика функции с осями координат;  

г) четность, нечетность; 

д) интервалы монотонности, экстремумы;  

е) интервалы вогнутости, выпуклости и точки перегиба; 

ж) построить график.  

 

Решение: 

а) 0=x - точка разрыва, в области определения функция непрерывна: 

( ) ( )+− ;00;:)(0 yDх . Находим односторонние пределы  функции в 

точке разрыва:
  

;
3

1
lim,

3

1
lim

2

0

2

0
+=

+
−=

+

+→−→ x

x

x

x

xx
 

б) если = )0( 0xf , то прямая 𝑥 = 𝑥0 является вертикальной  

асимптотой, значит  0=х - вертикальная асимптота. 

 

Прямая bkxy +=   – наклонная асимптота, где  

 

,
3

1

3

1
limlim

2

2

=
+

==
→→ x

x

x

y
k

xx
  

 

( ) .0
3

1
lim

3

1
lim

33

1
limlim

222

==
−+

=







−

+
=−=

→→→→ xx

xxx

x

x
xyb

xxxx
 

 

Значит, xy
3

1
= – наклонная асимптота;  

 

в) при 0=x
 
график функции )(xfу =  не имеет пересечение с 

осью 0х, так как ( ) ( )+− ;00;:)(yD . При 0=у
 

график функции

)(xfу =  не имеет пересечение с осью 0у, так как 0
3

12


+

=
x

x
y ; 
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г) ( )
( )
( )

( )xy
x

x

x

x
xy −=

+
−=

−

+−
=−

3

1

3

1 22

, т.е. функция нечетная, график 

симметричен относительно начала координат. Т.к. при 00  yx , то график 

расположен в первой и третьей четвертях. Функция непериодическая. 

( )
( )

+==



+

=










+

→→→ 3

2
lim

3

1
lim

3

1
lim

22 x

x

x

x

x

xxx
 – функция неограниченно 

возрастает. 

д) ,
3

112

3

1

3

1
2

2

2

222

x

x

x

xx

x

x
y

−
=

−−
=










 +
=  

 

0=y  ⇒ 1,1 21 =−= xx   – стационарные точки. В области определения 

функции y  существует. Исследуем изменения знака производной функции в 

каждом интервале:  

в интервале 10  x   0y , значит функция убывает,   

в интервале + x1   𝑦′ > 0,  значит функция возрастает; 

в точке 1=x  имеем локальный минимум: ( ) ,
3

2

3

11
1 =

+
=y  

в интервале 1−− x   𝑦
′ > 0, значит функция возрастает, 

в интервале 01 − x , то 0y , значит функция убывает,  

в точке 1−=x  имеем локальный максимум: ( ) ;
3

2
1 −=−y  

е) 322

2

3

21
1

3

1

3

1

xxx

x
y =











−=










 −
= , 0y . Вторая производная 

существует в области определения: 

при ( )+ ;0x  0y , значит график выпуклый вниз;  

при ( )0;−x  𝑦″ < 0, значит график выпуклый вверх; точек перегиба нет. 

ж) график функции 
x

x
y

3

12 +
=  показан на рисунке 5. 
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Рисунок 5 

 

10. Найти предел: .
75

32
lim

1+

→









+

+
x

x x

x
 

 

Решение:  

при  значении  =х   получается неопределенность вида |(
∞
∞
)
∞
|.  В 

начале, для раскрытия неопределенности в основании степени 














 

применяется свойство эквивалентности бесконечно больших функций, и 

далее, используется свойство показательной функции:   

  

𝑎∞ = {
0, при 𝑎 < 1
∞, при 𝑎 > 1

: 

 

.01
5

2

5

2

5

2
lim

5

2
lim

75

32
lim

111

==







=








=








=












=









+

+
+

→

+

→

+

→

x

x

x

x

x

x x

x

x

x
 

 

 

11. Найти предел, используя правило Лопиталя:  

а) 
xx

x

x 7sin

7cos1
lim

0

−

→
;  

б)
 









−

→ 220

1

sin

1
lim

xxx
. 

 

 

11−

3

2
−xy

3

1
=

y

x

0

3

2
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Решение:  

а) правило Лопиталя применяется для неопределенностей вида 








0

0

 
или 

:











 

( )

( )

( )

( ) ( )
;

2

7

14

49

7sin7cos77cos7
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б) при  значении  0=х   получается неопределенность вида − , 

тогда дроби приводятся к общему знаменателю и, далее, используется 

свойства эквивалентности бесконечно малых величин: 
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12.  Исследовать на непрерывность и построить график функции 

 𝑓(𝑥) = {
2𝑥,   𝑥 ≤ −1,

𝑥2 − 3,  − 1 ≺ 𝑥 ≤ 2,
5 − 𝑥,  𝑥 ≻ 2.

 

 

Решение: так как функция задана тремя формулами, разрыв может 

случиться в точках 𝑥 = −1  и 𝑥 = 2, т.е. в местах «стыка» двух линий. 

Находим односторонние пределы функции в точке 𝑥 = −1: 
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𝑓(−1 − 0) = lim
𝑥→ −1−0

2𝑥 = 2(−1 − 0) = −2 , 

 

𝑓(−1 + 0) = lim
𝑥→ −1+0

(𝑥2 − 3) = −2 . 

 

Так как односторонние пределы функции в точке 𝑥 = −1  стремятся к 

одному и тому числу, то в этой точке  функция не разрывна.  

Находим односторонние пределы функции в точке 𝑥 = 2:  

 

𝑓(2 − 0) = lim
𝑥→2−0

(𝑥2 − 3) = 1 , 

 

𝑓(2 + 0) = lim
𝑥→ 2+0

(5 − 𝑥) = 3 . 

Так как односторонние пределы функции в точке 𝒙 = 2  стремятся к 

разным числам ( не к бесконечности), то в этой точке  функция терпит разрыв 

первого рода, а скачок равен 3-1=2.   

 

 
 

Рисунок 6 
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3 Расчетно-графическая работа №3. Интегральное исчисление 

функции одной переменной. 

 

Цель: освоение основных методов интегрирования при нахождении 

неопределенных и определенных интегралов, их приложений в 

геометрических и физических задачах. 

 

3.1   Теоретические вопросы 

 

1. Первообразная. Неопределенный интеграл, его свойства. 

2. Таблица интегралов. 

3. Разложение дробно-рациональной функции на простейшие дроби. 

Интегрирование дробно-рациональной функции. 

4. Интегрирование иррациональной функции.  

5. Интегрирование тригонометрических функций. Универсальная 

подстановка.  

6. Определенный интеграл и его свойства.  Формула Ньютона-

Лейбница. Применение определенного интеграла. 

7. Метод замены переменной в неопределенном и определенном 

интегралах. 

8. Метод интегрирования по частям в определенном и неопределенном 

интегралах. 

 

3.1   Расчётные  задания 

 

1. Вынести функцию 𝑓(𝑥) из-под знака дифференциала 
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1.25  1.26  1.27  

1.28  1.29  1.30  

 

 2. Внести функцию  под знак дифференциала. 

№  №  №  

2.1  2.2  2.3  

2.4  2.5 
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3.10 
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3.20 

а) ∫
(𝑥−

2

𝑥
)
2

√𝑥
𝑑𝑥  
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6. Найти неопределенный интеграл. 
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7.22 
 

7.23 
 

7.24 
 

7.25  7.26  7.27 
 

7.28  7.29  7.30  

 

8. Найти неопределенный интеграл методом подведения под знак 

дифференциала. 

8.1  8.2  8.3  

8.4 
 

8.5  8.6  

8.7  8.8  8.9 
 

8.10 
 

8.11 
 

8.12  

8.13 
 

8.14  8.15 
 

8.16 
 

8.17 
 

8.18  

8.19  8.20  8.21  

8.22  8.23 
 

8.24 
 

8.25 
 

8.26  8.27 
 

8.28 

 

8.29 
 

8.30 
 

 

9. Найти неопределенный интеграл. 

9.1  9.2  9.3 
 

9.4  9.5  9.6 
 

9.7  9.8 
 

9.9 
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9.10  9.11 
 

9.12  

9.13  9.14 
 

9.15 
 

9.16 
 

9.17 
 

9.18 
 

9.19 
 

9.20 
 

9.21  

9.22  9.23 
 

9.24 
 

9.25 
 

9.26 
 

9.27  

9.28 
 

9.29 
 

9.30 
 

 

10. Найти неопределенный интеграл методом интегрирования по 

частям. 

10.1  10.2  10.3 
 

10.4  10.5  10.6  

10.7  10.8  10.9  

10.10 
 

10.11  10.12  

10.13  10.14  10.15 
 

10.16 
 

10.17  10.18  

10.19  10.20 
 

10.21  

10.22  10.23 
 

10.24 

 

10.25  10.26  10.27 
 

10.28  10.29 
 

10.30  
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11. Найти неопределенный интеграл, выделив целую часть 

неправильной дробно-рациональной функции. 

11.1 

 

11.2 
 

11.3 
 

11.4 
 

11.5 
 

11.6 

 

11.7 
 

11.8 
 

11.9 
 

11.10 
 

11.11 
 

11.12 
 

11.13 
 

11.14 
 

11.15 
 

11.16 
 

11.17 
 

11.18 
 

11.19 
 

11.20 
 

11.21 
 

11.22 
 

11.23 
 

11.24 
 

11.25 
 

11.26 
 

11.27 
 

11.28 
 

11.29 
 

11.30 
 

 

12. Найти неопределенный интеграл правильной дробно-рациональной 

функции. 

12.1 
 

12.2 
 

12.3 
 

12.4 
 

12.5 
 

12.6 
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12.19 
 

12.20 
 

12.21 
 

12.22 
 

12.23 
 

12.24 
 

12.25 
 

12.26 
 

12.27 
 

12.28 
 

12.29 
 

12.30 
 

 

13. Найти неопределенный интеграл. 

13.1 
 

13.2 
 

13.3 

 

13.4 
 

13.5 
 

13.6 
 

13.7  13.8 
 

13.9 
 

13.10 
 

13.11 
 

13.12 
 

13.13  13.14 ∫(1 − cos 2𝑥 − 11 sin 𝑥) 𝑑𝑥 

13.15 
 

13.16 
∫
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13.17 ∫(8 + cos 2𝑥 − 3 sin2 𝑥) 𝑑𝑥 13.18 
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∫
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∫
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13.27 
 

13.28 
∫
4sin2 𝑥 − 5 cos2 𝑥

sin2 𝑥
𝑑𝑥 

 −
dx

x

x

14

3

 ++
dx

xx

x

)1)(1( 3

2 ( )
( ) +

+
dx

xx

x

3

14
2

( )( )
−−

−
dx

xx

x
3

45

72 ( )
( ) ( )

+−

+
dx

xx

x

43

12
3

( )
( ) ( )

+−

+

32

12
3

xx

dxx

( )
( ) ( )

−+

−
dx

xx

x

32

13
3

( )
( )
+

+
dx

xx

x
2

3

1

( ) ( )
−+

−
dx

xx

x

45

73
2

( )
( ) +

+
dx

xx

x

3

15
3

( )
( )( )

+−

−
dx

xx

x
2

43

12 ( )
( )( )

−+

−
dx

xx

x
2

32

1

 







− dx

x
x

2sin

7
cos5  








+ dx

x
x

2cos

2
sin3


−−

dx
x

x
xx

sin

sin

5
sin3sin 2




−
dx

xx

tgxx

cossin

52sin5


−

dx
x

xx
2

3

cos

cos52cos


+
dx

x

x

2cos

cos51
2

3


−

dx
x

x
2

3

sin

sin31


+
dx

x

x
2

3

cos

cos2

 







− dx

x
x

2cos

4
sin5  dx

x

x
3cos

2sin

 dx
x

x
3sin

2sin
 dx

x

x
2cos

2cos

 dx
x

x
2sin

2cos


+

dx
x

xx

cos

cos5cos2

 







+ dx

x

x
2cos

7

2

sin




dx
xx

ctgx

cossin
 dx

x

tgx

2sin

 dx
x

ctgx

2sin

 xdxctg 2

( ) + dxxtg 21


−
dx

x

xx
4

2

sin

cos2cos


+

dx
x

xx

cos

cos5cos2



60 
 

13.29 
∫
7cos2 𝑥 + sin2 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 

13.30 
 

 

14. Найти неопределенный интеграл с помощью универсальной 

тригонометрической подстановки. 

14.1 
 

14.2 
 

14.3 
 

14.4 
 

14.5 
 

14.6 
 

14.7 
 

14.8 
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15. Вычислить определенный интеграл. 

15.1 
 

15.2 
 

15.3 
 

15.4 
 

15.5 

 

15.6 
 

15.7 
 

15.8 
 

15.9 
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15.12 
 

15.13 
 

15.14 
 

15.15 
 

15.16  15.17 
 

15.18 
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15.30  

 

16. Вычислить определенный интеграл, используя метод замены 

переменной. 
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16.5 
 

16.6 
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16.9 

∫𝑥√4 − 𝑥2

2

0

𝑑𝑥 

16.10 
∫

√𝑥 + 3

4 + √𝑥 + 3

6

1

𝑑𝑥 
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16.26 
 

16.27  16.28 
 

16.29 
 

16.30 

 

 

17. Вычислить определенный интеграл методом интегрирования по 

частям. 

17.1 
 

17.2 
 

17.3 
∫ 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥

𝜋
6

0

 

( ) +

e

xx

dx

1

2 1ln


−+

6

1 23xx

dx


−

9

4

2 dxe x

 −+

2

3ln

1ln

xx ee

dx 
− +

1

1 45 x

xdx

 

2

3ln

e

e
xx

dx


−1

0

dx
x

e x


−

2ln

1

2

dxe x

 +

2

0
cos34



x

dx 
−

4

0

dxex x

 

1

0

3 2

dxex x  ++

2

0

24 252xx

xdx


1

2

1

2

1

dx
x

e x 


2

3ln

e

e xx

dx


+

1

3

1
2 1xx

dx

 −+

2ln

0
2 xx ee

dx

 −

1

0

21 dxx  ++

2

0

24 22512xx

xdx


+

1

3

1
2 4xx

dx




2

5ln

e

e xx

dx




2

5ln

e

e xx

dx


1

2

1

2

1

dx
x

e x

 −

3

2

)1ln( dxxx 
−

−

0

2

22 dxex x
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17.4 
 

17.5 
 

17.6 
 

17.7 
 

17.8 
 

17.9 
 

17.10 
 

17.11 
 

17.12 
 

17.13 
 

17.14 
 

17.15 
 

17.16 
∫ (𝑥 + 3)𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥
1

0

 
17.17 

 
17.18 

 

17.19 
 

17.20 
∫ (𝑥 − 2)𝑒−

𝑥
3𝑑𝑥

0

−3

 
17.21 

 

17.22 
∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛9𝑥𝑑𝑥
1

0

 
17.23 

 
17.24  

17.25 
∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥
1

0

 
17.26 

 
17.27 

 

17.28  17.29 
∫ 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋
3

0

 
17.30 

∫ 𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔7𝑥𝑑𝑥
1

0

 

 

18. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

18.1  18.11 𝑦 = √𝑥, 𝑦 = 𝑥2. 18.21  

18.2  18.12  18.22  

18.3 𝑦 = 𝑥2 − 5, 
𝑦 = 𝑥 − 3 

18.13 
 

18.23  

18.4  18.14  18.24 𝑦 = 𝑥2 − 1, 
𝑦 = 𝑥 + 3 

18.5  18.15 𝑦 = −2𝑥2 + 3𝑥 + 6, 
𝑦 = 𝑥 + 2 

18.25 𝑦 = 4𝑥 − 𝑥2,   𝑦 = 𝑥 

18.6 𝑥 = 𝑦2, 𝑥 = 1. 18.16 
 

18.26 𝑦 = 2𝑥2, 𝑦 = 𝑥,  
𝑥 = −3 

18.7  18.17  18.27  

18.8  18.18  18.28 
 

18.9 
 

18.19 
 

18.29 
 


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18.10 
 

18.20 𝑦 = 𝑥2 + 𝑥,  
𝑦 = 𝑥 + 1 

18.30 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑦 = 1,

𝑥 = −
𝜋
3
. 

 

3.3  Решение типового варианта.  

 

1.  Вынести функцию 𝑓(𝑥) = 5 cos 7𝑥 из под знака дифференциала. 

Решение:  

по формуле  
 

находим 

𝑑(5 cos 7𝑥) = (5 cos 7𝑥)′𝑑𝑥 = −35 sin 7𝑥𝑑𝑥. 
 

2. Внести функцию 𝑓(𝑥) = 4𝑥7  под знака дифференциала. 

Решение:  

используем формулу    

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑(𝐹(𝑥)), 
 

где F(x) – первообразная функции f(x): 

4𝑥7𝑑𝑥 = 𝑑 (
4𝑥8

8
) = 𝑑 (

𝑥8

2
) . 

  

Задания 3-7 выполняются непосредственным интегрированием, т.е. 

применением правил интегрирования, таблицу  интегралов, преобразованием 

интегрируемой функции.  

3-7. Найти неопределённый интеграл.      

3. а) ∫
(7− √x

3
)
2

x3
𝑑𝑥;     

б) ∫3𝑥(22𝑥−4 + 5𝑥) 𝑑𝑥. 

 

Решение:

 
а) ∫

(7− √𝑥
3

)
2

𝑥3
𝑑𝑥 = ∫

49−14 √𝑥
3

+ √𝑥2
3

𝑥3
𝑑𝑥 = ∫ (

49

𝑥3
−
14 √𝑥

3

𝑥3
+

√𝑥2
3

𝑥3
)𝑑𝑥 =

∫ (49𝑥−3 − 14𝑥
−
8

3 + 𝑥−
7

3) 𝑑𝑥 =
49𝑥−2

−2
−
14𝑥

−
5
3

−
5

3

+
𝑥
−
4
3

−
4

3

+ 𝐶 = −
49

2𝑥2
+

+
42

5𝑥 √𝑥2
3 −

3

4𝑥 √𝑥
3 + 𝐶. 

 

б) ∫3𝑥(22𝑥−4 + 5𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(3𝑥 ∙ 22𝑥−4 + 3𝑥 ∙ 5𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(3𝑥 ∙ 22𝑥 ∙ 2−4 +

+15𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(12𝑥 ∙ 2−4 + 15𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(
1

16
∙ 12𝑥 + 15𝑥)𝑑𝑥 =

12𝑥

16𝑙𝑛12
+

15𝑥

𝑙𝑛15
+ 𝐶.

 

0

,1,2

=

==

x

yxtgy

dxxfxfd )())(( =
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 4. Найти неопределенный интеграл  ∫
√x2+5

2x2+10
dx. 

Решение:   

  

 

5. Найти неопределенный интеграл ∫ (
6

2𝑥2+9
+

12

2𝑥2−9
)𝑑𝑥. 

Решение:  

. 

 

6. Найти неопределенный интеграл ∫(sin 2𝑥 + 4)2 𝑑𝑥.  

Решение:  

 ∫(sin2𝑥 + 4)2 𝑑𝑥 = ∫(sin2 2𝑥 + 8 sin 2𝑥 + 16)𝑑𝑥 = 

= ∫(
1 − cos 4𝑥

2
+ +8 sin 2𝑥 + 16)𝑑𝑥 =

1

2
(𝑥 −

1

4
sin 4𝑥) = 

= −4 cos 2𝑥 + 16𝑥 = 16,5𝑥 −
1

8
sin 4𝑥 − −4 cos 2𝑥 + 𝐶. 

 

7. Найти неопределенный интеграл ∫
𝑑𝑥

(5+7𝑥)∙ √(5+7𝑥)2
3 . 

Решение: 

 ∫
𝑑𝑥

(5+7𝑥)∙ √(5+7𝑥)2
3 = ∫

𝑑𝑥

(5+7𝑥)
5
3

= ∫(5 + 7𝑥)
−
5

3𝑑𝑥 =
1

7
∙
(5+3𝑥)

−
2
3

−
2

3

+

+𝐶 = −
3

14
(5 + 3𝑥)−

2

3 + 𝐶. 

Интеграл в задании 7 нашли по формуле . 
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8. Найти неопределенный интеграл методом подведения под знак 

дифференциала: ∫𝑒𝑥
5
𝑥4𝑑𝑥. 

Решение: такой интеграл решается с помощью формулы подведения 

(внесения) функции под знак дифференциала, в частности, с помощью 

формулы  

. 

 

Например, . 

Применяем этот метод данному интегралу: 

∫𝑒𝑥
5
𝑥4𝑑𝑥 = |

𝑥5 = 𝑡,   5𝑥4𝑑𝑥 = 𝑑𝑡,

𝑥4𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

5

| = ∫𝑒𝑡
𝑑𝑡

5
=
1

5
𝑒𝑡 + 𝐶 =

1

5
𝑒𝑥

5
+ 𝐶. 

 

9. Найти неопределенный интеграл ∫
𝑑𝑥

√𝑥2−6𝑥+1
.  

Решение:  

интегралы вида , ,
 

, 
 

находят методом выделения полного квадрата:     

   или   

 

 . 

 

∫
𝐝𝐱

√𝐱𝟐 − 𝟔𝐱 + 𝟏
= |𝐱𝟐 − 𝟔𝐱 + 𝟏 = (𝐱𝟐 − 𝟔𝐱 + 𝟗) − 𝟗 + 𝟏 = (𝐱 − 𝟑)𝟐 − 𝟖| = 

= ∫
𝐝𝐱

√(𝐱 − 𝟑)𝟐 − 𝟖
= 𝐥𝐧 |(𝐱 − 𝟑) + √(𝐱 − 𝟑)𝟐 − 𝟖| + 𝐂 = 

= ln |x − 3 + √x2 − 6x + 1| + C. 

 

Cxu
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2  ++ cbxax

dx
2 
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10.  Найти неопределенный интеграл методом интегрирования по 

частям: ∫(2𝑥 − 7) sin 5𝑥𝑑𝑥. 

 Решение:  

в интегралах вида  , , 
 

рекомендуется  ввести замену   u = xn,   dv = {eaxdx,   sinaxdx,   cosaxdx}, а в 

интегралах вида  , , , 

∫𝑥𝑛𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑎𝑥𝑑𝑥, ∫𝑥𝑛𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 𝑎𝑥𝑑𝑥 рекомендуется ввести замену 

 

𝑢 = {𝑙𝑛𝑚𝑎𝑥,   𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥,   𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥},  dv = x
ndx, . 

 

∫(2𝑥 − 7) sin 5𝑥𝑑𝑥 = |
𝑢 = 2𝑥 − 7 𝑑𝑣 = sin 5𝑥𝑑𝑥

𝑑𝑢 = 2𝑑𝑥 𝑣 = −
1

5
cos 5𝑥

| = 

= −
1

5
(2𝑥 − −7) cos 5𝑥 +

2

5
∫cos 5𝑥𝑑𝑥 = −

1

5
(2𝑥 − 7) cos 5𝑥 +

2

5
𝑠𝑖𝑛5𝑥 + 𝐶. 

 

 

11. Найти неопределенный интеграл ∫
𝑥2+9𝑥−5

𝑥2−2
𝑑𝑥.    

Решение:  

интегралы такого вида находят путем выделения целой части дроби, 

разделив «уголком» многочлен числителя многочлен знаменателя: 

 ∫
𝑥2+9𝑥−5

𝑥2−2
𝑑𝑥 = |

𝑥2+9𝑥−5

𝑥2−2
= 1 +

9𝑥−3

𝑥2−2
= 1 +

9𝑥

𝑥2−2
−

2

𝑥2−2
| = 

= ∫(1 +
9𝑥

𝑥2 − 2
−

2

𝑥2 − 2
)𝑑𝑥 = ∫𝑑𝑥 + ∫

9𝑥

𝑥2 − 2
𝑑𝑥 − 2∫

𝑑𝑥

𝑥2 − 2
= 

= 𝑥 + 9∫
𝑑 (
𝑥2

2
)

𝑥2 − 2
−

2

2√2
𝑙𝑛 |

𝑥 − √2

𝑥 + √2
| + 𝐶 = 𝑥 +

9

2
∫
𝑑(𝑥2 − 2)

𝑥2 − 2
− 

−
1

√2
𝑙𝑛 |

𝑥 − √2

𝑥 + √2
| + 𝐶 = 𝑥 +

9

2
𝑙𝑛|𝑥2 − 2| −

1

√2
𝑙𝑛 |

𝑥 − √2

𝑥 + √2
| + 𝐶. 

 dxex axn

 axdxxn sin  axdxxn cos

 axdxx mn ln  axdxxn arcsin  axdxxn arccos

1

1

+
=

+

n

x
v

n
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12. Найти неопределенный интеграл правильной дробно-рациональной 

функции: ∫
3𝑥+4

(𝑥−1)(𝑥−7)2
𝑑𝑥. 

Решение:  

чтобы найти интегралы такого вида, необходимо интегрируемую 

функцию разложить на простейшие. Необходимо предварительно изучить 

метод неопределенных коэффициентов или метод пробных точек для 

разложения правильной дробно-рациональной функции.  

Разложение правильной дробно-рациональной функции на простейшие 

дроби имеет вид:  

, где   . 

 

, 

 

если  

 

 
3𝑥+4

(𝑥−1)(𝑥−7)2
=

𝐴

𝑥−1
+

𝐵

𝑥−7
+

𝐶

(𝑥−7)2
=

𝐴(𝑥−7)2+𝐵(𝑥−1)(𝑥−4)+𝐶(𝑥−1)

(𝑥−1)(𝑥−7)2
    ⇒ 

 

𝐴(𝑥 − 7)2 + 𝐵(𝑥 − 1)(𝑥 − 4) + 𝐶(𝑥 − 1) = 3𝑥 + 4 

 

𝑥 = 1:    36𝐴 = 7,   𝐴 =
7

36
,

𝑥 = 7:   18𝐵 + 6𝐶 = 25,

𝑥2|                𝐴 + 𝐵 = 0  

 

 

Из этой системы  найдем неопределенные коэффициенты:  
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𝐴 =
7

36
,   𝐵 = −

7

36
,   𝐶 =

4

19
.  

Тогда 

3𝑥 + 4

(𝑥 − 1)(𝑥 − 7)2
=

7
36
𝑥 − 1

+
−
7
36

𝑥 − 7
+

4
19

(𝑥 − 7)2
, 

∫
3𝑥 + 4

(𝑥 − 1)(𝑥 − 7)2
𝑑𝑥 =∫(

7
36
𝑥 − 1

+
−
7
36

𝑥 − 7
+

4
19

(𝑥 − 7)2
)𝑑𝑥 =

=
7

36
∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
−
7

36
∫

𝑑𝑥

𝑥 − 7
+
4

19
∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 7)2
=
7

36
𝑙𝑛|𝑥 − 1| −

−
7

36
𝑙𝑛|𝑥 − 7| −

4

19
∙
1

𝑥 − 7
+ 𝐶 =

7

36
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4
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+ 𝐶. 

 

13. Найти неопределенный интеграл ∫
1+𝑐𝑜𝑠2 𝑥

1+𝑐𝑜𝑠 2𝑥
𝑑𝑥. 

Решение:  

∫
1+𝑐𝑜𝑠2 𝑥

1+𝑐𝑜𝑠 2𝑥
𝑑𝑥 = |1 + cos 2x = 2 cos2 x| = ∫

1+cos2 x

2 cos2 x
dx =  

=
1

2
(∫

𝑑𝑥

cos2 𝑥
+ ∫𝑑𝑥) =

1

2
(𝑡𝑔𝑥 + 𝑥) + 𝐶. 

 

14. Найти неопределенный интеграл с помощью универсальной 

тригонометрической подстановки: ∫
2 sin 𝑥

3−cos𝑥
𝑑𝑥. 

Решение:  

к интегралу применяем универсальную подстановку: 
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, 
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 . 
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∫
2 sin 𝑥

3 − cos 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

2 ∙
2𝑡

1 + 𝑡2

3 −
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

∙
2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= ∫

4𝑡
1 + 𝑡2

4𝑡2 + 2
1 + 𝑡2

∙
2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

= ∫
4𝑡

4𝑡2 + 2
∙
2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= 4∫

𝑡

(2𝑡2 + 1)(1 + 𝑡2)
𝑑𝑡. 

  
Интегрируемую функцию методом неопределенных коэффициентов 

разложим на простейшие дроби: 

 
𝑡

(2𝑡2 + 1)(1 + 𝑡2)
=
𝐴𝑡 + 𝐵

2𝑡2 + 1
+
𝐶𝑡 + 𝐷

1 + 𝑡2
=
(𝐴𝑡 + 𝐵)(1 + 𝑡2) + (𝐶𝑡 + 𝐷)(2𝑡2 + 1)

(2𝑡2 + 1)(1 + 𝑡2)
⇒ 

 
(𝐴𝑡 + 𝐵)(1 + 𝑡2) + (𝐶𝑡 + 𝐷)(2𝑡2 + 1) = 𝑡 

𝑡3

𝑡2

𝑡1

𝑡0

|       

𝐴 + 2𝐶 = 0
𝐵 + 2𝐷 = 0
𝐴 + 𝐶 = 1
𝐵 + 𝐷 = 0

⇒  

𝐴 = 2,
𝐵 = 0,

  𝐶 = −1,
𝐷 = 0.

 

Тогда 

 ∫
2 sin𝑥

3−cos𝑥
𝑑𝑥 = 4∫

𝑡

(2𝑡2+1)(1+𝑡2)
𝑑𝑡 = 4∫ (

2𝑡

2𝑡2+1
−

𝑡

1+𝑡2
) 𝑑𝑡 =

 4 (∫
2𝑡

2𝑡2+1
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𝑡

1+𝑡2
𝑑𝑡) = 4(∫
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𝑑(
𝑡2

2
)
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) = 4 (

1

2
∫
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−

−
1

2
∫
𝑑(𝑡2)

1+𝑡2
) = 2(𝑙𝑛(2𝑡2 + 1) − 𝑙𝑛(𝑡2 + 1)) + 𝐶 = 2𝑙𝑛

2𝑡2+1

𝑡2+1
+ 𝐶 =

𝑙𝑛 (
2𝑡2+1

𝑡2+1
)
2

+ 𝐶 = 𝑙𝑛 (
2𝑡𝑔2

𝑥

2
+1

𝑡𝑔2
𝑥

2
+1
)
2

+ 𝐶. 

 

15. Вычислить определенный интеграл: ∫
𝑑𝑥

(𝑥+3)3
2

−1
. 

Решение:  

вычисляем по формуле Ньютона-Лейбница: 

 . 

16. Вычислить определенный интеграл, используя метод замены 

переменной: ∫ √4 − 𝑥2𝑑𝑥
1

0
. 

Решение:  
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в определенном интеграле используется метод замены переменной и 

формула Ньютона-Лейбница: 

 

 

. 

 

17. Вычислить определенный интеграл методом интегрирования по 

частям:  . 

Решение:  

∫ 𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = |
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18. Вычислить площадь фигуры,  ограниченной указанными линиями:   
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Рисунок 7 

 

 

 

 

 

3.4 Дополнительный материал 
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3.4.2 Производные основных элементарных функций 
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3.4.3 Интегралы основных элементарных функций 
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