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Кіріспе 

 

 Қатар ұғымы математикалық талдаудың негізгі ұғымдарына жатады. Ол 

математикалық талдаудың теориялық зерттеулерінде, ондағы кейбір 

ұғымдардың қалыптасуында, мысалы,  көрсеткіштік және тригонометриялық 

комплекс айнымалылы функцияны анықтауда  қолданылады. Қатар жуықтап 

есептеулерде жиі қолданылады: интегралдарды жуықтап есептеу, 

дифференциалдық теңдеулерді жуықтап шешу және т.с.с. Логарифмдерді, 

тригонометриялық функциялардың белгілі кестелері  қатарды қолданып 

құрылған. 

 Студент өз  вариантын  топтағы тізімнен анықтай алады. Есептік- сызба 

жұмыс дәптерге жазылады. Есептік- сызба жұмыс анық, таза орындалуы 

керек. 

 

1   Есептеу-сызба жұмыс №1. Қатарлар теориясының элементтері 

 

Мақсаты: сандық және функционалдық қатарлардың негізгі ұғымдарын 

қарастыру: қатардың жинақтылығы және жинақсыздығы, қатардың 

қосындысы, жинақтылық радиусы, облысы ұғымдары. Қатардың 

жинақтылығын жинақтылық белгілері арқылы зерттеу. 

 

1.1  Теориялық сұрақтар 

 

1. Сандық   қатарлар. Жинақтылық және қатардың қосындысы.  

2. Жинақтылық белгілері. Қатардың жинақтылығының қажетті шарты.  

3. Салыстыру белгілері. 

4. Даламбер және Коши белгілері. Кошидің интегралдық белгісі. 

5. Таңбасы ауыспалы қатарлар. Лейбниц теоремсы. Қатардың қалдығын 

бағалау. 

6. Таңбасы айнымалы қатарлар. Абсолютті және шартты жинақты 

қатарлар. 

7. Функциялық   қатар.   Жинақтылық облысы. 

8. Бірқалыпты жинақты қатарлар және олардың қасиеттері. 

9. Дәрежелік қатарлар. Абель теоремасы.  

10. Тейлор қатарлары.  

 

1.2  Есептік тапсырмалар 

  

1. Берілген қатар үшін 


1n

na :  

а) қатардың na  жалпы мүшесінің формуласын құру керек  және 

алғашқы бес мүшесін жазу керек;  

б) қатардың n-ші дербес қосындысын жазу керек nS ;  
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в) қатардың қалдығын жазу керек nr ;  

г) қатардың жинақтылығының қажетті шартын тексеру керек. 
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2. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек:  

а) берілген қатарды салыстырудың екінші белгісі бойынша 

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3. 


1n
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керек. 
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)25(
13n

n

n

x
n

n
 

8.15 
n

n
n

xtg )1(
61







 

8.30 

 



 



1 149

)32(3

n
n

nn

n

x
 

 

9. Белгілі жіктелулерді қолданып, f(x) функциясының  Маклорен 

қатарына жіктеңіз. 

№ f(x) № f(x) № f(x) 

9.1  

xx sin  

9.11  
)34ln( x  

9.21 
3

2
1

x


 
 

9.2 23xex   
9.12 xe 3

 
9.22 

x31

1


 

9.3 
2

5cos1

x

x
 

9.13 25xex   
9.23 )3ln( x  

9.4 
x

3

7
cos 2

 
9.14 

x
x

2

3
cos 2

 
9.24 

231

1

x
 

9.5 

x

x5cos
 

9.15 
x

5

2
sin 2

 
9.25 x25  

9.6 

x

e x

 

9.16 
xx

3

2
cos  

9.26 )2ln( x  
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9.7 xe 31   9.17 x24   
9.27 

x
3

4
sin 2

 

9.8 4 41 x  
9.18 23 xex   9.28 

3
sin2 2 x

x   

9.9 
416

1

x
 

9.19 
xx

3

2
sin 2  

9.29 x9  

9.10 

2
4

x
  

9.20 

x

x4sin
 

9.30 
x

3

4
sin 2

 

 

10.   f(x) функциясының 0x  нүктесінің маңайында Тейлор қатарына 

жіктеудің алғашқы үш мүшесін табу керек. 

№ f(x) 
0x  № f(x) 

0x  

10.1 x  3 10.16 

2
sin

x
 

2


 

10.2 xe
 2 10.17 

x

1
 -2 

10.3 x6  2 10.18 x  4 

10.4 )ln( xe x   0 10.19 x2  
1 

10.5 xx ln3   1 10.20 xe  -2 

10.6 

x1

1
 

2 10.21 xcos  
4


 

10.7 xsin  
4


 10.22 

x1

1
 

2 

10.8 )2ln( x  
 

1 10.23 x3  3 

10.9 xe 2
 

 

-1 10.24 xx ln  1 

10.10 1x  2 10.25 

x

1
 

2 

10.11 x2ln  1 10.26 xcos  
3


 

10.12 x10  0 10.27 x3ln  2 

10.13 xsin  
6


 10.28 x5  1 

10.14 x2ln  -1 10.29 

2
cos

x
 

2


 

10.15 x4  2 `0.30 )1ln( x  0 
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1.3  Типтік нұсқаның шешуі 

 

1. Берілген қатар үшін 


 1 3)12(

1

n
nn

:  

а) қатардың na  жалпы мүшесінің формуласын құру керек  және 

алғашқы бес мүшесін жазу керек;  

б) қатардың n-ші дербес қосындысын жазу керек nS ;  

в) қатардың қалдығын жазу керек nr ;  

г) қатардың жинақтылығының қажетті шартын тексеру керек. 

 

 Шешуі: 

а)  nn
n

a
3)12(

1


 - қатардың жалпы мүшесінің формуласы: 

...
39

1

37

1

35

1

33

1

31

1

3)12(

1
5432

1






















n
nn

 ; 

б) қатардың n-ші дербес қосындысы nS  оның алғашқы  n  мүшесінің 

қосындысына тең, яғни 



n

k

kn aS
1

. Сондықтан біздің жағыдайда: 














nn

n
S

3)12(

1
...

35

1

33

1

31

1
32  

 

n

k
kk1 3)12(

1
; 

в) nr  қатардың қалдығы берілген қатардан алғашқы n мүшесін 

азайтқанда пайда болған қатар, яғни 





1nk

kn ar  немесе 





1k

knn ar , 

Сондықтан  


 


1 3)12(

1

nk
kn

k
r ;  

г) қатардың жинақтылығының қажетті шарты: егер 


1n

na  қатары 

жинақты болса, онда 0lim 


n
n

a ; біздің жағыдайда 0
3)12(

1
limlim 




 nn
n

n n
a ,  

олай болса, қатардың жинақтылығының қажетті шарты орындалады. 

 

2. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек:  

а) берілген 


 



1
2

2

)1()12(

1

n nn

n
 қатарды салыстырудың екінші белгісі 

бойынша 


1

1

n
pn

 Дирихле қатарымен салыстырып; 
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б) 


 1
22 sinn nn

n
 қатарын салыстырудың бірінші белгісі бойынша. 

 

Шешуі: 

1) Қатарды салыстырудың бірінші белгісі: 


1n

na (1) және
  



1n

nb  (2) оң 

мүшелі екі қатар берілсін; осы қатарлардың сәйкес мүшелерінің арасында 

nn ba   (n=1,2,3,…) теңсіздігі орын алсын, онда (2) қатардың 

жинақтылығынан (1) қатардың жинақтылығы шығады; (1) қатардың 

жинақсыздығынан (2) қатардың жинақсыздығы шығады. 

2) Қатарды салыстырудың екінші белгісі: егер (1) және  (2) қатарлары 

үшін нөлден өзге  k
b

a

n

n

n



lim  шегі табылса, онда екі қатар бірмезгілде жинақты 

немесе жинақсыз болады: 

а) 


1

1

n
pn

 Дирихле қатарының жинақтылығы p  параметріне байланысты: 

егер 1p , онда қатар жинақты, егер 1p , онда қатар жинақсыз. Берілген 

қатарды  қай Дирихле қатарымен салыстыру керектігін білу үшін  p параметрін 

келесі еремен табамыз: p – жалпы мүшенің бөлімінің дәрежесінен алымның 

дәреженің азайтқанға тең. Біздің жағыдайда
)1()12(

1
2

2






nn

n
an , алымның 

дәрежесі 2-ге тең, бөлімінің дәрежесі 3-ке тең, олай болса p = 3 – 2 = 1. 

Сонымен, 


1n

na =


 



1
2

2

)1()12(

1

n nn

n
 берілген қатарды салыстырудың екінші 

белгісі бойынша Дирихле қатарымен салыстырамыз 









11

1

nn

n
n

b  (бұл 

гармоникалық қатар, ол жинақсыз): 

const
nn

nn

n

nn

n

b

a

nn
n

n

n












 2

1

)1()12(

)1(
lim

1

)1()12(

1

limlim
2

22

2

, шек нөлден 

өзге тұрақты болғандықтан, онда екі қатар бірмезгілде жинақсыз.  

  б) 1sin 2 n  болғандықтан, онда 1sin 222  nnn  және 

1sin 222 


 n

n

nn

n
, бірақ 



 1
2 1n n

n

 
қатары жинақсыз (салыстырудың екінші 

белгісі бойынша 


1

1

n n
 қатарымен салыстырамыз (жинақсыз):  
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const
n

nn

n

n

n

b

a

nn
n

n

n








1

1
lim

1
1limlim

2

2

). Олай болса, 


 1
22 sinn nn

n
 

қатары да салыстырудың бірінші белгісі бойынша жинақсыз.  

3. 


 1 )!12(

3

n

n

n
 қатарды Даламбер белгісі бойынша жинақтылыққа 

зерттеу керек. 

Шешуі:  

Даламбер белгісі: 


1n

na  қатары үшін q
a

a

n

n

n




1lim  шегін табамыз; 

егер 1q , онда қатар жинақты, егер 1q , онда қатар жинақсыз, егер 1q , 

бұл жағыдайда басқа белгімен зерттеу керек. Берілген қатары үшін 

)!12(

3




n
a

n

n ,   
)!32(

3 1

1






n

a
n

n ; 

,10
)32()22(

3
lim

3)!32(

)!12(3
lim

)!12(

3

)!32(

3

limlim
1

1

1 

























 nnn

n

n

n

a

a

nn

n

nn

n

n
n

n

n
 олай 

болса, Даламбер белгісі бойынша жинақты. 

 

4. 


 1 )13(

5

n
n

n

n
 қатарды Кошидің радикалдық белгісі бойынша 

жинақтылыққа зерттеу керек. 

Шешуі:  

Кошидің радикалдық белгісі: 


1n

na  қатары үшін qan
n

n



lim  шегін 

табамыз; егер 1q , онда қатар жинақты, егер 1q , онда қатар жинақсыз, 

егер 1q , басқа белгімен зерттеу керек. Берілген қатары үшін n

n

n
n

a
)13(

5


 ; 

,10
)13(

5
lim

)13(

5
limlim 







 nn
a

n

n
n

n

n

п
п

n
 олай болса, Кошидің радикалдық 

белгісі бойынша жинақты. 

5. 
   



 1 12ln12

1

n nn
 қатарды Кошидің интегралдық  белгісі бойынша 

жинақтылыққа зерттеу керек. 

Шешуі:  
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Кошидің интегралдық  белгісі: 


1n

na  қатарының барлық мүшелері оң 

және өспейтін, яғни ...321  aaa  және )(nfan   үзіліссіз, өспелі емес 

функция болсын, онда берілген қатар және меншіксіз интеграл  


1

)( dnnf  

бірмезгілде жинақты немесе жинақсыз болады. Берілген қатар үшін 

)12ln()12(

1
)(




nn
nfan . Қатардың барлық мүшелері оң және өспелі емес;  

меншіксіз интегралды зерттейміз 


1

)( dnnf :      











 


3ln11
2

1

;3ln1

)12(

2
)12ln(

)12ln()12(

1
)(

t

dt

tntn

dn
n

dtnt
dn

nn
dnnf

 

   ,3lnlnln
2

1
ln

2

1

3ln





t  яғни меншіксіз интеграл





1

)12ln()12(

1
dn

nn
  жинақсыз.  Сондықтан  берілген қатар да жинақсыз. 

6. Таңбалары ауыспалы қатарды





1

)1(
n

n

n a  шартты немесе абсолютті 

жинақтылыққа зерттеу керек. 

Таңбалары ауыспалы қатар үшін үш мүмкін варианттар бар: қатар 

абсолютті жинақты; қатар шартты жинақты; қатар жинақсыз.  




1n

na  қатарын  жинақтылыққа зерттеуді (бұл қатардың мүшелерінің 

таңбалары ауысып отырады) келесі жоспар бойынша жүргізуге болады:  

1) 


1n

na (*)  қатарын құру;  (*)  қатарын оң қатарлардың жинақтылық 

белгілерінің біреуі бойынша  жинақтылыққа зерттеу. 

2) Егер  (*)  жинақты болса,  онда   


1n

na   абсолютті жинақты (соңы);  

егер  (*)  жинақсыз болса,  онда   зерттеуді жалғастырамыз. 

3) Лейбниц шарттарының орындалуын тексеру керек:   

...321  aaa    және   0lim 


n
n

a ; егер бұл шарттар орындаоса, онда 


1n

na  
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шартты жинақты (соңы); егер Лейбниц шарттары орындалмаса, онда 


1n

na  

жинақсыз (соңы). 

Үш қатарды шартты немесе абсолютті жинақтылыққа зерттейміз: 

 1) 
 

.

)2(

1

1 3

5







n

n

n

 

Шешуі: (*) қатарын құрамыз 
 

.

)2(

1

)2(

1

1 1 3

5

3

5
1

 




















n n

n

n

n

nn

a   Дирихле 

қатарымен салыстырамыз 


1 3

5

1

n
n

 ( 1
3

5
p , жинақты) салыстырудың екінші 

белгісі бойынша:    
1

1

)2(

1

lim

3

5

3

5






n

n

n , Сондықтан екі қатар да бірмезгілде 

жинақты. (*) қатары жинақты жинақты болғандықтан, берілген қатар 

 













1 3

5
1

)2(

1

n

n

n

n

n

a  абсолютті жинақты. 

 

 2) 
 












1
5 2

1

)1(

1

n

n

n
.  

Шешуі: (*) қатарын құрамыз 
 

.

)1(

1

)1(

1

1 1 5

2
5 2

1

1

 



















n n

n

n

n

n
n

a   Оны 

Дирихле қатарымен салыстырамыз 


1 5

2

1

n
n

 ( 1
5

2
p , жинақсыз) 

салыстырудың екінші белгісі бойынша:    1
1

)1(

1

lim

5

2

5

2






n

n

n , екі қатар да 

бірмезгілде жинақсыз.  Яғни  (*) қатары  жинақсыз. Олай болса, берілген 
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қатар абсолютті жинақты бола алмайды. Лейбниц шарттарының орындалуын 

тексерейік:        

1) ...
4

1

3

1

2

1

5 25 25 2
 ;         

2) .0
)1(

1
lim

5 2


 nn
 

 Ол шарттар орындалады, сондықтан берілген қатар шартты жинақты. 

 

  3) 
 




 



1 )14(

1

n

n

n

n
. 

Шешуі: (*) қатарын құрамыз 
 

.
14)14(

1

1 11

 










 







n n

n

n

n
n

n

n

n
a   Бұл қатар 

жинақсыз, себебі қатардың жинақтылығының қажетті шарты орындалмайды: 

0
4

1

14
limlim 




 n

n
a

n
n

n
. Олай болса, берілген қатар абсолютті жинақты 

бола алмайды. Лейбниц шарттарының орындалуын тексерейік:        

1) ...
11

3

7

2

3

1
 ;          2)  .0

4

1

14
lim 

 n

n

n
 

 Көріп отырғандай,  Лейбниц шарттары орындалмайды. Сондықтан 

берілген қатар жинақсыз. 

7. 


 



1
3)2(

)12(3

n

nn

n

x
 функционалдық қатардың жалпы мүшесі берілген. 

 Берілген қатарды 
3

1
0 x  нүктесінде жазып, алынған сандық қатарды  

жинақтылыққа зерттеу керек.  

Шешуі: 0x  -ді берілген қатардағы x-тің орнына қоямыз:  




















1
3)2(

1
3

1
23

n

n

n

n
















1
3)2(

3

1
3

n

n

n

n



 1
3)2(

1

n n
. 

Оң сандық қатар алынды. Ол қатарды жинақтылыққа зерттеу үшін 

салыстырудың екінші белгісін қолданамыз: оны Дирихле қатарымен 


1
3

1

n n

салыстырамыз ( 13 p , жинақты) 1
1

)2(

1

lim

3

3






n

n

n
. Олай болса, екі қатар да 

бірмезгілде жинақты.  
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8.  n
n

n

x
n

n
53

2

4

1








 





 дәрежелік қатардың жинақталу радиусы мен 

интервалын табу керек.  

Шешуі:   





1

0

n

n

n xxa  дәрежелік қатардың жинақталу радиусы 

1

lim





п

n

n a

a
R      немесе     

n
n

n a
R

1
lim


  формулаларының біреуі бойынша 

табылады. Жинақталу интервалы Rxx  0  теңсіздігін шешу арқылы 

анықталады. 

 

Берілген қатарды стандарт түрге келтірейік: 
n

n

n

nn

n

n

x
n

n
x

n

n
















 








 







 3

5
3

2

4
)53(

2

4

11

. Сонымен, қатар коэффициенті 

n

n

n

n
n

n

n

n
a 







 








 


2

)4(3
3

2

4
, .

3

5
0 x  Сондықтан  жинақталу радиусы 

n
n

n a
R

1
lim




 формуласы бойынша есептейміз: 

3

2

)4(3

2
lim

2

)4(3

1
lim 











 


 n

n

n

n
R

n

n

nn , яғни  радиус  .
3

2
R   

 Жинақталу интервалын 
3

2

3

5
x     теңсіздігін шешу арқылы табамыз.       

 
3

2

3

5

3

2
 x        

3

5

3

2

3

5

3

2
 x      

3

7
1  x . 

 

Тағы бір мысал қарастырайық: қатардың жинақтылық  радиусы мен 

интервалын табу керек  
n

n
n

x
n

)15(
5

1

1

2









. 

Шешуі: берілген қатарды стандарт түрге келтірейік:  

.
5

1
)1(

5

1

5

5)1(
)15(

5

1

1 1

2
2

1

2

 




































n n

nn

n

n
n

n
n

xnx
n

x
n

 

Сонымен, )1( 2  nan ,   .
5

1
0 x  Сондықтан қатардың жинақтылық  
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радиусын 
1

lim





п

n

n a

a
R  формуласымен есептейміз.  

1
22

1
lim

1)1(

1
lim

2

2

2

2












 nn

n

n

n
R

nn
.       Қатардың жинақтылық  

интервалын 1
5

1
x теңсіздігін шешу арқылы табамыз    1

5

1
1  x     

   
5

1
1

5

1
1  x        

5

4

5

6
 x . 

 

8. Белгілі жіктелулерді қолданып, )10ln()( xxf   функциясының  

Маклорен қатарына жіктеңіз. 

 Шешуі: rxx  0  немесе rxxrx  00  интервалында шексіз 

дифференциалданатын кез келген функция осы интервалда өзіне 

жинақталатын Тейлор қатарына жіктеледі: 

 ...)(
!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( 0

0

)(

2

0
0

0
0

0 





 n
n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf .  

 00 x  болғанда Тейлор қатарын Маклорен қатары дейді: 

...
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()(

)(
2 





 n

n

x
n

f
x

f
x

f
fxf . 

 Тейлор (Маклорен) қатарына белгілі жіктелулер: 

  x
n

xxx
e

n
x ...,

!
...

!2!1
1

2

;

  x
xxxx

x ...,
!7!5!3!1

sin
753

;

  x
xxx

x ...,
!6!4!2

1cos
642

;

 ;11...,
432

)1ln(
432

 x
xxx

xx

 ...
!3

)2)(1(
...

!2

)1(

!1
1)1( 32 





 x

mmm
x

mm
x

m
x m

 

 Соңғы қатардың жинақталу облысы m дәрежесіне байланысты: 

Егер 0m , онда қатардың жинақталу облысы 11  x ; егер 01  m , онда 

қатардың жинақталу облысы 11  x ; егер 1m , онда қатардың жинақталу 

облысы 11  x . 

Берілген функцияны қарастырайық )10ln()( xxf  . белгілі жіктелулерді 

қолдану үшін оны сәйкес түрге келтіру керек:  
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


























10
1ln10ln

10
110ln)10ln()(

xx
xxf .  

Енді  11...,
432

)1ln(
432

 x
xxx

xx  формуласын қолданамыз, 

ол үшін x  орнына 
10

x
-ті қоямыз. Ізделінді жіктеуді аламыз: 


















 ...

41031021010
10ln)(

4

4

3

3

2

2 xxxx
xf . Алынған қатардың жинақтылық 

облысы 1
10

1 
x

 интервалы болады немесе 1010  x . 

9.   f(x)= x2sin  функциясының 
6

0


x  нүктесінің маңайында Тэйлор 

қатарына жіктеудің алғашқы үш мүшесін табу керек. 

 Шешуі: жоғарыда айтылғандай, f(x) функциясының 0x  нүктесінің 

маңайында Тэйлор қатарына жіктеуі:   

 ...)(
!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( 0

0

)(

2

0
0

0
0

0 





 n
n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf  

Берілген функцияның туындысын және  функция туындысының 
6

0


x  

нүктесіндегі мәндерін табамыз:   

f(x)= x2sin ;   
4

1

6









f ; 

xxxxf 2sincossin2)(  ;   
2

3

6












f ; 

xxf 2cos2)(  ;  1
6












f , … 

Табылған мәндерді қатарға қоямыз:  

...)
6

(
!2

1
)

6
(

!12

3

4

1
)( 2 





xxxf  

- бұл жауап. Айта кетелік, егер функция туындысының кейбір мәндері нөлге 

тең болса, онда жіктеудің оң жағында үш қосылғыш болатындай нөлден өзге 

мәндерін табу керек. 
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