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МОДУЛЬ 1. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВ-

НЕНИЯ И СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

Лекция 1. Задачи геометрического и физического характера, приво-

дящие к дифференциальным уравнениям. Понятие об обыкновенном 

дифференциальном уравнении первого порядка, разрешенном относи-

тельно производной, и его решении 

 

Цель лекции – рассмотреть задачи геометрического и физического харак-

тера, приводящие к дифференциальным уравнениям, примеры, ввести понятие 

обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка, разрешен-

ного относительно производной, и его решения.   

 

1.1 Задачи геометрического и физического характера, приводящие 

к дифференциальным уравнениям, примеры 

Когда решается какая-либо практическая задача с помощью алгебры, ис-

комая величина обозначается через х и согласно условию задачи составляется 

алгебраическое уравнение, решая которое, мы находим искомое значение х. 

Но многие практические задачи из геометрии, механики, физики и других от-

раслей знания приводят к необходимости отыскания такой функции у(х), ко-

торая удовлетворяла бы требованиям, вытекающим из условия поставленной 

задачи. Приведем примеры. 

Пример 1. Как известно из физики, скорость свободно падающего тела в 

момент времени t равна 𝑣 = 𝑔𝑡, где 𝑔 = 9,81 м/сек2 – ускорение силы тяже-

сти. Найти, на каком расстоянии от Земли находится тело в момент времени t, 

если оно начало падать с высоты 𝑦0. 

Решение. Выберем начало координат в точке на поверхности Земли, а 

ось Оу направим по вертикали вверх (рис. 1.1). 

 

 
Рисунок 1.1 

 

Тогда вектор скорости v будет направлен по вертикали вниз, а его про-

екция на ось Оу будет равна (−𝑔𝑡). С другой стороны, скорость равна произ-

водной пути по времени 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
. Приравнивая оба выражения для скорости, полу-

чим уравнение: 
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𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑔𝑡     или        𝑑𝑦 = −𝑔𝑡𝑑𝑡. 

 

Интегрируя обе части этого уравнения, получим: 

 

𝑦 = −𝑔∫𝑡𝑑𝑡 

или 

𝑦 = −
𝑔𝑡2

2
+ 𝐶.                                              (1.1) 

 

Мы получили множество функций, из которых требуется найти одну, 

удовлетворяющую начальному условию: при 𝑡 = 0, 𝑦 = 𝑦0. Подставляя эти 

значения в уравнение (1.1), находим С = 𝑦0. Таким образом, свободно падаю-

щее тело в момент времени t находится от Земли на расстоянии: 

 

у = −
𝑔𝑡2

2
+ 𝑦0. 

  

Заметим, что в этом примере решением является не число, а функция. 

 Пример 2. Составить уравнение кривой, проходящей через точку с коор-

динатами 𝑀(−2; 3), если угловой коэффициент касательной к этой кривой в 

любой ее точке равен абсциссе этой точки. 

 Решение. Согласно геометрическому смыслу производной, угловой ко-

эффициент касательной к данной кривой в данной точке 𝑀(𝑥, 𝑦) равен 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
.  

 С другой стороны, согласно условию задачи, этот угловой коэффициент 

равен абсциссе точке касания. Таким образом, имеем: 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥, 

отсюда 

𝑑𝑦 = 𝑥𝑑𝑥. 
 

Интегрируя обе части уравнения, находим: 

 

𝑦 =
𝑥2

2
+ 𝐶. 

  

Это уравнение семейства парабол, так как С – произвольная постоянная, 

которая может принимать любое числовое значение. Из этого семейства пара-

бол надо выделить кривую, проходящую через заданную точку 𝑀(−2; 3). Под-

ставляя координаты точки 𝑀(−2; 3) в последнее уравнение, получим: 

 

3 =
(−2)2

2
+ С, 
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откуда С=1. При этом значении С получим функцию: 

 

𝑦 =
𝑥2

2
+ 1, 

которая удовлетворяет всем условиям поставленной задачи, то есть это иско-

мая функция. 

Мы рассмотрели задачи геометрического и физического характера, при-

водящие к дифференциальным уравнениям. 

 

1.2 Понятие об обыкновенном дифференциальном уравнении пер-

вого порядка, разрешенном относительно производной, и его решении 

Определение. Уравнение, связывающее независимую переменную x, не-

известную функцию y и ее производные или дифференциалы различных по-

рядков, называется обыкновенным дифференциальным уравнением. 

Определение. Порядком дифференциального уравнения называется по-

рядок старшей производной, входящей в данное уравнение.  

Например, уравнения: 

 

𝑦′ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 1 – первого порядка;  

 

𝑦″ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 0 – второго порядка; 

 

𝑦‴ = 𝑥𝑦 – третьего порядка и т. д. 

 

Общий вид уравнения первого порядка: 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0.                                              (1.2) 

 

Если уравнение (1.2) удается разрешить относительно 𝑦′(𝑥), то получим 

уравнение первого порядка, разрешенное относительно производной: 

 

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦). 
 

Решением дифференциального уравнения называется функция у=у(х), 

удовлетворяющая этому уравнению.  

График решения на плоскости хОу называется интегральной кривой 

уравнения. 

Процесс нахождения решения называется интегрированием дифферен-

циального уравнения. 

Если решение уравнения получено в неявном виде 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝐶, то оно 

обычно называется интегралом уравнения. 

Пример 3. Показать, что функция у=sin2х служит решением дифферен-

циального уравнения 𝑦″ + 4𝑦 = 0. 
Решение. Находим производные первого и второго порядков: 
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𝑦′ = 2 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥, 

 

𝑦″ = −4𝑠𝑖𝑛 2 𝑥. 

 

Подставив найденные выражения для у" и у в заданное уравнение, полу-

чим: 

𝑦″ + 4𝑦 = −4𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 4 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 = 0,      0 = 0. 

 

Мы получили тождество, то есть функция у=sin2х является решением 

данного дифференциального уравнения. 

Пример 4. Проверить, что функция у, определяемая уравнением: 

 

𝑦3 + 3𝑦 − 𝑥3 = 4, 

является интегралом дифференциального уравнения 𝑦′ =
𝑥2

(𝑦2+1)
. 

Решение. По условию задачи функция задана в неявном виде. Продиф-

ференцируем обе части равенства 𝑦3 + 3𝑦 − 𝑥3 = 4 по переменной х, тогда 

получим: 

3y2у'+3у'—3х2= 0 

или    

у' (у2+1)=х2, 

откуда находим, что 

𝑦′ =
𝑥2

(𝑦2 + 1)
. 

 

Ответ. Неявно заданная функция является интегралом заданного диффе-

ренциального уравнения. 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1. Как определяется общий вид уравнения первого порядка? 

 2. Как называется решение дифференциального уравнения, имеющее 

множество функций, из которых требуется найти одну, удовлетворяющую 

начальному условию? 

 3. Если задано семейство парабол и надо выделить кривую, проходящую 

через заданную точку М(-2; 3), то координаты заданной точки являются … . 

 4. Как называется уравнение, связывающее независимую переменную x, 

неизвестную функцию y и ее производные или дифференциалы различных по-

рядков? 

5. Как называется порядок старшей производной, входящей в дифферен-

циальное уравнение? 

6. Как определяется уравнение первого порядка, разрешенное относи-

тельно производной? 
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7. Как называется функция у=у(х), удовлетворяющая дифференциаль-

ному уравнению? 

9. Как называется график решения дифференциального уравнения на 

плоскости? 

10. Как называется процесс нахождения решения дифференциального 

уравнения? 

11. Как называется решение дифференциальное уравнение, полученное 

в неявном виде 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝐶?  
12. Чему равен порядок дифференциального уравнения 5(𝑦‴)2 − 3𝑦″ ⋅

𝑦𝐼𝑉 = 0? 

13. Чему равен порядок дифференциального уравнения 𝑥𝑦″ + 𝑦′ =
𝑥(𝑥 + 𝑦″)? 
 14. Чему равен порядок дифференциального уравнения 𝑦𝑦‴ + 𝑥𝑦″ +
𝑦 = 𝑦(𝑦′ + 𝑦‴)? 

 

 

Лекция 2. Начальные условия и задача Коши. Теорема существова-

ния и единственности решения дифференциального уравнения первого 

порядка. Особое решение 

 

Цель лекции – рассмотреть уравнение первого порядка и его решение, 

геометрическое истолкование уравнения первого порядка и его решений, тео-

рему существования и единственности решения дифференциального уравне-

ния первого порядка.   

 

2.1 Уравнение первого порядка и его решение. Общий вид уравнения 

первого порядка имеет вид: 

𝑭(𝒙, 𝒚 𝒚′) = 𝟎.                                               (2.1) 

 

Определение. Функция 𝒚 = 𝒚(𝒙), определенная и непрерывно дифферен-

цируемая в интервале (𝒂, 𝒃) и обращающая уравнение (2.1) в тождество 

𝑭(𝒙, 𝒚 𝒚′) ≡ 𝟎, справедливое для всех значений х решения из интервала (𝒂, 𝒃), 
называется решением уравнения (2.1) в интервале (𝒂, 𝒃).  

График 𝒚 = 𝒚(𝒙) является гладкой кривой. 

Определение. Уравнение, разрешенное относительно производной от ис-

комой функции: 

𝒚′ = 𝒇(𝒙, 𝒚)                                                  (2.2) 

или 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇(𝒙, 𝒚) 

 

называется нормальной формой уравнения первого порядка.  
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Условие, что при 𝑥 = 𝑥0 функция 𝑦 = 𝑦(𝑥) должна равняться заданному 

числу 𝑦0, называется начальным условием. Оно записывается в виде 

𝑦|
 

𝑥 = 𝑥0 = 𝑦0 или 𝑦(𝑥0) = 𝑦0.  

Задача отыскания решения уравнения, удовлетворяющего начальному 

условию, носит название задачи Коши. 

Определение. Общим решением дифференциального уравнения 1-го по-

рядка называется функция:  

𝑦 = 𝑦(𝑥, 𝐶), 
 

удовлетворяющая следующим условиям: 

1) функция является решением дифференциального уравнения при лю-

бом конкретном значении постоянной 𝐶; 

2) для любых начальных условий 𝑦|
 

𝑥 = 𝑥0 = 𝑦0, где (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 можно 

найти такое значение 𝐶 = 𝐶0, что функция 𝑦 = 𝑦(𝑥, 𝐶0) удовлетворяет дан-

ному начальному условию.  

Равенство вида 𝛷(𝑥, 𝑦, 𝐶) = 0, неявно задающее общее решение, назы-

вается общим интегралом дифференциального уравнения.  

Решение, полученное из общего решения (интеграла) дифференциаль-

ного уравнения при фиксированном С, называется частным решением (инте-

гралом) этого уравнения. 

 

2.1 Геометрическое истолкование уравнения первого порядка и его 

решений. Установим связь между уравнением (2.2) и его интегральными кри-

выми. Предположим, что правая часть уравнения (2.2) определена и непре-

рывна в области G (рис. 2.1).  

Пусть 𝒚 = 𝒚(𝒙) есть интегральная 

кривая этого уравнения, проходящая че-

рез точку 𝑴(𝒙, 𝒚). Проведем касательную 

к этой интегральной кривой в точке М и 

обозначим через 𝜶 угол, образованный ка-

сательной МТ с положительным направ-

лением оси х. Тогда 𝒕𝒈𝜶 = 𝒚′(𝒙), но 

𝒚′(𝒙) = 𝒇(𝒙, 𝒚(𝒙)), поэтому: 

𝒕𝒈𝜶 = 𝒇(𝒙, 𝒚(𝒙)). 

 
Рисунок 2.1 

Таким образом, если через точку 𝑴(𝒙, 𝒚) проходит интегральная кривая 

𝒚 = 𝒚(𝒙), то наклон кривой к ней в этой точке определяется формулой: 

 

𝒕𝒈𝜶 = 𝒇(𝒙, 𝒚),                                                  (2.3) 

 

то есть наклон касательной к интегральной кривой определен заранее самим 

дифференциальным уравнением. 
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 Определение. Наклон касательной 

есть тангенс угла 𝜶, образованного каса-

тельной с положительным направлением 

оси х.  

       Наклоны касательных можно указать, 

не находя интегральных кривых. Для 

этого построим в каждой точке М области 

G отрезок (для определенности – единич-

ной длины) с центром в точке М (рис. 2.2), 

составляющий с положительным направ-

лением оси х угол 𝜶, тангенс которого 

 
Рисунок 2.2 

определяется формулой (2.3). Получим поле направлений, определяемое урав-

нением (2.2). 

Определение. Кривая 𝒘(𝒙, 𝒚) = 𝟎, в каждой точке которой направление 

поля, определяемое дифференциальным уравнением (2.2), одно и то же, назы-

вается изоклиной этого уравнения. 

Уравнения изоклин дифференциального уравнения (2.2) имеют вид: 

 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒌, где 𝒌 = 𝒕𝒈𝜶 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕. 
 

       Пример 1. Для уравнения 𝒚′ = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 

изоклинами будут окружности (рис. 2.3) 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒌. 
       При 𝒌 = 𝟎  изоклиной будет точка с коор-

динатами (𝟎, 𝟎). При 𝒌 = 𝟏 получим изоклину 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏 – это окружность с центром в 

точке (𝟎, 𝟎) и радиусом, равным 1 и т. д. Инте-

гральные кривые в каждой точке этой окруж-

ности наклонены к оси х под углом 
𝝅

𝟒
 (так как 

𝒌 = 𝒕𝒈𝜶 = 𝟏  ⇒   𝜶 =
𝝅

𝟒
). 

 
Рисунок 2.3 

  

С увеличением k наклон интегральных кривых возрастает и интеграль-

ные кривые имеют вид, указанный схематически на рисунке 3. Построив се-

мейство изоклин (в нашем случае – окружностей), можно получить методом 

изоклин сколь угодно точное представление об интегральных кривых. 

 

2.3 Теорема существования и единственности решения дифференци-

ального уравнения первого порядка 

Теорема (о существовании и единственности решения дифференциаль-

ного уравнения первого порядка). Если в уравнении 𝒚′ = 𝒇(𝒙, 𝒚) функция 

𝒇(𝒙, 𝒚) и ее частная производная 
𝝏𝒇

𝝏𝒚
 непрерывны в некоторой области D, со-

держащей точку (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) на плоскости Oxy, то в некоторой окрестности точки 
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𝒙𝟎 существует единственное решение этого уравнения 𝒚 = 𝒚(𝒙), удовлетворя-

ющее условию: 𝒚(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎. 

Геометрический смысл теоремы заключается в том, что в указанной 

окрестности существует и притом единственная интегральная кривая уравне-

ния, проходящая через точку (𝑥0, 𝑦0). 
Пример 2. Найти решение задачи Коши: 

 

𝑦′ = 5𝑠𝑖𝑛𝑥 −
2

1+𝑥2
,      𝑦 (

𝜋

4
) = −2. 

 

Решение. Общее решение данного дифференциального уравнения запи-

сывается в виде неопределенного интеграла от функций, стоящих от функций 

в правой части этого уравнения: 

 

𝑦 = ∫(5𝑠𝑖𝑛𝑥 −
2

1 + 𝑥2
)𝑑𝑥 = 5∫𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 − 2∫

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= 

 

= −5𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶. 

 

Таким образом, общее решение имеет вид: 

 

у = −5𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶. 
Найдем единственное значение С – произвольная постоянная. Для этого 

используем начальное условие 𝑥 =
π

4
,   y = −2, тогда получим: 

 

2 = −5𝑐𝑜𝑠
𝜋

4
− 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝜋

4
+ 𝐶, 

 

−2 = −5 ∙
√2

2
− 2 ∙ 1 + 𝐶,       отсюда     C =

5√2

2
. 

 

Частное решение заданного уравнения имеет вид: 

 

у = −5𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 +
5√2

2
. 

 

Пример 2. Найти решение задачи Коши: 

 

𝑦′ =
3

𝑐𝑜𝑠2𝑥
,      у(0) = 3. 

 

Решение. Найдем сначала общее решение дифференциального уравне-

ния, содержащее постоянную интегрирования С: 
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𝑦(𝑥) = ∫
3𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
= 3𝑡𝑔𝑥 + 𝐶. 

 

Теперь найдем единственное значение постоянной интегрирования С, 

удовлетворяющее начальному условию у(0) = 3. Для этого в последнем ра-

венстве положим х=0, у=3, тогда получим: 

 

3 = 3 ∙ 𝑡𝑔0 + 𝐶. 

 

Так как 𝑡𝑔0 = 0, то С=3.Таким образом, решение задачи Коши имеет 

вид: 

 

𝑦(𝑥) = 3(𝑡𝑔𝑥 + 1). 
 

Определение. Решение, в каждой точке которого нарушается единствен-

ность решения задачи Коши, называется особым решением. 

Особое решение не содержится в формуле для общего решения ни при 

каком числовом значении произвольной постоянной, включая С = ±∞. Осо-

бое решение вида 𝑦 = 𝑦(𝑥) может получаться из формулы общего решения 

лишь при 𝐶 = 𝐶(𝑥) [или 𝐶 = 𝐶(𝑦)].  
 

Вопросы для самоконтроля 

1. Дайте определение решения дифференциального уравнения первого 

порядка в интервале (𝑎, 𝑏). 
2. Как называется задача отыскания решения уравнения, удовлетворяю-

щего начальному условию? 

3. Каким условиям должно удовлетворять общее решение дифференци-

ального уравнения 1-го порядка? 

4. Дайте определение изоклины дифференциального уравнения первого 

порядка. 

5. Сформулируйте теорему о существовании и единственности решения 

дифференциального уравнения первого порядка. 

6. Какое решение задачи Коши называется особым решением? 

 7. Может ли решением задачи Коши быть не число, а функция? 

 

Лекция 3. Дифференциальные уравнения с разделяющимися пере-

менными. Однородное уравнение. Линейное уравнение. Уравнение Бер-

нулли. Уравнения в полных дифференциалах, интегрирующий множи-

тель 

 

Цель лекции – рассмотреть дифференциальные уравнения с разделяющи-

мися переменными, примеры, однородные уравнения и простейшее уравне-

ние, приводящееся к однородному, примеры, линейное уравнение: построение 
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общего решения, метод подстановки, метод вариации произвольного постоян-

ного (метод Лагранжа), уравнение Бернулли, примеры, а также уравнение в 

полных дифференциалах, интегрирующий множитель, примеры.  

 

3.1 Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными, 

примеры 

Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными имеет 

вид: 

𝑀1(𝑥)𝑁1(𝑦)𝑑𝑥 +𝑀2(𝑥)𝑁2(𝑦)𝑑𝑦 = 0.                          (3.1)  

 

Поделив обе части уравнения (3.1) на N1(у) М2(х), получим уравнение: 

 
𝑀1(𝑥)

𝑀2(𝑥)
𝑑𝑥 +

𝑁2(𝑦)

𝑁1(𝑦)
𝑑𝑦 = 0, 

 

в котором переменные разделены. Общий интеграл (общее решение) уравне-

ния находится почленным интегрированием обеих частей последнего уравне-

ния: 

∫
𝑀1(𝑥)

𝑀2(𝑥)
𝑑𝑥 + ∫

𝑁2(𝑦)

𝑁1(𝑦)
𝑑𝑦 = 𝐶. 

 

Пример 1. Для дифференциального уравнения 𝑦′ ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 =
𝑦

𝑙𝑛 𝑦
 найти 

частный интеграл, удовлетворяющий начальному условию 𝑦(0) = 1. 

Решение. Полагая 𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, перепишем данное уравнение в виде: 

  

𝑐𝑜𝑠 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦

𝑙𝑛 𝑦
. 

 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Разделим переменные 

и получим уравнение с разделенными переменными:  

 
𝑙𝑛 𝑦

𝑦
𝑑𝑦 =

𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
. 

 

Проинтегрируем обе части уравнения: 

 

∫
𝑙𝑛 𝑦

𝑦
𝑑𝑦 = ∫

𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
+ 𝐶 

 

и найдем общее решение заданного дифференциального уравнения: 
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1

2
𝑙𝑛2 𝑦 = 𝑙𝑛 𝑡 𝑔 (

𝑥

2
+
𝜋

4
) + 𝐶. 

 

Используя начальное условие 𝑦(0) = 1, то есть значения 𝑥 = 0,   𝑦 = 1, 
находим: 

 
1

2
𝑙𝑛2 1 = 𝑙𝑛 𝑡 𝑔 (

0

2
+
𝜋

4
) + 𝐶, 

Отсюда:  

0 = 𝑙𝑛 𝑡 𝑔 (
𝜋

4
) + 𝐶, 

 

так как 𝑙𝑛 𝑡 𝑔 (
𝜋

4
) = 0, то получим 𝐶 = 0, тогда частный интеграл (частное ре-

шение) имеет вид: 
1

2
𝑙𝑛2 𝑦 = 𝑙𝑛 𝑡 𝑔 (

𝑥

2
+
𝜋

4
). 

 

Пример 2. Найти частное решение дифференциального уравнения 

(1 + 𝑥2)𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑥 = 0 при начальных условиях 𝑦(1) = 1. 
Решение. По условию задачи нам задано уравнение с разделяющимися 

переменными. Преобразуем данное уравнение к виду: 

 
𝑑𝑦

𝑦
= −

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
. 

 

Мы получили уравнение с разделенными переменными, теперь, инте-

грируя обе части уравнения:  

∫
𝑑𝑦

𝑦
= −∫

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
 

 

получим общий интеграл (общее решение) данного уравнения: 

 

𝑙𝑛|𝑦| = −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶. 

 

Чтобы найти частное решение заданного дифференциального уравне-

ния, подставим в общее решение начальные условия и найдем произвольную 

С: 

 

𝑙𝑛 1 = −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔1 + 𝐶,    то есть    𝐶 =
𝜋

4
. 

 

Следовательно, 

𝑙𝑛 𝑦 = −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 +
𝜋

4
, 
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откуда получаем искомое частное решение:  

 

𝑦 = 𝑒
𝜋
4
−𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 . 

 

3.2 Однородное уравнение и простейшее уравнение, приводящееся к 

однородному, примеры 

Функция 𝑓(𝑥, 𝑦) называется однородной измерения m, если: 

 

𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑡𝑚𝑓(𝑥, 𝑦). 
 

Пример 3. Показать, что следующие функции являются однородными, и 

определить степень их однородности: 

 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 − 𝑦2,       б) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥2+𝑦2

𝑥𝑦
,    в) 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥3 + 𝑦3

3
. 

 

Решение. Для каждой заданной функции сделаем преобразования: 

 

𝑥 = 𝑡𝑥,   𝑦 = 𝑡𝑦. 
 

a) 𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = 𝑡𝑥 ∙ 𝑡𝑦 − (𝑡𝑦)2 = 

 

= 𝑡2𝑥𝑦 − 𝑡2𝑦2 = 𝑡2(𝑥𝑦 − 𝑦2) = 𝑡2𝑓(𝑥, 𝑦). 
 

Получили 𝑚 = 2, то есть заданная функция – однородная функция вто-

рой степени. 

 

б) 𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) =
(𝑡𝑥)2+(𝑡𝑦)2

𝑡𝑥∙𝑡𝑦
=
𝑡2𝑥2+𝑡2𝑦2

𝑡2𝑥∙𝑦
= 

 

=
𝑥2 + 𝑦2

𝑥𝑦
= 𝑡0𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦). 

 

Получили 𝑚 = 0, то есть заданная функция – однородная функция нуле-

вой степени.  

 

в) 𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = √(𝑡𝑥)3 + (𝑡𝑦)3
3

= √𝑡3𝑥3 + 𝑡3𝑦3
3

= √𝑡3(𝑥3 + 𝑦3)
3

= 

 

= 𝑡√𝑥3 + 𝑦3
3

= 𝑡 ∙ 𝑓(𝑥, 𝑦). 
 

Получили 𝑚 = 1, то есть заданная функция – однородная функция пер-

вой степени.  
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Определение. Уравнение вида 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 называется од-

нородным, если 𝑃(𝑥, 𝑦)   и   𝑄(𝑥, 𝑦) – однородные функции одного измерения. 

Оно может быть приведено к виду: 

 

𝑦′ = 𝑓 (
𝑦

𝑥
). 

 

Однородное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися пе-

ременными подстановкой у=их, где и – новая искомая функция. Дифференци-

руя равенство у=их, получим: 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑢 

или 

𝑦′ = 𝑢′𝑥 + 𝑢. 
 

Подставив у и 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 в уравнение 𝑦′ = 𝑓 (

𝑦

𝑥
), получим: 

 

𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑢 = 𝑓(𝑢), 

 

откуда получим уравнение с разделяющимися переменными и и х: 

 
𝑑𝑢

𝑓(𝑢) − 𝑢
=
𝑑𝑥

𝑥
. 

 

Найдя общее решение (общий интеграл) последнего уравнения и заме-

нив и на 
𝑦

𝑥
, получим общее решение (интеграл) данного однородного уравне-

ния. 

Пример 4. Найти общий интеграл уравнения: 

 

(𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥 − (2𝑥2 + 𝑥𝑦)𝑑𝑦 = 0. 
 

Решение. Разрешим данное уравнение относительно производной: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥𝑦 + 𝑦2

2𝑥2 + 𝑥𝑦
. 

 

Поделив числитель и знаменатель правой части уравнения на x2, полу-

чим: 

𝑦′ =

𝑦
𝑥
+ (
𝑦
𝑥)

2

2 +
𝑦
𝑥

.                                                          (3.2) 
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Таким образом, у' есть функция отношения 
𝑦

𝑥
, то есть данное уравнение 

– однородное. Введем новую функцию: 

 

𝑢 =
𝑦

𝑥
, 

 

тогда у=их и 𝑦′ =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑢. Уравнение (3.2) преобразуется в уравнение с раз-

деляющимися переменными: 

 

𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑢 =

𝑢 + 𝑢2

2 + 𝑢
 

или 

𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −

𝑢

2 + 𝑢
. 

 

Разделим переменные: 
𝑑𝑥

𝑥
= −

𝑢 + 2

𝑢
𝑑𝑢. 

 

Интегрируя обе части этого уравнения, получим: 

 

𝑙𝑛|𝑥| = −𝑢 − 2 𝑙𝑛|𝑢| − 𝑙𝑛 𝐶            или                𝑢 = − 𝑙𝑛|𝐶𝑥𝑢2|  
 

Откуда  С𝑥𝑢2 = 𝑒−𝑢. Заменяя в последнем равенстве функцию и отношением 
𝑦

𝑥
, окончательно находим общий интеграл данного уравнения: 𝑦2 = С𝑥𝑒−

𝑦

𝑥. 

Пример 5. Найти общий интеграл уравнения (𝑥2 + 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0. 
Решение. В данном уравнении 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦, 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦. Обе 

функции – однородные второго измерения (степени).  

Введем подстановку 𝑦 = 𝑢𝑥, откуда 𝑑𝑦 = 𝑥𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑥. Тогда уравнение 

примет вид:  

(𝑥2 + 2𝑥2𝑢)𝑑𝑥 + 𝑢𝑥2(𝑥𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑥) = 0  
или  

(𝑥2 + 2𝑥2𝑢 + 𝑢2𝑥2)𝑑𝑥 + 𝑢𝑥3𝑑𝑢 = 0. 
 

Разделяя переменные и интегрируя, находим: 

 

∫
𝑑𝑥

𝑥
+∫

𝑢𝑑𝑢

(𝑢 + 1)2
= 𝐶, 

 

преобразуем второй интеграл: 

 

𝑙𝑛|𝑥| + ∫
𝑢 + 1 − 1

(𝑢 + 1)2
𝑑𝑡 = 𝐶 
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или 

𝑙𝑛|𝑥| + 𝑙𝑛|𝑢 + 1| +
1

𝑢 + 1
= 0. 

 

Возвращаясь к прежней неизвестной функции 𝑢 =
𝑦

𝑥
, находим оконча-

тельный ответ: 

𝑙𝑛|𝑥 + 𝑦| +
𝑥

𝑥 + 𝑦
= 𝐶. 

 

Пример 6. Найти частное решение уравнения 𝑦′ =
𝑦

𝑥
+ 𝑠𝑖𝑛

𝑦

𝑥
  при 

начальном условии 𝑦(1) =
𝜋

2
. 

Решение. В заданном уравнении сделаем подстановку: 

 
𝑦

𝑥
= 𝑡, 𝑦 = 𝑡𝑥, 𝑑𝑦 = 𝑥𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝑥, 

 

тогда получим уравнение с разделяющимися переменными: 

 

𝑥𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝑥 = (𝑡 + 𝑠𝑖𝑛 𝑡)𝑑𝑥      ⟹     𝑥𝑑𝑡 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑑𝑥. 
 

Разделим переменные: 
𝑑𝑡

𝑠𝑖𝑛 𝑡
=
𝑑𝑥

𝑥
. 

 

Интегрируя обе части уравнения, находим: 

 

𝑙𝑛 |𝑡𝑔
𝑡

2
| = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑙𝑛 𝐶, 

 

откуда 
𝑡

2
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝐶𝑥. Произведя обратную замену 𝑡 =

𝑦

𝑥
, найдем общее реше-

ние исходного уравнения 𝑦 = 2𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝐶𝑥. Теперь в найденное общее реше-

ние подставим заданные начальные условия и получим: 

 
𝜋

2
= 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝐶, 

 

откуда 𝐶 = 1. Искомое частное решение 𝑦 = 2𝑥𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥. 
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3.3 Линейное уравнение: метод подстановки, метод вариации произ-

вольного постоянного (метод Лагранжа), уравнение Бернулли, примеры  

Определение. Дифференциальное уравнение называется линейным, если 

оно линейно (то есть первой степени) относительно искомой функции у и ее 

производной 𝑦′. 
Общий вид линейного уравнения первого порядка: 

 

𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥).                                   (3.3) 

 

Метод подстановки. Линейное уравнение сводится к двум уравнениям 

с разделяющимися переменными, если искомую функцию у заменить произ-

ведением двух вспомогательных функций и и v, то есть сделать замену у=uv, 

тогда: 

𝑦′ = 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢, 
 

и уравнение (3.3) примет вид: 

 

𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 + 𝑝(𝑥)𝑢𝑣 = 𝑞(𝑥) 
 

𝑣[𝑢′ + 𝑝(𝑥)𝑢] + 𝑣′𝑢 = 𝑞(𝑥).                                 (3.4) 

 

Одну из вспомогательных функций, например u, можно выбрать произ-

вольно. Подберем ее так, чтобы выражение в квадратных скобках обратилось 

в ноль, то есть в качестве u возьмем частное решение u= u(х) уравнения с раз-

деляющимися переменными: 

𝑢′ + 𝑝(𝑥)𝑢 = 0. 

 

Подставляя выражение u= u(х) в уравнение (3.4), получим уравнение от-

носительно функции v: 

𝑣′𝑢 = 𝑞(𝑥),                                                 (3.5) 

 

которое также является уравнением с разделяющимися переменными. Найдя 

общее решение уравнения (3.5) в виде v=v(х,С), получим общее решение ли-

нейного уравнения (3.3): 

𝑦 = 𝑢(𝑥) ∙ 𝑣(𝑥, 𝐶). 

Пример 7. Найти общее решение уравнения  𝑦′ − 𝑦𝑐𝑡𝑔𝑥 =
1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
. 

Решение. Полагаем 𝑦 = 𝑢𝑣, тогда 𝑦′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′. Подставим у и у' в за-

данное уравнение: 

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ − 𝑢𝑣𝑐𝑡𝑔𝑥 =
1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
 

или 

𝑢′𝑣 + 𝑢(𝑣′ − 𝑣𝑐𝑡𝑔𝑥) =
1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
.                                  (3.6) 
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1) Решая уравнение 𝑣′ − 𝑣𝑐𝑡𝑔𝑥 = 0, найдем его простейшее частное ре-

шение: 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑣𝑐𝑡𝑔𝑥,      

𝑑𝑣

𝑣
= 𝑐𝑡𝑔𝑥𝑑𝑥, 

 

𝑙𝑛|𝑣| = 𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛 𝑥|, 
тогда 

𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥. 

2) Подставляя найденное значение 𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 в уравнение (3.6), получим 

уравнение: 

𝑢′ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 =
1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
, 

из которого находим и: 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 =

1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
;       𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
, 

тогда 

𝑢 = 𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶. 

 

Таким образом, общее решение 𝑦 = 𝑢𝑣 заданного уравнения имеет вид: 

 

𝑦 = 𝑢𝑣 = (−𝑐𝑡𝑔𝑥 + 𝐶) 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = −𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝐶 𝑠𝑖𝑛 𝑥. 
 

Метод вариации произвольного постоянного (метод Лагранжа). Этот 

метод состоит в том, что сначала находят общее решение однородного урав-

нения 𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 0. Затем, полагая величину С функцией от х, ищут реше-

ние неоднородного уравнения (3.3), то есть находят функцию С(х).  

Пример 8. Проинтегрировать уравнение 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 + 𝑦 = 𝑡𝑔𝑥 при началь-

ных условиях 𝑦(0) = 0. 

Решение. Решим уравнение методом вариации произвольного постоян-

ного. Рассмотрим в начале однородное уравнение: 

 

𝑦′ 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 + 𝑦 = 0. 
 

Для этого разделим переменные, проинтегрируем обе части уравнения и 

получим общее решение однородного уравнения: 

 
𝑑𝑦

𝑦
+

𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
= 0,          𝑙𝑛 𝑦 + 𝑡𝑔𝑥 = 𝑙𝑛 𝐶 ,               𝑦 = 𝐶𝑒−𝑡𝑔𝑥 . 

 

Далее будем искать решение заданного неоднородного уравнения в 

виде: 

 

𝑦 = 𝐶(𝑥)𝑒−𝑡𝑔𝑥 , 
 

где C(x) – неизвестная функция. Для функции:  
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𝑦 = 𝐶(𝑥)𝑒−𝑡𝑔𝑥 

 

найдем ее первую производную: 

 

𝑦′ = 𝐶′(𝑥)𝑒−𝑡𝑔𝑥 − 𝐶(𝑥)𝑒−𝑡𝑔𝑥 𝑠𝑒𝑐2 𝑥. 
 

Подставим найденные значения y и 𝑦′ в заданное уравнение 𝑦′ 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 +
𝑦 = 𝑡𝑔𝑥 и придем к уравнению:  

 

𝑐𝑜𝑠2 𝑥 𝐶′(𝑥)𝑒−𝑡𝑔𝑥 − 𝐶(𝑥)𝑒−𝑡𝑔𝑥 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 + 𝐶(𝑥)𝑒−𝑡𝑔𝑥 = 𝑡𝑔𝑥 

или 

𝐶′(𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑒−𝑡𝑔𝑥 = 𝑡𝑔𝑥, 
тогда 

𝐶(𝑥) = ∫
𝑒𝑡𝑔𝑥𝑡𝑔𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
𝑑𝑥 = 𝑒𝑡𝑔𝑥(𝑡𝑔𝑥 − 1) + 𝐶. 

 

Таким образом, общее решение заданного уравнения имеет вид: 

 

𝑦 = 𝑡𝑔𝑥 − 1 + 𝐶𝑒−𝑡𝑔𝑥 . 
 

Используя начальные условия 𝑦(0) = 0, то есть значения 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 

найдем произвольную постоянную С: 

 

0 = 𝑡𝑔0 − 1 + 𝐶𝑒−𝑡𝑔0, 
 

отсюда 0 = −1 + 𝐶, то есть 𝐶 = 1. Подставим найденное значение С в общее 

решение. Таким образом, частное решение имеет вид: 

 

𝑦 = 𝑡𝑔𝑥 − 1 + 𝑒−𝑡𝑔𝑥 . 
 

Уравнение Бернулли. Уравнением Бернулли называется уравнение вида: 

 

𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦𝑛, 
 

где 𝑛,   𝑛 ≠ 0;  1 – действительное число. 

Уравнение Бернулли сводится к линейному уравнению с помощью под-

становки 𝑢 = 𝑦1−𝑛. 

Пример 9. Решить уравнение 𝑦′ +
𝑦

𝑥
= 𝑥2𝑦4. 

Решение. Это уравнение Бернулли, так как в правой части содержится 

функция 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦4, содержащая переменную у. Найдем его решение ме-

тодом вариации произвольной постоянной. Для этого интегрируем сначала ли-

нейное однородное уравнение: 

𝑦′ +
𝑦

𝑥
= 0. 
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И получим общее решение этого однородного уравнения: 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑦

𝑥
     ⟹     

𝑑𝑦

𝑦
= −

𝑑𝑥

𝑥
   ⟹ 𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛𝐶 − 𝑙𝑛𝑥     ⟹     𝑦 =

𝐶

𝑥
. 

 

Теперь ищем решение заданного уравнения Бернулли, полагая: 

  

𝑦 =
𝐶(𝑥)

𝑥
,     ⟹     𝑦′ =

𝐶′(𝑥)

𝑥
−
𝐶(𝑥)

𝑥2
. 

 

Подстановка у и 𝑦′ в исходное уравнение дает: 

 
𝐶′(𝑥)

𝑥
−
𝐶(𝑥)

𝑥2
+
𝐶(𝑥)

𝑥2
= 𝑥2 [

𝐶(𝑥)

𝑥
]
4

,      ⟹        
𝐶′(𝑥)

𝑥
=
[𝐶(𝑥)]4

𝑥2
. 

 

Интегрируя полученное уравнение, найдем С(х):  

 
𝑑𝐶(𝑥)

[𝐶(𝑥)]4
=
𝑑𝑥

𝑥
,    ⟹     −

1

3[𝐶(𝑥)]3
= 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛 𝐶,   ⟹   𝐶(𝑥) =

1

√3 𝑙𝑛
𝐶

𝑥

3
. 

 

Таким образом, общее решение исходного уравнения: 

 

𝑦 =
𝐶(𝑥)

𝑥
=

1

𝑥√3 𝑙𝑛
𝐶
𝑥

3

 . 

 

Пример 10. Проинтегрировать уравнение 𝑦′ − 𝑦𝑡ℎ𝑥 = 𝑐ℎ2𝑥. 

Решение. Это линейное уравнение, решим его методом подстановки. По-

логая 𝑦 = 𝑢𝑣, 𝑦′ = 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 имеем 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 − 𝑢𝑣𝑡ℎ𝑥 = 𝑐ℎ2𝑥 или:  

 

𝑢(𝑣′ − 𝑣𝑡ℎ𝑥) + 𝑢′𝑣 = 𝑐ℎ2𝑥. 
 

Пусть 𝑣′ − 𝑣𝑡ℎ𝑥 = 0, откуда 
𝑑𝑣

𝑣
= 𝑡ℎ𝑥𝑑𝑥, интегрируя которое, находим:  

 

𝑙𝑛 𝑣 = 𝑙𝑛 𝑐ℎ𝑥      или        𝑣 = 𝑐ℎ𝑥. 

 

Здесь постоянную интегрирования С не вводим, так как нам достаточно 

найти какое-либо частное решение этого вспомогательного уравнения. Для 

определения 𝑢 получим используем уравнение 𝑢′𝑣 = 𝑐ℎ2𝑥, подставляя 

найденное значение 𝑣 = 𝑐ℎ𝑥, получим уравнение 𝑢′𝑐ℎ𝑥 = 𝑐ℎ2𝑥, откуда нахо-

дим:  

𝑢 = ∫𝑐ℎ𝑥𝑑𝑥 = 𝑠ℎ𝑥 + 𝐶. 
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Так как решение исходного уравнения имеет вид 𝑦 = 𝑢𝑣, то, перемножая 

найденные значения 𝑢 и 𝑣, находим общее решение заданного уравнения: 

 

𝑦 = 𝑐ℎ𝑥(𝑠ℎ𝑥 + 𝐶). 
 

3.4 Уравнение в полных дифференциалах, интегрирующий множи-

тель, примеры 

Если левая часть уравнения: 

 

𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0                                           (3.7) 

 

представляет собой полный дифференциал некоторой функции 𝑢(𝑥, 𝑦), то 

уравнение (3.7) называется уравнением в полных дифференциалах. В этом 

случае его можно переписать в виде 𝑑𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, так что общий интеграл: 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐶.                                                   (3.8) 

 

Теорема. Для того чтобы уравнение (3.7) было уравнением в полных 

дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы во всех точках области D, 

в которой функции Р(х,у) и Q(x,у) определены, непрерывны и имеют непре-

рывные частные производные 
𝜕𝑃(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 и 
𝜕𝑄(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
, было выполнено условие: 

 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=
𝜕𝑄

𝜕𝑥
.                                                           (3.9) 

 

В том случае, когда условие (3.9) выполнено, общий интеграл уравнения 

(3.7) можно записать в виде: 

 

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)
𝑥

𝑥0

𝑑𝑥 + ∫ 𝑄(𝑥0, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝐶
𝑦

𝑦0

                                       (3.10) 

или 

∫ 𝑃(𝑥, 𝑦0)
𝑥

𝑥0

𝑑𝑥 + ∫ 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝐶
𝑦

𝑦0

,                                       (3.11) 

 

где 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) — произвольная фиксированная точка области D. 

Если же условие (3.9) не выполнено, то уравнение (3.7) не является урав-

нением в полных дифференциалах. Однако в некоторых случаях его можно 

привести к уравнению в полных дифференциалах умножением на функцию 

𝜇(𝑥, 𝑦), которая называется интегрирующим множителем. 

Интегрирующий множитель легко находится в следующих двух слу-

чаях:  

1) когда он зависит только от х, то есть 𝜇 = 𝜇(𝑥), 
2) когда он зависит только от у, то есть 𝜇 = 𝜇(𝑦). 
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Первый случай имеет место, если отношение:  

 
𝜕𝑃
𝜕𝑦
−
𝜕𝑄
𝜕𝑥

𝑄
= 𝜑(𝑥) 

 

является функцией только от х, тогда интегрирующий множитель находится 

по формуле: 

𝜇 = 𝑒∫𝜑(𝑥)𝑑𝑥 . 
 

Второй случай имеет место, если отношение: 

 
𝜕𝑃
𝜕𝑦
−
𝜕𝑄
𝜕𝑥

𝑃
= 𝜓(𝑦) 

 

является функцией только от у, тогда интегрирующий множитель определя-

ется по формуле:   

𝜇 = 𝑒−∫𝜓(𝑦)𝑑𝑦 . 
 

Пример 11. Найти общий интеграл уравнения:  

 

2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑑𝑥 + (8√𝑦
3 − 𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝑦)𝑑𝑦 = 0. 

 

Решение. Из условия задачи определим функции 𝑃(𝑥, 𝑦) и 𝑄(𝑥, 𝑦): 
 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑦, 𝑄(𝑥, 𝑦) = 8√𝑦
3 − 𝑥2𝑠𝑖𝑛2𝑦. 

 

Проверим выполняется ли условие (3.9): 

 
𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 2𝑥(−2𝑠𝑖𝑛 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦) = −2𝑥 𝑠𝑖𝑛 2 𝑦, 

 
𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= −2𝑥 𝑠𝑖𝑛 2 𝑦. 

 

Условие (3.9) выполнено, следовательно, заданное уравнение является 

уравнением в полных дифференциалах. Его общий интеграл находим по фор-

муле (3.10), взяв в качестве точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) начало координат 𝑀0(0,0): 
 

∫ 2𝑥 𝑐𝑜𝑠2 𝑦 𝑑𝑥 + ∫ 8√𝑦
3 𝑑𝑦 = 𝐶

𝑦

0

𝑥

0

. 
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Проинтегрировав первый интеграл по переменной х, а второй интеграл 

по переменной у, получим, что общий интеграл (общее решение) имеет вид: 

 

𝑥2 𝑐𝑜𝑠2 𝑦 + 6𝑦√𝑦
3 = 𝐶. 

 

Пример 12. Найти общий интеграл уравнения:  

 
(𝑒𝑥 + 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑒𝑦 + 𝑥 + 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦)𝑑𝑦 = 0. 

 

Решение. По условию задачи имеем: 

 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 + 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛 𝑦 ,                𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑦 + 𝑥 + 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦,  
Тогда: 

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑦,         

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑦. 

 

Следовательно, левая часть уравнения есть полный дифференциал неко-

торой функции 𝑢(𝑥, 𝑦), то есть: 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥 + 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛 𝑦,          

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑒𝑦 + 𝑥 + 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦. 

 

Проинтегрируем 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 по переменной х: 

𝑢 = ∫(𝑒𝑥 + 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐶(𝑦) = 𝑒𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝐶(𝑦). 

 

Найдем произвольную функцию 𝐶(𝑦), продифференцировав последнее 

выражение по у: 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥 + 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝐶′(𝑦). 

 

Получим уравнение:  

 

𝑥 + 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝐶′(𝑦) = 𝑥 + 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝑒𝑦 , 
откуда находим: 

𝐶′(𝑦) = 𝑒𝑦      ⟹      𝐶(𝑦) = 𝑒𝑦. 
 

Таким образом, общий интеграл уравнения имеет вид: 

 

𝑒𝑥 + 𝑥𝑦 + 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑒𝑦 = 𝐶. 
 

Пример 13. Найти общий интеграл дифференциального уравнения 

𝑦𝑑𝑥 + 𝑥(𝑙𝑛 𝑥 − 𝑦3)𝑑𝑦 = 0. 
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Решение. По условию задачи 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑦,   𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑙𝑛 𝑥 − 𝑦3), тогда: 

 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 1,         

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 1 + 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑦3. 

 

Условие полного дифференциала (3.9) не выполняется. Проверим, не до-

пускает ли это уравнение интегрирующего множителя. Так как: 

 
𝜕𝑃
𝜕𝑦
−
𝜕𝑄
𝜕𝑥

𝑄
=
1 − 1 − 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑦3

𝑥(𝑙𝑛 𝑥 − 𝑦3)
= −

1

𝑥
= 𝜑(𝑥), 

 

то делаем вывод, что заданное уравнение имеет интегрирующий множитель, 

зависящий только от х. Найдем его: 

 

𝜇 = 𝑒∫𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒−∫
𝑑𝑥
𝑥 = 𝑒− 𝑙𝑛 𝑥 =

1

𝑥
. 

 

Умножая обе части исходного уравнения на найденный интегрирующий 

множитель 𝜇 =
1

𝑥
, получим уравнение: 

 
𝑦

𝑥
𝑑𝑥 + (𝑙𝑛 𝑥 − 𝑦3)𝑑𝑦 = 0. 

 

Это уравнение будет уравнением в полных дифференциалах, так как 

 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= (

𝑦

𝑥
)
𝑦
=
1

𝑥
, 

 
𝜕𝑄

𝜕𝑥
= (𝑙𝑛 𝑥 − 𝑦3)𝑥 =

1

𝑥
. 

 

Решим полученное уравнение с интегрирующим множителем. Взяв в ка-

честве точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) точку 𝑀0(1,0), получим функцию:  

 

𝑄(𝑥0, 𝑦) = 𝑙𝑛 𝑥0 − 𝑦
3 = −𝑦3, 

 

тогда по формуле (3.10): 

 

∫
𝑦

𝑥
𝑑𝑥 + ∫ (−𝑦3)𝑑𝑦 = 𝐶

𝑦

0

𝑥

1

, 

то есть: 
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[𝑦 𝑙𝑛|𝑥|]1
𝑥 −

𝑦4

4
= 𝐶 

 

или окончательно, общий интеграл данного уравнения будет иметь вид: 

 

𝑦 𝑙𝑛|𝑥| −
𝑦4

4
= 𝐶. 

 

Пример 14. Найти общий интеграл уравнения: 

 
(𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦)𝑑𝑦 + (𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦)𝑑𝑥 = 0. 

 

Решение. По условию задачи имеем:  

 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦 ,           𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦. 
 

Условие (3.9) не выполняется: 

 
𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦,         

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 𝑐𝑜𝑠 𝑦. 

 

Данное уравнение имеет интегрирующий множитель, зависящий только 

от 𝑥:  

 

 

Найдем этот интегрирующий множитель: 

 

𝜇 = 𝑒
∫

𝜕𝑃
𝜕𝑦
−
𝜕𝑄
𝜕𝑥

𝑄
𝑑𝑥
= 𝑒∫𝑑𝑥 = 𝑒𝑥. 

 

Умножая исходное уравнение на интегрирующий множитель 𝑒𝑥, полу-

чим уравнение: 

 

𝑒𝑥(𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦)𝑑𝑦 + 𝑒𝑥(𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦)𝑑𝑥 = 0. 
 

Убедимся, что исходное уравнение, записанное с интегрирующим мно-

жителем, будет уравнением в полных дифференциалах. Действительно, во 

вновь полученном уравнении имеем: 

 

𝑃1(𝑥, 𝑦) = 𝑒
𝑥(𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦), 

 

.1
sincos

sincos
=

−

−
=




−





yyyx

yyyx

Q

x

Q

y

P
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𝑄1(𝑥, 𝑦) = 𝑒
𝑥(𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦). 

Отсюда 

 
𝜕𝑃1
𝜕𝑦

=
𝜕

𝜕𝑦
[𝑒𝑥(𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦)] = 𝑒𝑥(𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦), 

 
𝜕𝑄1
𝜕𝑥

=
𝜕

𝜕𝑥
[𝑒𝑥(𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦)] = 𝑒𝑥[𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑐𝑜𝑠 𝑦]. 

 

Условие (3.9) выполнено, так как частные производные равны и, следо-

вательно, левая часть вновь полученного уравнения равна 𝑑𝑢(𝑥, 𝑦). Таким об-

разом, имеем: 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑒𝑥(𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦),          

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥(𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦). 

 

Интегрируя первое из этих равенств по 𝑦, получим: 

 

𝑢 = ∫𝑒𝑥(𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦)𝑑𝑦 + 𝐶(𝑥) = 

 

= 𝑥𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑒𝑥𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝐶(𝑥). 
 

Найдем производную по переменной 𝑥 от полученной функции:  

 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑥𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 − 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑒𝑥𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝐶′(𝑥) = 

 

= 𝑒𝑥(𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦) + 𝐶′(𝑥). 
 

Сравнивая найденное значение 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 со значением 𝑃(𝑥, 𝑦), находим что 

𝐶′(𝑥) = 0, отсюда 𝐶(𝑥) = 0. Следовательно, общий интеграл исходного урав-

нения имеет вид: 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑒𝑥𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 = 𝐶 

или  

𝑒𝑥(𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 + 𝑦 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑠𝑖𝑛 𝑦) = 𝐶.  
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Вопросы для самоконтроля 

 

1. Общий вид дифференциального уравнения с разделяющимися пере-

менными. 

2. Дайте определение уравнения с разделяющимися переменными. 

3. Какая функция называется однородной функцией измерения m? 

4. Дайте определение однородного уравнения. 

5. С помощью какой замены решается однородное уравнение? 

6. Какое уравнение называется линейным дифференциальным уравне-

нием? 

7. С помощью какой замены решается линейное уравнение? 

8. Какие методы используются для решения линейного дифференциаль-

ного уравнения? 

9. Каков общий вид уравнения Бернулли? 

10. С помощью какой подстановки уравнение Бернулли сводится к ли-

нейному уравнению? 

11. Какое уравнение называется уравнением в полных дифференциалах? 

12. Выполнение какого условия необходимо и достаточно для диффе-

ренциального уравнения, чтобы оно было уравнением в полных дифференци-

алах? 

 

Лекция 4. Уравнения высших порядков. Уравнения, допускающие 

понижение порядка: разрешенное относительно производной порядка n, 

не содержащее неизвестной функции у и ее производных до (k-1) порядка, 

не содержащее в явном виде независимую переменную х 

 

Цель лекции – ввести основные понятия об уравнениях высшего порядка. 

Рассмотреть уравнение 𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥), разрешенное относительно производной 

порядка n, уравнение 𝐹(𝑥, 𝑦(𝑘), . . . , 𝑦(𝑛)) = 0, не содержащее неизвестной 

функции у и ее производных до (k-1) порядка, уравнение 𝐹(𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) = 0, не 

содержащее в явном виде независимую переменную х, привести примеры.  

 

4.1 Основные понятия об уравнениях высшего порядка 

Если уравнение 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦(𝑛)) = 0 удается разрешить относительно 

старшей производной, то есть записать в виде: 

 

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛−1)),                                         (4.1) 

 

то такое уравнение называется уравнением, разрешенным относительно стар-

шей производной. 

Говорят, что решение уравнения второго порядка 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦″) = 0 удо-

влетворяет начальным условиям для заданных значений 𝑥0, 𝑦0, 𝑦0
′ , если: 

 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0,      𝑦
′(𝑥0) = 𝑦0

′ . 
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Геометрически это значит, что соответствующая интегральная кривая 

уравнения проходит через точку (𝑥0, 𝑦0) плоскости Oxy и имеет в этой точке 

касательную с угловым коэффициентом 𝑦0
′ . 

Для уравнения n-го порядка (4.1) начальными условиями называют си-

стему из n условий: 

 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0,      𝑦
′(𝑥0) = 𝑦0

′ ,     . . . ,      𝑦(𝑛−1)(𝑥0) = 𝑦0
(𝑛−1)

.              (4.2) 

 

Отыскание решения уравнения (4.1), удовлетворяющего заданным 

начальным условиям (4.2), называется решением задачи Коши для этого урав-

нения. 

Теорема Коши. Если функция (𝑛 + 1) переменной 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦(𝑛−1)) 

непрерывна в некоторой области 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛+1 и имеет в ней непрерывные част-

ные производные 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛−1), то какова бы ни была точка 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑦0
′ , … , 𝑦0

(𝑛−1)
) из этой области, существует единственное решение 𝑦 =

𝑦(𝑥) уравнения 𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦(𝑛−1)), определенное в некотором интер-

вале, содержащем точку 𝑥0, и удовлетворяющее начальным условиям (4.2). 

Определение. Функция 𝑦 = 𝑦(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛), зависящая от n постоян-

ных 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛, называется общим решением уравнения (6.1) в некоторой об-

ласти 𝐷 плоскости Oxy, если она является решением этого уравнения для лю-

бых значений постоянных 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛 и если любое решение уравнения, ле-

жащее в области 𝐷, может быть записано в виде 𝑦 = 𝑦(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛) для кон-

кретных 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛. 

Решения, получающиеся из общего при конкретных значениях постоян-

ных 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛, называются частными решениями данного уравнения.  

Неявно заданное общее или частное решения уравнения называются со-

ответственно его общим и частным интегралами. 

 

4. 2 Уравнение 𝒚(𝒏) = 𝒇(𝒙), разрешенное относительно производной 

порядка n, примеры 

Уравнение вида 𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥), разрешенное относительно производной 

порядка n. Уравнение вида: 

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥)                                                (4.3) 

 

решается последовательным n-кратным интегрированием. При каждом инте-

грировании получается одна произвольная постоянная, а в окончательном ре-

зультате – п произвольных постоянных. 

Пример 1. Решить уравнение: 𝑦‴ =
1

𝑥3
.  

Решение. Заданное уравнение – третьего порядка. Для нахождения ре-

шения исходного уравнения необходимо его трижды проинтегрировать. По-

следовательно интегрируя данное уравнение, имеем:  
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𝑦″ = ∫
𝑑𝑥

𝑥3
= −

1

2𝑥2
+ 𝐶1, 

 

𝑦′ = ∫(−
1

2𝑥2
+ 𝐶1) 𝑑𝑥 =

1

2𝑥
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2, 

 

𝑦 = ∫(
1

2𝑥
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2)𝑑𝑥 =

1

2
𝑙𝑛|𝑥| +

𝐶1
2
𝑥2 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3 = 

 

=
1

2
𝑙𝑛|𝑥| + 𝐶

−

1𝑥
2 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3. 

 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 𝑦′′′ = 3. 

Решение. Трижды интегрируя заданное уравнение третьего порядка, по-

лучим общее решение: 

 

𝑦′′ = 3∫𝑑𝑥 = 3𝑥 + 𝐶1, 

 

𝑦′ = ∫(3𝑥 + 𝐶1)𝑑𝑥 = 3∫𝑥𝑑𝑥 + 𝐶1∫𝑑𝑥 =
3𝑥2

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2, 

 

𝑦 = ∫(
3𝑥2

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2)𝑑𝑥 =

𝑥3

2
+ 𝐶1

𝑥2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3. 

Таким образом, общее решение заданного уравнения третьего порядка 

имеет вид: 

𝑦 =
𝑥3

2
+ 𝐶1

𝑥2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3. 

 

Пример 3. Решить задачу Коши: 𝑦′′ = 𝑥𝑒𝑥,      𝑦(0) = 1,    𝑦′(0) = 0. 
Решение. Заданное дифференциальное уравнение – второго порядка. 

Дважды интегрируя, найдем общее решение заданного уравнения. Результат 

первого интегрирования: 

 

𝑦′ = ∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 =
|

|

интегрируем по частям
𝑢 = 𝑥     
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥
𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥

𝑣 = ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥
|

|
= 

 

= 𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶1. 
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Второй раз проинтегрировав, получим: 

 

𝑦 = ∫(𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶1)𝑑𝑥 = ∫𝑥𝑒
𝑥𝑑𝑥 − ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 + 𝐶1∫𝑑𝑥 = 

 

= 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2 = 𝑥𝑒
𝑥 − 2𝑒𝑥 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2. 

 

Таким образом, общее решение имеет вид: 

 

𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2. 

 

Для нахождения решения задачи Коши (частного решения) составим 

систему уравнений: 

 

{
𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2,

𝑦′ = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶1.
 

 

Заданные начальные условия: 

 

𝑦(0) = 1, то есть  𝑥 = 0, 𝑦 = 1, 
 

 𝑦′(0) = 0, то есть 𝑥 = 0, 𝑦′ = 0 

 

подставим в полученную систему уравнений: 

 

{
0 ∙ 𝑒0 − 2𝑒0 + 𝐶1 ∙ 0 + 𝐶2 = 1,

0 ∙ 𝑒0 − 𝑒0 + 𝐶1 = 0.
 

 

Найдем значения постоянных 𝐶1, 𝐶2: 

 

−2 + 𝐶2 = 1      ⟹      𝐶2 = 3, 
 

−1 + 𝐶1 = 0       ⟹      𝐶1 = 1. 
 

Подставив найденные значения 𝐶1, 𝐶2 в общее решение заданного диф-

ференциального уравнения второго порядка, запишем искомое частное реше-

ние в виде: 

 

𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 + 𝐶1𝑥 + 𝐶2 = 𝑥𝑒
𝑥 − 2𝑒𝑥 + 𝑥 + 3. 
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4.3 Уравнение 𝑭(𝒙, 𝒚(𝒌), . . . , 𝒚(𝒏)) = 𝟎, не содержащее неизвестной 

функции у и ее производных до (k-1) порядка, примеры 

Рассмотрим уравнения вида 𝐹(𝑥, 𝑦(𝑘), . . . , 𝑦(𝑛)) = 0, то есть уравнения, 

не содержащие явно искомой функции и ее производных до порядка k-1 вклю-

чительно. С помощью замены 𝑦(𝑘) = 𝑝(𝑛)(𝑥) порядок уравнения понижается 

на k единиц: 

𝐹(𝑥, 𝑝, 𝑝′, . . . , 𝑝(𝑛−𝑘)) = 0. 
 

Предположим, что для полученного уравнения мы можем найти общее 

решение 𝑝(𝑥) = 𝜑(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛−𝑘), тогда искомая функция у(𝑥) получается 

путем k кратного интегрирования функции 𝜑(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑛−𝑘). 
Рассмотрим на примере уравнения второго порядка, не содержащего ис-

комой функции: 

𝐹(𝑥, 𝑦′, 𝑦′′) = 0. 
 

Используем подстановку 𝑦′ = 𝑝(𝑥), откуда 𝑦′′ = 𝑝′, тогда уравнение 

преобразуется в уравнение первого порядка:  

 

𝐹(𝑥, 𝑝, 𝑝′) = 0. 
 

Пример 4. Найти общее решение уравнения 𝑥𝑦″ = 𝑦′ 𝑙𝑛
𝑦′

𝑥
. 

Решение. Данное уравнение не содержит искомой функции у(𝑥). Обо-

значим у'=р(х),  𝑦″ = 𝑝′ и получим уравнение: 

 

𝑥𝑝′ = 𝑝 𝑙𝑛
𝑝

𝑥
. 

 

Таким образом, мы получили однородное дифференциальное уравнение 

первого порядка. Для его решения воспользуемся подстановкой р=их, откуда 

𝑝′ = 𝑥𝑢′ + 𝑢. Следовательно, приходим к уравнению: 

 

𝑥(𝑥𝑢′ + 𝑢) = 𝑢𝑥 𝑙𝑛
𝑢𝑥

𝑥
       ⟹        𝑥𝑢′ + 𝑢 = 𝑢𝑙𝑛𝑢       ⟹ 

 

𝑥𝑢′ = 𝑢𝑙𝑛𝑢 − 𝑢   ⟹   𝑥𝑢′ = 𝑢(𝑙𝑛𝑢 − 1)      ⟹        
𝑑𝑢

𝑢(𝑙𝑛 𝑢−1)
=
𝑑𝑥

𝑥
. 

 

Интегрируя обе части последнего уравнения, получим: 

 

∫
𝑑𝑢

𝑢(𝑙𝑛 𝑢 − 1)
= ||

𝑡 = 𝑙𝑛𝑢 − 1
 

𝑑𝑡 =
1

𝑢
𝑑𝑢

 

|| = ∫
𝑑𝑡

𝑡
= 𝑙𝑛|𝑡| + 𝐶 = 𝑙𝑛|𝑙𝑛𝑢 − 1| + 𝐶. 
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∫
𝑑𝑥

𝑥
= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑙𝑛𝐶1 = 𝑙𝑛|𝑥𝐶1|. 

 

Приравнивая полученные выражения, имеем: 

 

𝑙𝑛|𝑥𝐶1| = 𝑙𝑛|𝑙𝑛 𝑢 − 1|     ⟹    𝑥𝐶1 = 𝑙𝑛 𝑢 − 1     ⟹    𝑢 = 𝑒𝐶1𝑥+1. 

 

Возвращаясь к старой переменной у, получим: 

 
𝑝

𝑥
= 𝑒𝐶1𝑥+1      или      𝑦′ = 𝑥𝑒𝐶1𝑥+1. 

 

Проинтегрируем полученное уравнение первого порядка и получим ис-

комое общее решение заданного уравнения: 

 

𝑦 = ∫𝑥𝑒𝐶1𝑥+1 𝑑𝑥 = |
|

𝑢 = 𝑥
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑒𝐶1𝑥+1𝑑𝑥

𝑣 = ∫𝑒𝐶1𝑥+1𝑑𝑥 =
1

𝐶1
𝑒𝐶1𝑥+1

|
| = 

 

=
1

𝐶1
𝑥𝑒𝐶1𝑥+1 −

1

𝐶1
∫𝑒𝐶1𝑥+1𝑑𝑥 = 

 

=
1

𝐶1
𝑥𝑒𝐶1𝑥+1 −

1

𝐶1
2 𝑒

𝐶1𝑥+1 + 𝐶2. 

 

4.4 Уравнение 𝑭(𝒚, 𝒚′, 𝒚′′) = 𝟎, не содержащее в явном виде незави-

симую переменную х, примеры 

Уравнения вида 𝐹(𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, . . . , 𝑦(𝑛)) = 0, не содержащие явно независи-

мой переменной, решаются с помощью подстановок: 

 

𝑦′ = 𝑝(𝑦),          𝑦′′ = 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑦
,          𝑦′′′ = 𝑝 (

𝑑𝑝

𝑑𝑦
)
2

+ 𝑝2
𝑑2𝑝

𝑑𝑦2
,    … 

 

то есть порядок уравнения понижается на единицу. 

Рассмотрим уравнение второго порядка, не содержащее независимой пе-

ременной х: 

𝐹(𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) = 0. 
 

При помощи подстановки 𝑦′ = 𝑝(𝑦), 𝑦′′ = 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑦
 это уравнение сводится 

к уравнению первого порядка: 
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𝐹 (𝑦, 𝑝, 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑦
) = 0. 

 

Пример 5. Решить уравнение: 𝑦″𝑡𝑔𝑦 = 2𝑦′ 2. 

Решение. Это уравнение не содержит независимой переменной x. При 

помощи подстановки у'=р(у),  𝑦′′ = 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑦
 данное уравнение преобразуем к виду: 

 

𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑦
𝑡𝑔𝑦 = 2𝑝2. 

 

Интегрируя полученное уравнение с разделяющимися переменными, 

находим:  

 
𝑝𝑑𝑝

𝑝2
=
2𝑑𝑦

𝑡𝑔𝑦
     ⟹    

𝑑𝑝

𝑝
=
2𝑐𝑜𝑠𝑦𝑑𝑦

𝑠𝑖𝑛𝑦
     ⟹    𝑙𝑛𝑝 = 2𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛𝑦| + 𝑙𝑛𝐶1 

 

     ⟹      𝑝 = 𝐶1𝑠𝑖𝑛
2𝑦. 

 

Возвращаясь к старым переменным, меняем р на 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, тогда получим: 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐶1 𝑠𝑖𝑛

2 𝑦      или       
𝑑𝑦

𝑠𝑖𝑛2 𝑦
= 𝐶1𝑑𝑥, 

 

откуда находим общий интеграл данного уравнения: 

 

−𝑐𝑡𝑔𝑦 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2. 
 

Пример 6. Найти частное решение уравнения 2𝑦𝑦′3 + 𝑦″ = 0, удовле-

творяющее начальным условиям y(0)=0,    y'(0)=-3. 

Решение. В начале найдем общее решение заданного дифференциаль-

ного уравнения. Полагая у'=р(у),  𝑦′′ = 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑦
, преобразуем данное уравнение к 

виду: 

2𝑦𝑝3 + 𝑝
𝑑𝑝

𝑑𝑦
= 0      или        

𝑑𝑝

𝑝2
= −2𝑦𝑑𝑦. 

 

Интегрируя обе части уравнения, получим: 

 
1

𝑝
= 𝑦2 + 𝐶1;       𝑝 =

1

𝑦2+𝐶1
;       

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑦2+𝐶1
. 

 

Используя второе начальное условие y'(0)=-3, получим -3=1/С1, то есть 

С1=-1/3. Следовательно, 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑦2−
1

3

        или       (𝑦2 −
1

3
) 𝑑𝑦 = 𝑑𝑥. 

 

Интегрируя обе части последнего уравнения, находим: 

 

(𝑦3 − 𝑦)

3
= 𝑥 + 𝐶2. 

 

Используя теперь первое начальное условие y(0)=0, получим C2=0. Та-

ким образом, искомое частное решение имеет вид: 𝑦3 − 𝑦 = 3𝑥. 
 

Вопросы для самоконтроля 

 

 1. Общий вид уравнения, разрешенного относительно старшей произ-

водной. 

 2. Какие решения называются частными решениями дифференциаль-

ного уравнения? 

3. Каков общий вид уравнения, разрешенного относительно производ-

ной порядка n? 

4. Сколько произвольных постоянных имеет общее решение уравнения 

вида 𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥)? 

5. Каков общий вид уравнения, не содержащего явно искомой функции 

и ее производных до порядка k-1 включительно? 

6. С помощью какой замены понижается порядок уравнения, не содер-

жащего явно искомой функции и ее производных до порядка k-1 включи-

тельно? 

7. Как называются уравнения вида 𝐹(𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, . . . , 𝑦(𝑛)) = 0? 

8. Как решаются уравнения, не содержащие явно независимой перемен-

ной? 

 

Лекция 5. Решение линейных однородных дифференциальных урав-

нений второго порядка с постоянными коэффициентами 

 

Цель лекции – рассмотреть линейные однородные дифференциальные 

уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами, привести при-

меры, дать постановку задачи Коши для однородного линейного дифференци-

ального уравнения второго порядка, привести примеры. 

 

5.1 Линейные однородные дифференциальные уравнений второго 

порядка с постоянными коэффициентами, примеры 

Рассмотрим однородное линейное дифференциальное уравнение вто-

рого порядка: 

𝑦″ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 0,                                       (5.1) 
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где p, q – некоторые постоянные.  

Будем искать решение уравнения (5.1) в виде: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝑘𝑥,                                                 (5.2) 

 

где 𝑘 – пока неизвестное число. Подставив функцию (5.2) в уравнение 

(5.1), получим квадратное уравнение: 

 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0,                                             (5.3) 

 

которое называется характеристическим уравнением для однородного линей-

ного дифференциального уравнения второго порядка (5.1). 

Теорема. Пусть 𝑘1 и 𝑘2 – корни характеристического уравнения (5.3), 

тогда возможны три случая: 

1) Если корни характеристического уравнения  𝑘1 и 𝑘2 – действительные 

и различные, то общее решение уравнения (5.1) имеет вид: 

 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑘2𝑥. 
 

2) Если корни характеристического уравнения равны 𝑘1 = 𝑘2 между со-

бой, то есть действительные и кратные, то общее решение уравнения (5.1) 

имеет вид: 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝐶2𝑥𝑒

𝑘1𝑥. 
 

3) Если корни характеристического уравнения  𝑘1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛽,  𝛽 ≠ 0 

комплексные числа, то общее решение уравнения (5.1) имеет вид: 

 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝛼𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑥 + 𝐶2𝑒

𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑥. 
 

Рассмотрим первый случай: корни характеристического уравнения дей-

ствительные и различные числа. 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 𝑦′′ + 6𝑦′ + 8𝑦 = 0 . 
Решение. Это однородное линейное дифференциальное уравнение вто-

рого порядка, его характеристическое уравнение имеет вид: 

 

𝑘2 + 6𝑘 + 8 = 0. 
 

Найдем корни характеристического уравнения: 

 

𝑘1,2 =
−6 ± √36 − 32

2
=
−6 ± 2

2
, 

 

𝑘1 = −2,    𝑘2 = −4. 
 



37 

 

Корни характеристического уравнения действительные и различные, то 

есть общее решение заданного уравнения имеет вид: 

 

𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑘2𝑥 = 𝐶1𝑒
−2𝑥 + 𝐶2𝑒

−4𝑥. 
 

Рассмотрим второй случай: корни характеристического уравнения дейс-

твительные и кратные.  

Пример 2. Найти общее решение уравнения 𝑦′′ − 6𝑦′ + 9𝑦 = 0. 

Решение. Это однородное линейное дифференциальное уравнение вто-

рого порядка, его характеристическое уравнение имеет вид: 

 

𝑘2 − 6𝑘 + 9 = 0. 
 

Найдем корни характеристического уравнения: 

 

𝑘1,2 =
6 ± √36 − 36

2
=
6

2
= 3, 

 

𝑘1 = 𝑘2 = 3. 
 

Корни характеристического уравнения действительные и двукратные, 

тогда общее решение имеет вид: 

 

𝑦 = 𝑒𝑘𝑥(𝐶1 + 𝐶2𝑥) = 𝑒
3𝑥(𝐶1 + 𝐶2𝑥). 

 

Рассмотрим третий случай: корни характеристического уравнения ком-

плексные. 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 𝑦′′ + 2𝑦′ + 5𝑦 = 0. 

Решение. Это однородное линейное дифференциальное уравнение вто-

рого порядка, его характеристическое уравнение имеет вид: 

 

𝑘2 + 2𝑘 + 5 = 0. 
 

Найдем корни характеристического уравнения: 

 

𝑘1,2 =
−2 ± √4 − 20

2
=
−2 ± √−16

2
=
−2 ± 4 ∙ 𝑖

2
= −1 ± 2𝑖, 

 

𝑘 = 𝛼 + 𝛽𝑖;       𝛼 = −1;     𝛽 = 2. 
 

Это случай, когда корни характеристического уравнения комплексные 

числа: 

 

𝑦 = 𝑒𝛼𝑥(𝐶1𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥), 
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тогда общее решение уравнения имеет вид: 

 

у = 𝑒−1∙𝑥(𝐶1𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛2𝑥). 
 

5.2 Задача Коши для однородного линейного дифференциального 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами, примеры 

Задача Коши для однородного линейного дифференциального уравне-

ния второго порядка с постоянными коэффициентами задается в виде: 

 

𝑦″ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 0 

 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0                                                    (5.4) 

 

𝑦′(𝑥0) = 𝑦0
′ . 

 

Пример 4. Решить задачу Коши: 

 

𝑦″ − 5𝑦′ + 4𝑦 = 0; 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 1. 
 

Решение. Найдем общее решение однородного линейного дифференци-

ального уравнения второго порядка. Его характеристическое уравнение имеет 

действительные и различные корни: 

 

𝑘2 − 5𝑘 + 4 = 0     ⟹      𝐷 = √9 = 3 > 0    ⟹     𝑘1 = 4,     𝑘2 = 1. 
 

Общее решение имеет вид: 

 

у = 𝑒4𝑥𝐶1 + 𝑒
𝑥𝐶2. 

 

Для того чтобы решить задачу Коши, то есть чтобы найти частное ре-

шение заданного дифференциального уравнения, вычислим производную: 

 

𝑦 
′ = 4𝑒4𝑥𝐶1 + 𝑒

𝑥𝐶2. 
 

Составим систему из двух уравнений с двумя неизвестными, затем, ис-

пользуя начальные условия 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 1, найдем неизвестные 𝐶1, 𝐶2: 

 

{
𝑦 = 𝑒4𝑥𝐶1 + 𝑒

𝑥𝐶2
𝑦 
′ = 4𝑒4𝑥𝐶1 + 𝑒

𝑥𝐶2
    ⟹     {

𝐶1 + 𝐶2 = 1
4𝐶1 + 𝐶2 = 1

    ⟹     {
𝐶2 = 1 − 𝐶1
4𝐶1 + 1 − 𝐶1 = 1

 

 

{
𝐶2 = 1 − 𝐶1      ⇒      𝐶2 = 1
3𝐶1 = 0            ⇒       𝐶1 = 0

. 
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Таким образом, подставив найденные значения 𝐶1 = 0, 𝐶2 = 1 в общее 

решение у = 𝑒4𝑥𝐶1 + 𝑒
𝑥𝐶2, запишем решение заданной задачи Коши: 𝑦0 = 𝑒

𝑥. 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какой вид имеет однородное линейное дифференциальное уравнение 

второго порядка? 

2. Если задано уравнение 𝑦″ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 0, то как называется уравне-

ние вида 𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0? 

3. Какой вид имеет общее решение однородного линейного дифферен-

циального уравнения второго порядка, если корни характеристического урав-

нения – действительные и различные числа? 

4. Какой вид имеет общее решение однородного линейного дифферен-

циального уравнения второго порядка, если корни характеристического урав-

нения – действительные и кратные числа? 

5. Какой вид имеет общее решение однородного линейного дифферен-

циального уравнения второго порядка, если корни характеристического урав-

нения – комплексные числа? 

6. Сколько начальных условий задается в задаче Коши для однородного 

линейного дифференциального уравнения второго порядка? 

 

 Лекция 6. Методы решения линейных неоднородных дифференци-

альных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами со 

специальной правой частью 

 

 Цель лекции – ввести понятие линейного неоднородного дифференци-

ального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами, рассмот-

реть метод подбора частного решения (метод неопределенных коэффициен-

тов), метод вариации произвольных постоянных, привести примеры. 

 

6.1 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами 

Линейное неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка 

с постоянными коэффициентами имеет вид: 

 

𝑦″ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 𝑓(𝑥).                                        (6.1) 

 

Соответствующее линейное однородное дифференциальное уравнение с 

постоянными коэффициентами имеет вид: 

 

𝑦″ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 0.                                           (6.2) 

 

Для нахождения общего решения уравнения (6.1) сначала надо найти об-

щее решение 𝑦0 уравнения (6.2), а затем найти какое-либо частное решение у* 
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уравнения (6.1). Их сумма есть общее решение данного неоднородного урав-

нения (6.1): 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑦
∗. 

 

Рассмотрим два метода нахождения частного решения – метод подбора 

частного решения (метод неопределенных коэффициентов) и метод вариации 

произвольных постоянных. 

  

6.2 Метод подбора частного решения (метод неопределенных коэф-

фициентов, пример 

Метод неопределенных коэффициентов позволяет найти частное реше-

ние уравнения (6.1) для следующих случаев. Если правая часть уравнения (6.1) 

имеет вид: 

 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥[𝑃𝑛(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑥 + 𝑄𝑚(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑥],                         (6.3) 

 

где 𝛼 и 𝛽 – действительные числа, Рn(х) и Qт(х) – многочлены соответ-

ственно n и m степени с действительными коэффициентами, то частное реше-

ние уравнения (6.1) ищется в виде:  

  

𝑦∗ = 𝑥𝑠𝑒𝛼𝑥[𝑀𝑘(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑥 + 𝑁𝑘(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑥],                 (6.4) 

 

где 𝑀𝑘(𝑥),𝑁𝑘(𝑥) – многочлены степени k (k – наибольшая из степеней п 

и т) с неопределенными буквенными коэффициентами, s – кратность, с кото-

рой 𝛼 + 𝛽𝑖 входит в число корней характеристического уравнения: 

 

𝜆2 + 𝑝𝜆 + 𝑞 = 0 

 

соответствующего однородному дифференциальному уравнению (6.2).  

Для того чтобы найти коэффициенты многочленов 𝑀𝑘(𝑥),𝑁𝑘(𝑥), иско-

мое частное решение (6.4) подставляют в левую часть дифференциального 

уравнения (6.1) и производят соответствующие упрощения; затем в получен-

ном тождестве приравнивают коэффициенты при подобных членах в левой и 

правой частях, что дает систему линейных уравнений относительно искомых 

коэффициентов, из которой определяют эти коэффициенты. 

Укажем вид частного решения у* для некоторых частных случаев функ-

ции 𝑓(𝑥): 
1) если 𝛼 = 0, 𝛽 = 0⏟        

𝛼+𝛽𝑖=0

, то 𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥) и частное решение ищется в виде: 

 

𝑦∗ = 𝑥𝑠(𝐴0𝑥
𝑛 + 𝐴1𝑥

𝑛−1+. . . +𝐴𝑛), 
 

где s – кратность, с которой число ноль входит в число корней характе-

ристического уравнения. 
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2) если 𝛽 = 0⏟  
𝛼+𝛽𝑖=𝛼

 то 𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥𝑃𝑛𝑥 и частное решение ищется в виде: 

 

𝑦∗ = 𝑥𝑠𝑒𝛼𝑥(𝐴0𝑥
𝑛 + 𝐴1𝑥

𝑛−1+. . . +𝐴𝑛), 
 

где s – кратность, с которой 𝛼 входит в число корней характеристиче-

ского уравнения; 

 

3) если 𝛼 = 0⏟  
𝛼+𝛽𝑖=𝛽𝑖

, n=m=0, то 𝑓(𝑥) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑥 + 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑥 и частное реше-

ние ищется в виде: 

 

𝑦∗ = 𝑥𝑠(𝐴0 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑥 + 𝐵0 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑥), 
 

где s – кратность, с которой 𝛽𝑖 входит в число корней характеристиче-

ского уравнения. 

В том случае, если правая часть уравнения (6.1) есть сумма функций 

вида: 

𝑓(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥)+. . . +𝑓𝑟(𝑥), 
 

то надо предварительно найти частные решения у1*,...,yr*, соответствующие 

функциям 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑟(𝑥), тогда частное решение уравнения (6.1) запи-

шется в виде: 

𝑦∗ = 𝑦1
∗ + 𝑦2

∗ +⋯+ 𝑦𝑟
∗. 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 𝑦″ + 8𝑦′ + 16𝑦 = −10𝑒−4𝑥. 

Решение. Найдем 𝑦0 – общее решение однородного уравнения: 

 

𝑦″ + 8𝑦′ + 16𝑦 = 0. 
 

Для этого составим его характеристическое уравнение 𝜆2 + 8𝜆 + 16 = 0  

и найдем корни 𝜆1 = 𝜆2 = −4. Корни характеристического уравнения дей-

ствительные и кратные, следовательно, общее решение имеет вид: 

 

𝑦0 = (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑒
−4𝑥. 

 

Найдем теперь частное решение у*. В заданном уравнении правая часть 

имеет вид: 𝑓(𝑥) = −10𝑒−4𝑥. Определим 𝑛 = 0, 𝑃0 = −10, 𝛼 = −4, 𝛽 = 0. Так 

как 𝛼 + 𝛽𝑖 = −4 есть двукратный корень характеристического уравнения, то 

s=2 и частное решение у* надо искать в виде: 

 

𝑦∗ = 𝐴𝑥2𝑒−4𝑥, 
 

где A – неопределенный коэффициент, подлежащий определению.  
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Найдем производные 𝑦′∗ и 𝑦′′∗: 
 

𝑦′∗ = (−4𝐴𝑥2 + 2𝐴𝑥)𝑒−4𝑥, 

 

𝑦′′∗ = (16𝐴𝑥2 − 16𝐴𝑥 + 2𝐴)𝑒−4𝑥. 

 

Подставляя найденные выражения у*, у*' и y*" в заданное уравнение, 

сокращая обе его части на 𝑒−4𝑥 и приводя подобные члены, в итоге получим 

2𝐴 = −10, откуда 𝐴 = 5. Следовательно, искомое частное решение имеет вид: 

 

у ∗= −5𝑥2𝑒−4𝑥 , 
 

а общее решение данного уравнения имеет вид: 

 

𝑦 = 𝑦0 + 𝑦
∗ = (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑒

−4𝑥 − 5𝑥2𝑒−4𝑥. 
 

6.3 Метод вариации произвольных постоянных, пример 

Более общим методом решения линейного неоднородного уравнения 

(6.1) является метод вариации произвольных постоянных. 

Пусть у1 и у2 – линейно независимые частные решения однородного 

уравнения (6.3), тогда общее решение неоднородного уравнения (6.1) следует 

искать в виде: 

𝑦 = 𝐶1(𝑥)𝑦1 + 𝐶2(𝑥)𝑦2,                                      (6.5)  

 

где функции С1(х) и С2(х) определяются из системы уравнений: 

 

{
𝐶1
′(𝑥)𝑦1 + 𝐶2

′(𝑥)𝑦2 = 0

𝐶1
′(𝑥)𝑦1

′ + 𝐶2
′(𝑥)𝑦2

′ = 𝑓(𝑥)
                              (6.6) 

 

Решая эту систему алгебраических уравнений, находим: 

 

𝐶1
′(𝑥) =

−𝑦2𝑓(𝑥)

𝑊(𝑦1,𝑦2)
,          𝐶2

′(𝑥) =
𝑦1𝑓(𝑥)

𝑊(𝑦1,𝑦2)
,                                (6.7) 

где 

𝑊(𝑦1𝑦2) = |

𝑦1 𝑦2
  
𝑦1
′ 𝑦2

′
| 

 

– определитель Вронского (вронскиан), составленный для решений у1 и у2. Ин-

тегрируя равенства (6.7), получим: 

 

𝐶1(𝑥) = −∫
𝑦2𝑓(𝑥)

𝑊(𝑦1,𝑦2)
𝑑𝑥 + 𝐶1,      𝐶2(𝑥) = ∫

𝑦1𝑓(𝑥)

𝑊(𝑦1,𝑦2)
𝑑𝑥 + 𝐶2.  
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Затем, подставляя найденные функции 𝐶1(𝑥), 𝐶2(𝑥) в соотношение 

(6.5), получим общее решение линейного неоднородного уравнения (6.1). 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 𝑦″ + 4𝑦 = 𝑡𝑔2𝑥. 

Решение. В данном случае частное решение уравнения методом неопре-

деленных коэффициентов найти нельзя, так как в отличие от предыдущего 

примера правая часть уравнения представляет собой функцию другой струк-

туры. Поэтому для нахождения общего решения уравнения воспользуемся ме-

тодом вариации произвольных постоянных. 

Соответствующее однородное уравнение имеет вид у"+4y=0. Характе-

ристическое уравнение 𝜆2 + 4 = 0 имеет корни 𝜆1,2 = ±2𝑖. Следовательно, об-

щее решение неоднородного уравнения будем искать в виде: 

 

𝑦 = С1
 (𝑥) 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 𝐶2

 (𝑥) 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥,                                   (6.8) 

 

где функции 𝐶1(𝑥), 𝐶2(𝑥) определяются из системы уравнений вида 

(6.7): 

{
С1
′ (𝑥) 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 𝐶2

′(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 = 0

−2𝐶1
′(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 + 2𝐶2

′(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 = 𝑡𝑔2𝑥
. 

 

Решая эту систему, находим: 

  

𝐶1
′(𝑥) = −

𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 ⋅ 𝑡𝑔2𝑥

|
𝑐𝑜𝑠 2 𝑥
−2 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥

𝑠𝑖𝑛 2 𝑥
2 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥

|
= −

1

2

𝑠𝑖𝑛2 2 𝑥

𝑐𝑜𝑠 2 𝑥
, 

 

𝐶2
′(𝑥) =

𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 ⋅ 𝑡𝑔2𝑥

|
𝑐𝑜𝑠 2 𝑥
−2 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥

𝑠𝑖𝑛 2 𝑥
2 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥

|
=
1

2
𝑠𝑖𝑛 2 𝑥. 

 

Интегрируя полученные равенства, получим: 

 

𝐶1
′(𝑥) = −

1

2
∫
𝑠𝑖𝑛2 2 𝑥

𝑐𝑜𝑠 2 𝑥
𝑑𝑥 + 𝐶1 =

1

2
∫(𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 −

1

𝑐𝑜𝑠 2 𝑥
) 𝑑𝑥 + 𝐶1 = 

 

=
1

4
𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 −

1

4
𝑙𝑛 |𝑡𝑔 (𝑥 +

𝜋

4
)| + 𝐶1, 

 

𝐶2(𝑥) =
1

2
∫𝑠𝑖𝑛 2 𝑥𝑑𝑥 + 𝐶2 = −

1

4
𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 𝐶2. 

 

Подставляя 𝐶1(𝑥), 𝐶2(𝑥) в (6.8), находим общее решение данного урав-

нения: 
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𝑦 = [
1

4
𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 −

1

4
𝑙𝑛 |𝑡𝑔 (𝑥 +

𝜋

4
)| + 𝐶1] 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + (−

1

4
𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 𝐶2) 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 = 

 

= 𝐶1 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 𝐶2 𝑠𝑖𝑛 2 𝑥 −
1

4
𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 𝑙𝑛 |𝑡𝑔 (𝑥 +

𝜋

4
)| . 

 

Вопросы для самоконтроля 

, 

1. Какой вид имеет неоднородное линейное дифференциальное уравне-

ние второго порядка? 

2. Если задано уравнение 𝑦″ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 𝑓(𝑥), то как называется урав-

нение вида 𝑦″ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 0? 

3. Из суммы каких решений состоит общее решение неоднородного ли-

нейного дифференциального уравнения? 

4. Какие методы нахождения частного решения неоднородного линей-

ного дифференциального уравнения вы знаете? 

5. Какой вид имеет определитель Вронского (вронскиан), составленный 

для решений у1 и у2? 

 

Лекция 7. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 

n-го порядка с постоянными коэффициентами и методы их решения 

 

Цель лекции – ввести понятие линейного неоднородного и однородного 

дифференциального уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами. 

Рассмотреть задачу Коши, линейный дифференциальный оператор и его свой-

ства, а также метод неопределенных коэффициентов и метод вариации произ-

вольных постоянных (метод Лагранжа) решения линейных неоднородных 

дифференциальных уравнений n-го порядка с постоянными коэффициентами. 

 

7.1 Линейные неоднородные и однородные дифференциальные 

уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами. Задача Коши 

Уравнение вида: 

 

𝑦(𝑛) + 𝑏𝑛−1(𝑥)𝑦
(𝑛−1) +⋯+ 𝑏1(𝑥)𝑦

′ + 𝑏0(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥),          (7.1) 

 

где 𝑏𝑖−1(𝑥), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏) непрерывны на (𝑎, 𝑏), 𝑖 = 1,2,… , 𝑛, называ-

ется линейным дифференциальным уравнением n-го порядка. 

Функция 𝑓(𝑥) называется правой частью уравнения (7.1), а функции 

𝑏𝑖−1(𝑥), 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 – коэффициентами уравнения (7.1).  

Если 𝑓(𝑥) ≡ 0, то уравнение (7.1) называется однородным линейным 

дифференциальным уравнением n-го порядка. Уравнение (7.1) с ненулевой 

правой частью 𝑓(𝑥) ≠ 0 называют неоднородным линейным дифференциаль-

ным уравнением. 

Задача Коши для уравнения (7.1) с начальными условиями: 
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{
 

 
𝑦(𝑥0) = 𝑦0,

𝑦′(𝑥0) = 𝑦0
′ ,

− − − −−−−

𝑦(𝑛−1)(𝑥0) = 𝑦0
(𝑛−1)

.

                                  (7.2) 

 

Теорема Пикара – Пеано – Коши (существования и единственности ре-

шения). Если в дифференциальном уравнении (7.1) 𝑏𝑖−1(𝑥), 𝑖 = 1,2,… , 𝑛, 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏) и 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏), то линейное дифференциальное уравнение (7.1) 

имеет единственное решение на интервале (𝑎, 𝑏), удовлетворяющее началь-

ным условиям (7.2). 

 

7.2 Линейный дифференциальный оператор и его свойства 

Линейным дифференциальным оператором n-го порядка называется вы-

ражение: 

 

𝐿𝑛[𝑦(𝑥)] = 𝑦
(𝑛) + 𝑏𝑛−1(𝑥)𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑏1(𝑥)𝑦
′ + 𝑏0(𝑥)𝑦 = 

 

=∑𝑏𝑖

𝑛

𝑖=0

(𝑥)𝑦(𝑖)(𝑥), 

 

где 𝑏𝑖−1(𝑥) ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏), 𝑖 = 0,1,… , 𝑛 − 1, 𝑏𝑛(𝑥) = 1. 
Линейное дифференциальное уравнение (7.1) можно переписать в сокра-

щенном операторном виде: 𝐿𝑛[𝑦(𝑥)] = 𝑓(𝑥). 
Свойства линейного дифференциального оператора: 

1) Постоянный множитель можно выносить за знак линейного диффе-

ренциального оператора: 

 

𝐿𝑛[𝐶𝑦(𝑥)] = 𝐶𝐿𝑛[𝑦(𝑥)]. 
 

2) Линейный дифференциальный оператор от сумм конечного числа 

функций равен сумме линейных дифференциальных операторов слагаемых: 

 

𝐿𝑛 [∑𝑦𝑙

𝑘

𝑙=1

(𝑥)] =∑𝐿𝑛

𝑘

𝑙=1

[𝑦𝑙(𝑥)]. 

 

7.3 Однородные линейные дифференциальные уравнения (ОЛДУ) 

Рассмотрим следующие свойства ОЛДУ 

 

𝐿𝑛(𝑦) = ∑ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=0 (𝑥)𝑦(𝑖) = 0                             (7.3) 

 

1) Если 𝑦1(𝑥) является решением ОЛДУ (7.3), С – некоторое число, то 

функция 𝐶𝑦1(𝑥) также является решением этого уравнения. 
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2) Если 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) являются решениями ОЛДУ (7.3), то их сумма 

также является решением уравнения (7.3). 

3) Если функции 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 являются решениями ОЛДУ (7.3), то их ли-

нейная комбинация: 

𝐶1𝑦1(𝑥) + 𝐶2𝑦2(𝑥) + ⋯+ 𝐶𝑛𝑦𝑛(𝑥) 
 

также является решением этого уравнения. 

 

7.4 Линейная независимость функций 

Функции 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), … , 𝑦𝑛(𝑥), определенные на интервале (𝑎, 𝑏), назы-

ваются линейно независимыми на этом интервале, если соотношение: 

 

𝐶1𝑦1(𝑥) + 𝐶2𝑦2(𝑥) + ⋯+ 𝐶𝑛𝑦𝑛(𝑥) = 0,    ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)            (7.4) 

 

выполняется только при всех 𝐶𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2,… , 𝑛 (то есть если это соотноше-

ние не выполняется для отличных от нуля чисел 𝐶𝑖).  
Система n функций {𝑦𝑖(𝑥)}1

𝑛 называется линейно зависимой на интер-

вале (𝑎, 𝑏), если существуют числа 𝐶𝑖, не все равные нулю, такие, что выпол-

няется соотношение (7.4). 

Функциональный определитель вида: 

 

)()()(

(x)y)()(

(x)y)()(

)(

)1()1(

2

)1(

1

n21

n21

xyxyxy

xyxy

xyxy

xW

n

n

nn −−−


=







 

 

называется определителем Вронского (вронскианом) n-го порядка для си-

стемы функций {𝑦𝑖(𝑥)}1
𝑛. 

Теорема (необходимое и достаточное условие линейной независимости 

решений). Для того чтобы частные решения ОЛДУ (7.3) {𝑦𝑖(𝑥)}1
𝑛 были ли-

нейно независимыми на интервале (𝑎, 𝑏), необходимо и достаточно, чтобы 

вронскиан, составленный их них, был отличен от нуля в любой точке интер-

вала (𝑎, 𝑏), то есть 𝑊(𝑥) ≠ 0 для ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). 
 

7.5 Общее решение линейного однородного дифференциального 

уравнения n-го порядка 

Рассмотрим однородное линейное дифференциальное уравнение: 

 

𝑦(𝑛) + 𝑏𝑛−1(𝑥)𝑦
(𝑛−1) +⋯+ 𝑏1(𝑥)𝑦

′ + 𝑏0(𝑥)𝑦 = 0.            (7.5) 

Если n частных решений {𝑦𝑖(𝑥)}1
𝑛 ОЛДУ (7.5) линейно независимы, то 

эта система {𝑦𝑖(𝑥)}1
𝑛 называется фундаментальной системой решений уравне-

ния (7.5). 
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Теорема. Если {𝑦𝑖(𝑥)}1
𝑛 – фундаментальная система решений уравнения 

(7.5), то функция: 

 

𝑦 = 𝐶1𝑦1(𝑥) + 𝐶2𝑦2(𝑥) + ⋯+ 𝐶𝑛𝑦𝑛(𝑥) 
 

является общим решением этого линейного дифференциального уравнения.  

Линейные однородные дифференциальные уравнения с постоянными ко-

эффициентами. Рассмотрим ОЛДУ n-го порядка: 

 

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) +⋯+ 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 0,                   (7.6) 

 

где 𝑎𝑖−1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,   𝑖 = 1,2,… , 𝑛.  

Будем искать решение уравнения (7.6) в виде: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥,                                                        (7.7) 

 

где 𝜆 – пока неизвестное постоянное число.  

Уравнение: 

𝜆𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝜆 + 𝑎0 = 0                   (7.8) 

 

называется характеристическим уравнением для ЛДУ (7.6).   

Возможны четыре случая: 

1. Корни характеристического уравнения 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 – действительные 

и различные числа, тогда общим решением однородного уравнения (7.6) явля-

ется функция: 

𝑦 = 𝐶1𝑒
𝜆1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝜆2𝑥 +⋯+ 𝐶𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑥 . 

 

2. Пусть, например, 𝜆 = 𝜆1 есть действительный корень кратности k, то-

гда этому корню соответствует k решений из фундаментальной системы реше-

ний вида: 

𝑦1 = 𝑒
𝜆𝑥, 

 

𝑦2 = 𝑥𝑒
𝜆𝑥, 

 

𝑦3 = 𝑥
2𝑒𝜆𝑥, 

 

…   …   … 

 

𝑦𝑘 = 𝑥
𝑘−1𝑒𝜆𝑥. 

 

3. Предположим, что имеется 𝜆1 = 𝛼 + 𝛽𝑖, 𝛽 ≠ 0 некратный комплекс-

ный корень, тогда ему соответствует пара решений из фундаментальной си-

стемы решений вида: 
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𝑦1 = 𝑒
𝛼𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑥,         𝑦2 = 𝑒

𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑥. 

 

4. Предположим, что корень 𝜆1 = 𝛼 + 𝛽𝑖, 𝛽 ≠ 0 характеристического 

уравнения имеет кратность k. В этом случае соответствующая часть общего 

решения ОЛДУ имеет вид: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥[(𝐶1 + 𝐶2𝑥 +⋯+ 𝐶𝑘𝑥
𝑘−1) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑥 + 

 

+(𝐶𝑘+1 + 𝐶𝑘+2𝑥 +⋯+ 𝐶2𝑘𝑥
𝑘−1) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑥]. 

 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 𝑦‴ − 𝑦″ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0. 

Решение. Задано дифференциальное уравнение третьего порядка. Запи-

шем характеристическое уравнение: 

 

𝜆3 − 𝜆2 − 4𝜆 + 4 = 0. 

 

Раскладывая левую часть уравнения на множители, получим:  

 

𝜆2(𝜆 − 1) − 4(𝜆 − 1) = 0      или        (𝜆 − 1)(𝜆 + 2)(𝜆 − 2) = 0. 

 

Следовательно, 𝜆1 = 1, 𝜆2 = −2,   𝜆3 = 2 – корни характеристического 

уравнения. Так как корни характеристического уравнения действительные и 

различные числа, то общее решение данного дифференциального уравнения 

имеет вид: 

𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

−2𝑥 + 𝐶3𝑒
2𝑥. 

 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 𝑦′′′ − 2𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 0. 

Решение. Это однородное ЛДУ третьего порядка, его характеристиче-

ское уравнение имеет вид: 

 

𝑘3 − 2𝑘2 − 5𝑘 + 6 = 0. 
 

Представим характеристическое уравнение в виде произведения двух 

сомножителей (𝑘 − 1)(𝑘2 − 𝑘 − 6) = 0. Найдем корни этого характеристичес-

кого уравнения. Рассмотрим первый множитель: 𝑘 − 1 = 0, отсюда     𝑘1 = 1. 
Найдем корни второго множителя. Это квадратное уравнение: 

𝑘2 − 𝑘 − 6 = 0, 
 

𝑘2,3 =
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± 5

2
. 

Таким образом, корни 𝑘2 = 3,    𝑘3 = −2 характеристического уравне-

ния – действительные и различные (случай 1), следовательно, общее решение 

заданного уравнения имеет вид: 
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𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑘2𝑥 + 𝐶3𝑒
𝑘3𝑥 = 𝐶1𝑒

𝑥 + 𝐶2𝑒
3𝑥+𝐶3𝑒

−2𝑥. 
 

Пример 3. Дано уравнение 𝑦′′′ − 5𝑦′′ + 17𝑦′ − 13𝑦 = 0. Требуется 

найти его общее решение. 

Решение. Это однородное ЛДУ третьего порядка, его характеристиче-

ское уравнение имеет вид: 

 

𝑘3 − 5𝑘2 + 17𝑘 − 13 = 0. 

 

Найдем корни характеристического уравнения: 

 

(𝑘 − 1)(𝑘2 − 4𝑘 + 13) = 0. 
 

Рассмотрим первый множитель: 𝑘 − 1 = 0, отсюда 𝑘1 = 1. Найдем корни вто-

рого множителя:  

𝑘2 − 4𝑘 + 13 = 0 

 

𝑘2,3 =
4 ± √16 − 52

2
=
4 ± 6𝑖

2
= 2 ± 3𝑖, 

 

𝑘 = 𝛼 + 𝛽𝑖;       𝛼 = 2;     𝛽 = 3. 
 

Таким образом, один корень характеристического уравнения –действи-

тельный (случай 1), а два других корня – комплексные числа (случай 3): 

 

𝑦 = С1𝑒
к1𝑥 + 𝑒𝛼𝑥(𝐶2𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐶3𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥). 

 

Общее решение уравнения имеет вид: 

 

𝑦 = С1𝑒
𝑥 + 𝑒2𝑥(𝐶2𝑐𝑜𝑠3𝑥 + 𝐶3𝑠𝑖𝑛3𝑥). 

 

Пример 4. Найти общее решение уравнения 𝑦(4) + 4𝑦′′ + 3𝑦 = 0.  
Решение. Это однородное ЛДУ четвертого порядка, его характеристиче-

ское уравнение имеет вид: 

𝑘4 + 4𝑘2 + 3 = 0. 
 

Это биквадратное уравнение, найдем его корни: 

 

𝑡 = 𝑘2        𝑡2 + 4𝑡 + 3 = 0     𝑡1,2 =
−4 ± 2

2
, 

𝑡1 = −3,     𝑡2 = −1. 
 

При 𝑡1 = −3 получим: 𝑘2 = −3   или   𝑘2 = 3 ∙ (−1), тогда:  
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𝑘 = ±√3𝑖 = 𝛼1 + 𝛽1   
или 

𝛼1 = 0;   𝛽1  = √3. 
 

При 𝑡2 = −1 получим: 𝑘2 = −1   или 𝑘2 =  𝑖2. Отсюда: 

 

𝑘 = ±𝑖 = 𝛼2 + 𝛽2 

или 

𝛼2 = 0;   𝛽2  = 1. 
 

Все корни характеристического уравнения – комплексные числа, тогда 

общее решение имеет вид: 

 

𝑦 = 𝑒𝛼1𝑥(𝐶1𝑐𝑜𝑠𝛽1𝑥 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛𝛽1𝑥)+𝑒
𝛼2𝑥(𝐶3𝑐𝑜𝑠𝛽2𝑥 + 𝐶4𝑠𝑖𝑛𝛽2𝑥). 

 

Таким образом, для нашего случая: 

 

𝑦 = 𝑒0∙𝑥(𝐶1𝑐𝑜𝑠√3𝑥 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛√3𝑥)+𝑒
0∙𝑥(𝐶3cos (1 ∙ 𝑥) + 𝐶4sin (1 ∙ 𝑥)) 

или 

𝑦 = 𝐶1𝑐𝑜𝑠√3𝑥 + 𝐶2𝑠𝑖𝑛√3𝑥 + 𝐶3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐶4𝑠𝑖𝑛𝑥. 
 

Мы рассмотрели однородное ЛДУ n-го порядка, его характеристическое 

уравнение для ЛДУ и возможные случаи, когда корни характеристического 

уравнения 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛: 

1) действительные различные;  

2) есть действительный корень кратности k; 

3) есть некратный комплексный корень (𝜆𝑗 = 𝛼 + 𝛽𝑖, 𝛽 ≠ 0); 

4) есть корень 𝜆𝑗 = 𝛼 + 𝛽𝑖, 𝛽 ≠ 0 кратности k.  

Во всех перечисленных случаях мы показали вид соответствующей ча-

сти общего решения однородного ЛДУ.  

 

Неоднородные линейные дифференциальные уравнения n-го порядка с 

постоянными коэффициентами. Пусть задано неоднородное ЛДУ n-го по-

рядка с постоянными коэффициентами: 

 

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) +⋯+ 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 𝑓(𝑥).               (7.9) 

 

 

 

Соответствующее ему однородное уравнение имеет вид: 

 

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) +⋯+ 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 0.             (7.10) 
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Теорема. Общее решение линейного неоднородного уравнения (7.9) 

имеет вид 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦
∗, где 𝑦0  – общее решение соответствующего ему одно-

родного уравнения (7.11), 𝑦∗ – частное решение уравнения (7.9). 

 

7.6 Метод неопределенных коэффициентов решения линейных не-

однородных дифференциальных уравнений n-го порядка с постоянными 

коэффициентами 

Рассмотрим неоднородное ЛДУ n-го порядка с постоянными коэффици-

ентами (7.9). 

I. Пусть правая часть 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥𝑃𝑚(𝑥), где 𝑃𝑚(𝑥) – многочлен степени m. 

1) Если число a не является корнем характеристического уравнения для 

(7.9), то частное решение неоднородного уравнения ищется в той же форме, то 

есть: 

𝑦∗(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥(𝐴0 + 𝐴1𝑥 + 𝐴2𝑥
2 +⋯+ 𝐴𝑚𝑥

𝑚), 
 

где 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑚 – некоторые числа. Для их нахождения нужно под-

ставить 𝑦∗ в уравнение (7.9). 

2) Пусть число a совпадает с корнем характеристического уравнения 

кратности s. Тогда частное решение (7.9) ищется в той же форме, но с сомно-

жителем 𝑥𝑠, то есть: 

 

𝑦∗ = 𝑥𝑠𝑒𝛼𝑥(𝐴0 + 𝐴1𝑥 + 𝐴2𝑥
2 +⋯+ 𝐴𝑚𝑥

𝑚). 
 

И далее аналогично пункту 1. 

 

II. Пусть правая часть уравнения (7.9) есть функция вида: 

 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥(𝑃𝑚(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑏 𝑥 + 𝑄𝑙(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝑏 𝑥). 
 

1) Если комплексное число 𝑎 + 𝑏𝑖 (𝑏 ≠ 0) не является корнем характе-

ристического уравнения, тогда частное решение неоднородного уравнения 

ищется в виде 

𝑦∗ = 𝑒𝑎𝑥(�̄�𝑚1
(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑏 𝑥 + �̄�𝑚1

(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝑏 𝑥),  

 

где �̄�𝑚1
(𝑥), �̄�𝑚1

(𝑥) – многочлены степени 𝑚1 = 𝑚𝑎𝑥(𝑚, 𝑙) с неопреде-

ленными коэффициентами. 

2) Если 𝑎 + 𝑏𝑖 (𝑏 ≠ 0) является корнем характеристического уравнения 

кратности s, тогда частное решение неоднородного ЛДУ (7.9) ищется в виде: 

 

𝑦∗ = 𝑥𝑠𝑒𝑎𝑥(�̄�𝑚1
(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑏 𝑥 + �̄�𝑚1

(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝑏 𝑥),    𝑚1 = 𝑚𝑎𝑥(𝑚, 𝑙). 

Вывод. Частное решение неоднородного ЛДУ со специальной правой ча-

стью определяется более простым способом – методом неопределенных коэф-

фициентов. 
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7.7 Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа) 

решения линейных неоднородных дифференциальных уравнений n-го по-

рядка с постоянными коэффициентами 

Пусть дано неоднородное ЛДУ n-го порядка (7.9). Предположим, что 

найдена фундаментальная система решений однородного уравнения 

𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑦),… , 𝑦𝑛(𝑥). 
Теорема. Частное решение уравнения (7.9) записывается в виде: 

 

𝑦∗ = 𝐶1(𝑥)𝑦1 + 𝐶2(𝑥)𝑦2 +⋯+ 𝐶𝑛(𝑥)𝑦𝑛, 

 

где функции 𝐶1
′(𝑥), 𝐶2

′(𝑥), … , 𝐶𝑛
′ (𝑥) удовлетворяют системе линейных 

алгебраических уравнений: 

 

{
 
 

 
 
𝐶1
′(𝑥)𝑦1 + 𝐶2

′(𝑥)𝑦2 +⋯+ 𝐶𝑛
′ (𝑥)𝑦𝑛 = 0,

𝐶1
′(𝑥)𝑦1

′ + 𝐶2
′(𝑥)𝑦2

′ +⋯+ 𝐶𝑛
′ (𝑥)𝑦𝑛

′ = 0,
− − − −−−−−− −−−−−−−−−−− −

𝐶1
′(𝑥)𝑦1

(𝑛−2)
+ 𝐶2

′(𝑥)𝑦2
(𝑛−2)

+⋯+ 𝐶𝑛
′ (𝑥)𝑦𝑛

(𝑛−2)
= 0,

𝐶1
′(𝑥)𝑦1

(𝑛−1)
+ 𝐶2

′(𝑥)𝑦2
(𝑛−1)

+⋯+ 𝐶𝑛
′ (𝑥)𝑦𝑛

(𝑛−1)
= 𝑓(𝑥).

 

 

Решая эту систему линейных алгебраических уравнений методом Кра-

мера, получим (для 𝑖 = 1,2,… , 𝑛): 

 

𝐶𝑖
′(𝑥) =

𝑊𝑖(𝑥)

𝑊(𝑥)
, 

 

где определители 𝑊𝑖(𝑥) получаются из главного 𝑊(𝑥) заменой элемен-

тов i-го столбца столбцом свободных членов системы. 

Вывод. Метод Лагранжа – универсальный. Он позволяет при помощи 

квадратур определить частное решение неоднородного ЛДУ, если известно 

общее решение соответствующего ОЛДУ. 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какое уравнение называется линейным дифференциальным уравне-

нием n-го порядка? 

2. Как называется линейное дифференциальное уравнение n-го порядка, 

если его правая часть тождественно равна нулю? 

3. Как по-другому называется теорема Пикара – Пеано – Коши? 

4. Свойства линейного дифференциального оператора. 

5. Сколько и какие случаи для корней характеристического уравнения 

вы знаете? 

6. Какие виды общего решения однородного линейного дифференциаль-

ного уравнения n-го порядка вы знаете? 
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Лекция 8. Нормальная система дифференциальных уравнений. Ме-

тод исключения. Метод интегрируемых комбинаций 

 

Цель лекции – рассмотреть нормальную систему дифференциальных 

уравнений, метод исключения и метод интегрируемых комбинаций, привести 

примеры. 

 

8.1 Нормальная система дифференциальных уравнений 

Нормальной системой дифференциальных уравнений называется си-

стема вида:  

{

𝑦1
′ = 𝑓1(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)

𝑦2
′ = 𝑓2(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑦𝑛
′ = 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)

 ,                              (8.1) 

 

где 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 – неизвестные функции независимой переменной х. 

Здесь число уравнений равно числу неизвестных функций. 

Если правые части нормальной системы дифференциальных уравнений 

являются линейными функциями относительно 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛, то система диф-

ференциальных уравнений называется линейной. 

Решением системы (8.1) называется совокупность п функций 

𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 удовлетворяющих всем уравнениям системы. 

Частным решением системы (8.1) называется решение, удовлетворяю-

щее начальным условиям: 

  

𝑦1 = 𝑦10,   𝑦2 = 𝑦20, …, 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛0 

 

при 𝑥 = 𝑥0 , где 𝑥0, 𝑦10, 𝑦𝑛0, … , 𝑦𝑛0 – заданные числа. 

Семейство решений системы (8.1), зависящее от п произвольных неза-

висимых постоянных С1, С2, . . . , С𝑛: 

 

{

𝑦1 = 𝜑1(𝑥, С1, С2, . . . , С𝑛)

𝑦2 = 𝜑2(𝑥, С1, С2, . . . , С𝑛)
. . .   . . .   . . .   . . .   . . .   . . .   . . .
𝑦𝑛 = 𝜑𝑛(𝑥, С1, С2, . . . , С𝑛)

 

 

называют общим решением этой системы. 

 

8.2 Метод исключения, примеры 

Решение нормальной системы методом исключения можно свести к ре-

шению одного дифференциального уравнения n-го порядка, содержащему 

одну неизвестную функцию. Сведение нормальной системы к одному уравне-



54 

 

нию может быть достигнуто дифференцированием одного из уравнений си-

стемы и исключением всех неизвестных, кроме одного (так называемый метод 

исключения). 

В некоторых случаях, комбинируя уравнения системы, после несложных 

преобразований удается получить легко интегрируемые уравнения (так назы-

ваемый метод интегрируемых комбинаций), что позволяет найти решение за-

данной системы. 

Пример 1. Решить систему дифференциальных уравнений методом ис-

ключения: 

{
𝑦1
′ = 5𝑦1 + 4𝑦2
𝑦2
′ = 4𝑦1 + 5𝑦2

. 

 

Решение. Дифференцируем первое уравнение системы по переменной х: 

 

𝑦1
′′ = 5𝑦1

′ + 4𝑦2
′ .                                            (8.2) 

 

Из первого уравнения определим 𝑦2: 

 

𝑦2 =
1

4
(𝑦1
′ − 5𝑦1). 

 

Тогда из второго уравнения имеем: 

 

𝑦2
′ = 4𝑦1 + 5 ⋅

1

4
(𝑦1
′ − 5𝑦1), 

то есть 

𝑦2
′ =

5

4
𝑦1
′ −

9

4
𝑦1. 

 

Подставляя полученное для 𝑦2
′  выражение в соотношение (8.2), имеем: 

 

𝑦1
′′ = 5𝑦1

′ + 4(
5

4
𝑦1
′ −

9

4
𝑦1). 

 

Таким образом приходим к уравнению второго порядка с одной неиз-

вестной функцией у1: 

𝑦1
′′ − 10𝑦1

′ + 9𝑦1 = 0. 

 

Мы получили однородное линейное уравнение с постоянными коэффи-

циентами. Решая его, находим общее решение: 

𝑦1 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

9𝑥. 
Тогда 

𝑦2 =
1

4
(𝑦1
′ − 5𝑦1) = 
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=
1

4
(𝐶1𝑒

𝑥 + 9𝐶2𝑒
9𝑥 − 5𝐶1𝑒

𝑥 − 5𝐶2𝑒
9𝑥) = −𝐶1𝑒

𝑥 + 𝐶2𝑒
9𝑥. 

 

Итак, общее решение системы имеет вид: 

 

𝑦1 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

9𝑥,     𝑦2 = −𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

9𝑥. 
 

8.3 Методом интегрируемых комбинаций, пример 

Пример 2. Решить систему дифференциальных уравнений с начальными 

условиями 𝑥(0) = 1,   𝑦(0) = 2 методом интегрируемых комбинаций: 

 

{
 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥

2𝑥 + 3𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑦

2𝑥 + 3𝑦

. 

  

Решение. Составим первую интегральную комбинацию. Разделив пер-

вое уравнение на второе, получим: 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=
𝑥

𝑦
,     
𝑑𝑥

𝑥
=
𝑑𝑦

𝑦
. 

 

Проинтегрировав обе части последнего уравнения и применив свойства 

логарифмов, получим: 

𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝑦 + 𝑙𝑛𝐶1,        𝑥 = 𝐶1𝑦. 
  

Составим вторую интегральную комбинацию. Сложив удвоенное пер-

вое и утроенное второе уравнения, получим: 

 

2
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 1,     2𝑑𝑥 + 3𝑑𝑦 = 𝑑𝑡. 

 

Проинтегрировав обе части последнего уравнения, получим: 

 

2𝑥 + 3𝑦 = 𝑡 + 𝐶2. 
 

Из системы уравнений 𝑥 = 𝐶1𝑦 и 2𝑥 + 3𝑦 = 𝑡 + 𝐶2 находим общее ре-

шение системы: 

𝑥 =
𝐶1(𝑡 + 𝐶2)

2𝐶1 + 3
,      𝑦 =

𝑡 + 𝐶2
2𝐶1 + 3

 . 

 

Применив начальные условия, получим: 
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1 =
𝐶1𝐶2)

2𝐶1 + 3
,      2 =

𝐶2
2𝐶2 + 3

 . 

 

Следовательно, С1 =
1

2
,   С2 = 8. Подставив в общее решение найденные 

значения 𝐶1, 𝐶2, получим частные решения, удовлетворяющие заданным 

начальным условиям: 

 

𝑥 =
1

8
𝑡 + 1,       𝑦 =

1

4
𝑡 + 2. 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1. Какая система дифференциальных уравнений называется нормальной 

системой дифференциальных уравнений? 

2. Какое соответствие должно быть между числом уравнений системы и 

числом неизвестных функций? 

3. В чем суть метода исключения при решении нормальной системы 

дифференциальных уравнений? 

4. Каким образом при решении нормальной системы методом исключе-

ния можно свести нормальную систему к одному уравнению? 

5. В чем суть метода интегрируемых комбинаций? 

 

 

Модуль 2. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФФЕ-

РЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ И СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

 

Лекция 9. Численные методы решения дифференциальных уравне-

ний первого порядка  

 

Цель лекции – ввести понятие погрешности вычислений. Рассмотреть за-

дачу Коши, метод последовательных приближений решения дифференциаль-

ных уравнений первого порядка, привести примеры.  

 

9.1 Погрешность вычислений 

При вычислении каких-либо значений функций, решении уравнений, из-

мерении каких-то величин и т. д. получаются приближенные числа. Эти при-

ближенные числа берутся с округлением до определенного знака. Кроме того, 

существуют формулы, результатами которых также являются приближенные 

значения. Все приближенные значения имеют так называемые погрешности 

вычислений. Методы, погрешность вычислений которых мала, считаются оп-

тимальными для решения поставленной задачи. Это порождает необходи-

мость определения оптимального количества знаков в процессе вычислений и 

в конечном результате, то есть получения оценки погрешности вычисления. 
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Определение. Абсолютная величина разности между приближенным и 

точным значениями числа называется оценкой погрешности приближенного 

числа: 
|𝑎 − 𝑎0| ≤ 𝛥𝑎, 

 

где а – приближенное число, 𝑎0 – точное значение числа, 𝛥𝑎 – абсолют-

ная погрешность приближенного числа а. 

Число 𝛥𝑎 – достаточно малая величина. 

 Определение. Относительной погрешностью a  приближенного числа а 

называется величина: 

𝛿𝑎 =
𝛥𝑎
|𝑎|
, 𝑎 ≠ 0. 

 

Относительная погрешность указывается или в процентах, или числом с 

тремя-четырьмя знаками после запятой.  

 

9.2 Задача Коши 

Задача Коши для дифференциального уравнения есть процесс вычисле-

ния функции )(xyy = , удовлетворяющей уравнению: 

 

𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝑛−1)) 

 

и заданным начальным условиям:  

 
где  𝑥0, 𝑦0, 𝑦0

′ . . . . , 𝑦0
(𝑛−1) – заданные числа.  

Постановка задачи Коши для системы дифференциальных уравнений: 

найти решения 𝑦1, 𝑦2. . . . , 𝑦𝑛
  для заданной системы дифференциальных урав-

нений: 

{
  
 

  
 
𝑑𝑦1
𝑑𝑥

= 𝑓1(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . , 𝑦𝑛)

𝑑𝑦2
𝑑𝑥

= 𝑓2(𝑥, 𝑦1,𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑑𝑦𝑛
𝑑𝑥

= 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)

, 

 

удовлетворяющие заданным начальным условиям: 
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𝑦1(𝑥0) = 𝑦10,   𝑦2(𝑥0) = 𝑦20,   …,   𝑦𝑛(𝑥0) = 𝑦𝑛0. 
 

Рассмотрим численные методы решения дифференциальных уравнений 

первого порядка, дающие приближенное решение дифференциального урав-

нения в виде таблицы. 

 

9.3 Метод последовательных приближений, пример 

Рассмотрим задачу Коши дифференциального уравнения первого по-

рядка: 

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦),     (9.1) 

 

𝑦(х0) = у0,     (9.2) 

 

то есть нам задано дифференциальное уравнение первого порядка с началь-

ным условием 𝑥 = х0, 𝑦 = у0. 

Метод последовательных приближений – это численный метод решения 

дифференциального уравнения первого порядка, дающий приближенное ре-

шение дифференциального уравнения в виде таблицы с применением фор-

мулы: 

𝑦𝑛(𝑥) = у0 + ∫  
х

х0
𝑓(𝑥, 𝑦𝑛−1(𝑥))𝑑𝑥.      (9.3) 

 

В рекуррентной формуле (9.3) начальное приближение 𝑦0(х) выбирается 

произвольно. 

Теорема. Если правая часть функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в некотором замкнутом пря-

моугольнике 𝑅: {|𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑎, |𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝑏} удовлетворяет условию Липшица 

по переменной у: 

 
|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤ 𝑁|𝑦1 − 𝑦2|, 𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,    (9.4) 

 

то независимо от выбора начальной функции последовательные приближения 

𝑦𝑛(𝑥) сходятся на некотором отрезке [х0, х0 + ℎ] к решению задачи (9.1) – 

(9.2). 

 Пусть заданная функция определена и непрерывна в области: 

  
{|𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑎, |𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝑏}, 

 

тогда приближенное решение задачи Коши для дифференциального уравне-

ния первого порядка имеет погрешность на сегменте [х0, х0 + ℎ] вида: 

 

휀п = |𝑦(𝑥) − 𝑦𝑛(𝑥)| ≤ 𝑀𝑁
𝑛 (𝑥−𝑥0)

𝑛+1

(𝑛+1)!
,    (9.5) 

 

 где 𝑦(𝑥) – точное решение, 𝑦𝑛(𝑥) – приближенное решение. 

 Для погрешности на сегменте [х0, х0 + ℎ] справедливо: 
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𝑀 = 𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑦)∈𝑅

|𝑓(𝑥, 𝑦)|,          ℎ = 𝑚𝑖𝑛 (𝑎,
𝑏

𝑀
).                                (9.6) 

 

 Пример. Вычислить три последовательных приближения решения за-

дачи Коши: 

𝑦′ = 𝑥2 + 𝑦2,       𝑦(0) = 0. 
 

 Решение. По условию задачи имеем 𝑥0 = 0, у0 = 0. Получим интеграль-

ное уравнение вида:  

𝑦(𝑥) = ∫  
𝑥

0

(𝑥2 + у2)𝑑𝑥. 

 

 Последовательно, используя рекуррентную формулу (9.3), найдем тре-

буемые три последовательных приближения решения задачи Коши. 

1 шаг. При 𝑦0(х) ≡ 0 получим значение 𝑦1(𝑥): 
 

𝑦1(х) = ∫  
х

0

(х2 + у0
2(х))𝑑𝑥 = ∫ х2𝑑𝑥 =

𝑥3

3
.

х

0

 

 

2 шаг. Теперь, используя первое приближение 𝑦1(х) =
𝑥3

3
, получим зна-

чение 𝑦2(х): 
 

 
 

3 шаг. Аналогично, используя второе приближение 𝑦2(𝑥) =
𝑥3

3
+
𝑥7

63
, вы-

числим значение 𝑦3(𝑥): 
 

𝑦3(х) = ∫  
х

0

(х2 + у2
2)𝑑𝑥 = ∫ (х2 +

𝑥6

9
+

2

189
х10 +

х14

3969
)𝑑𝑥 =

х

0

 

 

=
х3

3
+
х7

63
+
2х11

2079
+

х15

59535
. 

 

Для оценки погрешности третьего приближения используем формулу 

(9.5). Пусть a=1, b=0.5, тогда получим:  
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Учитывая условие (9.6), имеем h=0,4. Таким образом, приближенное ре-

шение задачи Коши для дифференциального уравнения первого порядка на 

сегменте [0;0,4] имеет погрешность:  

 

𝑚𝑎𝑥
[0:0,4]

|𝑦(𝑥) − 𝑦3(𝑥)| ≤
5 ⋅ (0,4)4

96
≈ 0,00133. 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1. Дайте определение оценки погрешности приближенного числа. 

2. Какова связь между методами, погрешность вычислений которых 

мала, и численным решением поставленной задачи? 

3. Дайте определение относительной погрешности приближенного 

числа. 

4. В чем заключается суть метода последовательных приближений? 

5. Как выбирается начальное приближение 𝑦0(х) в рекуррентной фор-

муле метода последовательных приближений? 

 

Лекция–10. Решение дифференциального уравнения первого по-

рядка и системы дифференциальных уравнений первого порядка мето-

дом Эйлера. Метод Рунге – Кутта четвертой степени точности решения 

дифференциального уравнения первого порядка  

 

Цель лекции – рассмотреть метод Эйлера, ввести понятие ломаной Эй-

лера, оценки погрешности метода Эйлера, примеры. Рассмотреть метод Рунге 

– Кутта четвертой степени точности решения дифференциального уравнения 

первого порядка, схему метода Рунге – Кутта, дать оценку погрешности.  

 

10.1 Метод Эйлера, ломаная Эйлера, оценка погрешности, примеры 

Для задачи Коши:  

 

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦),            (10.1) 

 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0            (10.2) 

 

требуется методом Эйлера получить решение дифференциального уравнения 

в виде таблицы приближенных значений неизвестной функции у(х).  

Будем искать приближенные значения 𝑦(𝑥𝑖) ≈ 𝑦𝑖  для задачи (10.1) – 

(10.2) по формуле итераций вида:  

 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)  (𝑖 = 0,1,2, . . . ).   (10.3) 

 

Рассмотрим равноудаленные точки 𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ, (𝑖 = 0,1,2, . . . ), где h – 

достаточно малое изменений значений 𝑥𝑖 , 𝑖 = 0,1,2,…  
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 Определение. Отрезок 𝑀𝑖𝑀𝑖+1 ломаной 𝑀0𝑀1𝑀2… с вершинами 

𝑀𝑖(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) (𝑖 = 0,1,2, . . . ), имеющий направление, совпадающее с направле-

нием той интегральной кривой уравнения (10.1), которая проходит через точку 

𝑀𝑖 , называется ломаной Эйлера. 

Предположим, что правая часть дифференциального уравнения (10.1) в 

некотором прямоугольнике {|𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑎, |𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝑏} удовлетворяет усло-

виям:  
|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤ 𝑁|𝑦1 − 𝑦2|,                          (10.4) 

 

|
𝑑𝑓

𝑑𝑥
| = |

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑓

𝜕𝑓

𝜕𝑦
| ≤ 𝑀,                                (10.5) 

 

где M, N – некоторые постоянные. 

Получим для метода Эйлера решения дифференциального уравнения 

первого порядка оценку погрешности вида: 

 

|𝑦(𝑥𝑛) − 𝑦𝑛| ≤
ℎ𝑀

2𝑁
[(1 + ℎ𝑁)𝑛 − 1],                      (10.6) 

  

 где 𝑦(𝑥𝑛) – значение точного решения уравнения при 𝑥 = 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 – при-

ближенное значение, полученное на n-ом шаге итерации.  

Для метода Эйлера решения дифференциального уравнения первого по-

рядка оценка погрешности вида (10.6) трудоемка, поэтому используется метод 

двойного пересчета. Суть метода двойного пересчета состоит в том, что рас-

четы выполняются дважды. Причем, во второй раз вычисления проводят с ша-

гом h/2 и погрешность при шаге h/2 оценивают по формуле:  

 
|𝑦𝑛
∗ − 𝑦(𝑥𝑛)| ≈ |𝑦𝑛

∗ − 𝑦𝑛|.  
  

Системы дифференциальных уравнений и дифференциальные уравне-

ния высших порядков также решаются методом Эйлера. Рассмотрим задачу 

Коши для системы двух уравнений первого порядка: 

 

{
𝑦′ = 𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑧′ = 𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧)
 

 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0, 𝑧(𝑥0) = 𝑧0. 

 

Для вычисления приближенных значений 𝑦(𝑥𝑖) ≈ 𝑦𝑖 , 𝑧(𝑥𝑖) ≈ 𝑧𝑖 задан-

ной системы дифференциальных уравнений применим формулы: 

 

{
𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓1(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)
𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖 + ℎ𝑓2(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖), (𝑖 = 0,1,2, . . . )

. 

 

Пример-1. Методом Эйлера решить задачу Коши:  
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𝑦′ = 𝑦 −
2𝑥

𝑦
, 𝑦(0) = 1. 

 

Решения искать на сегменте [0,1] с шагом h=0,2. Результат записать в 

виде таблицы. 

 Решение. По условию задачи сегмент [0,1] делится на отрезки точками с 

шагом ℎ =
0+1

5
= 0.2, то есть будем искать значения функции 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) в точках 

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ . Согласно формуле (10.3) метода Эйлера запишем итерацион-

ную формулу для заданного дифференциального уравнения первого порядка: 
 

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 0,2 ∙ (𝑦𝑖 +
2𝑥𝑖
𝑦𝑖
) , (𝑖 = 0,1,2,3,4,5). 

 

В первой строке таблицы при i=0 записываются начальные приближения 

𝑥0 = 0, 𝑦0 = 1,0000 и значение функции 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 1, затем вычисляется зна-

чение 𝛥𝑦0 = ℎ𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0,2. Тогда по формуле (10.3) при i=0 получим первое 

значение функции:  

𝑦1 = 1 + 0,2 = 1,2. 
 

Значения 𝑥1 = 0,2, 𝑦1 = 1,2000 записываются во второй строке при i=1. 

Используя эти значения, можно вычислить 𝑓(𝑥1, 𝑦1) = 0,8667, затем: 

 

𝛥𝑦1 = ℎ𝑓(𝑥1, 𝑦1) = 0,2 ⋅ 0,8667 = 0,1733. 
  

Тогда получим 𝑥2 = 0,4 и следующее приближение: 

 

𝑦2 = 𝑦1 + 𝛥𝑦1 = 1,2 + 0,1733 = 1,3733. 
 

При i=2, 3, 4, 5 вычисления ведутся аналогично. Результаты вычислений 

приведены в таблице 10.1.  

 

 Таблица 10.1 – Решение дифференциального уравнения методом Эйлера 
 

i 

 

𝑥𝑖 
 

𝑦𝑖 
Вычисление𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)  𝛥𝑦𝑖 Точное решение 

𝑦 = √2𝑥 + 1 2𝑥𝑖
𝑦𝑖

 𝑦𝑖 =
2𝑥𝑖
𝑦𝑖

 

 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1,0 

1,0000 

1,2000 

1,3733 

1,5294 

1,6786 

1,8237 

0 

0,3333 

0,5928 

0,7846 

0,9532 

1,0000 

0,8667 

0,7805 

0,7458 

0,7254 

0,2000 

0,1733 

0,1561 

0,1492 

0,1451 

1,0000 

1,1832 

1,3416 

1,4832 

1,6124 

1,7320 
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Учитывая, что 𝑦 = √2𝑥 + 1 – точное решение, найденное аналитиче-

ским методом, вычислим абсолютную погрешность 휀 = 0,0917 и относитель-

ную погрешность, которая равна 5%. 

Пример 2. Методом Эйлера с шагом ℎ = 0,1 найти первые четыре значе-

ния функции у для дифференциального уравнения 𝑦′ = 𝑥 + 𝑦 с начальным 

условием 𝑦(0) = 1. 

Решение. Из заданного начального условия 𝑥0 = 0, 𝑦0 = 1 найдем сле-

дующие значения аргумента: 

 

𝑥0 = 0; 
 

𝑥1 = 𝑥0 + 1 ⋅ ℎ = 0,1; 
 

𝑥2 = 𝑥0 + 2 ⋅ ℎ = 0,2; 
 

𝑥3 = 𝑥0 + 3 ⋅ ℎ = 0,3. 
 

Значения функции у находим по формулам: 

 

𝑦1 = 𝑦0 + ℎ ⋅ (𝑥0 + 𝑦0) = 1 + 0,1 ⋅ (0 + 1) = 1,1; 
 

𝑦2 = 𝑦1 + ℎ ⋅ (𝑥1 + 𝑦1) = 1,22; 
 

𝑦3 = 𝑦2 + ℎ ⋅ (𝑥2 + 𝑦2) = 1,36; 
 

𝑦4 = 𝑦3 + ℎ ⋅ (𝑥3 + 𝑦3) = 1,52. 
 

Ответ: 

х 0 0,1 0,2 0,3 0,4 

     у 1 1,1 1,22 1,36 1,52 

  

10.2 Метод Рунге – Кутта четвертой степени точности решения дифферен-

циального уравнения первого порядка, схема метода Рунге – Кутта, 

оценка погрешности, пример 

 Рассмотрим задачу Коши (10.1) – (10.2) решения дифференциального 

уравнения первого порядка численным методом. 

 Предположим, что в точке 𝑥𝑖 задано приближенное значение у𝑖 уравне-

ния (10.1), где 𝑖 = 0,1,2, . .. Тогда для метода Рунге – Кутта справедливы фор-

мулы приближенного вычисления численных значений 𝑦𝑖+1 в точках 𝑥𝑖+1 =
𝑥𝑖 + 𝑘: 

{
𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + 𝛥𝑦𝑖 ,

𝛥𝑦𝑖 =
1

6
(𝐾1

(𝑖)
+ 2𝐾2

(𝑖)
+ 2𝐾3

(𝑖)
+ 𝐾4

(𝑖)
),

                            (10.7) 

 где  
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   𝐾1
(𝑖)
= ℎ𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 

𝐾2
(𝑖)
= ℎ𝑓 (𝑥𝑖 +

ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

𝐾1
(𝑖)

2
),                                               (10.8) 

   𝐾3
(𝑖)
= ℎ𝑓 (𝑥𝑖 +

ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

𝐾2
(𝑖)

2
), 

 𝐾4
(𝑖)
= ℎ𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝐾3

(𝑖)
). 

 

Процесс решения поставленной задачи методом Рунге-Кутта трудоем-

кий, рекомендуется использовать схему, указанную в таблице 10.2.  

 

 Таблица 10.2 – Схема метода Рунге – Кутта 

i x y K=hf(x,y) 𝛥𝑦 

1 2 3 4 5 

0 𝑥0 𝑦0 𝐾1
(0)

 𝐾1
(0)

 

𝑥0 +
ℎ

2
 𝑦0 +

𝐾1
(0)

2
 

𝐾2
(0)

 2𝐾2
(0)

 

𝑥0 +
ℎ

2
 𝑦0 +

𝐾2
(0)

2
 

𝐾3
(0)

 2𝐾3
(0)

 

𝑥0 + ℎ 𝑦0 + 𝐾3
(0)

 𝐾4
(0)

 𝐾4
(0)

 

 𝛥𝑦0 

1 𝑥1 𝑦1   

 

Порядок заполнения таблицы:  

1 шаг. Все значения 𝐾1
(𝑖)
, 𝐾2

(𝑖)
, 𝐾3

(𝑖)
, 𝐾4

(𝑖)
 формулы (10.8) для этого шага 

вычисляются при значении 𝑖 = 0.  

Первая строка таблицы: в столбцы 2 и 3 записываем заданные началь-

ные значения 𝑥0, 𝑦0, вычисляем значение 𝐾1
(0)

 по первой формуле (10.8) и за-

писываем в четвертый и пятый столбцы. 

Вторая строка таблицы: вычисляем для столбцов 2 и 3 значения 𝑥0 +
ℎ

2
, 𝑦0 +

𝐾1
(0)

2
, затем вычисляем значение 𝐾2

(0)
 по второй формуле (10.8) и запи-

сываем в четвертый столбец, в пятый столбец записываем удвоенное произве-

дение 𝐾2
(0)

. 

Третья строка таблицы: вычисляем для столбцов 2 и 3 значения 𝑥0 +
ℎ

2
 

и 𝑦0 +
𝐾2
(0)

2
, далее по третьей формуле (10.8) вычисляем значение 𝐾3

(0)
 и запи-

сываем в четвертый столбец, в пятый столбец записываем удвоенное произве-

дение 𝐾3
(0)

. 

Четвертая строка: вычисляем значения 𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝐾3
0 для столбцов 2 

и 3 таблицы, вычисляем значение 𝐾4
(0)

 и записываем в четвертый столбец, в 

пятый столбцы. 
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По формуле Рунге – Кутта (10.7) вычисляем значение 𝛥𝑦0. Таким обра-

зом вычислили первое значение искомой функции 𝑦1 = 𝑦0 + 𝛥𝑦0. 

Первый шаг итерационного процесса закончен. Затем повторяем итера-

ционный процесс, принимая за начальное приближение точку (𝑥1, 𝑦1), то есть 

заполняем таблицу при значении 𝑖 = 1.  

Шаг расчета h можно менять при переходе от одной точки к другой. Пра-

вильность выбора шага можно h контролировать формулой:  

 

𝛩 = |
𝐾2
(𝑖)
− 𝐾3

(𝑖)

𝐾1
(𝑖)
− 𝐾2

(𝑖)
|. 

 

Метод Рунге – Кутта имеет четвертый порядок точности ℎ4. Значение 𝛩 

должно быть достаточно малым числом, то есть его значение не должно пре-

вышать нескольких сотых, иначе шаг h вычислений необходимо уменьшить.  

Грубую оценку погрешности можно получить с помощью двойного про-

счета по формуле: 

|𝑦𝑛
∗ − 𝑦(𝑥𝑛)| ≈

|𝑦𝑛
∗ − 𝑦𝑛|

15
, 

 

где 𝑦(𝑥𝑛) – значение точного решения заданного дифференциального 

уравнения в точке 𝑥𝑛, а значения 𝑦𝑛
∗, 𝑦𝑛, соответственно, приближенные значе-

ния, полученные с шагом 
2

h
 и h. 

Пример 3. Найти численное решение дифференциального уравнения 

𝑦′ = 𝑦 −
2𝑥

𝑦
 на отрезке [0,1], удовлетворяющее начальному условию y(0)=1 ме-

тодом Рунге – Кутта с шагом h=0,2. 

 Решение. По условию задачи 𝑥0 = 0, 𝑦0 = 1. По методу Рунге – Кутта 

вычисление приближенного значения производим по формулам (10.8). 

1 шаг. Пусть 𝑖 = 0. По условию задачи 𝑥0 = 0, 𝑦0 = 1. Вычислим значе-

ния 𝐾1
(0)
, 𝐾2

(0)
, 𝐾3

(0)
, 𝐾4

(0)
: 

 

𝐾1
(0)
= 0,2 ⋅ (𝑦0 −

2𝑥0

𝑦0
) = 0,2 ⋅ (1 −

2⋅0

1
) = 0,2; 

 

𝐾2
(0)
= 0,2 ⋅ [𝑦0 +

𝐾1
(0)

2
−
2⋅(𝑥0+

ℎ

2
)

𝑦0+
𝐾1
(0)

2

] = 0,2 ⋅ [1,1 −
0,2

1,1
] = 0,1836; 

 

𝐾3
(0)
= 0,2 ⋅ [𝑦0 +

𝐾2
(0)

2
−
2⋅(𝑥0+

ℎ

2
)

𝑦0+
𝐾2
(0)

2

] = 0,1817; 
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𝐾4
(0)
= 0,2 ⋅ [𝑦0 + 𝐾3

(0)
−
2⋅(𝑥0+ℎ)

𝑦0+𝐾3
(0) ] = 0,1686. 

 

Занесем вычисленные значения при 𝑖 = 0 в таблицу 10.2. 

 

 Таблица 10.2 – Схема метода Рунге – Кутта 

i x y K=hf(x,y) 𝛥𝑦 

1 2 3 4 5 

0 0 1 0,2 0,2 

0,1 1,1 0,1836 0,3672 

0,1 1,0918 0,1817 0,3634 

0,2 1,1817 0,1686 0,1686 

 𝛥𝑦0 = 0,1832 

1 𝑥1 = 0,2 𝑦1 = 1,1832   

 

Тогда по формуле (10.7) получим: 

  

𝛥𝑦0 =
1

6
(0,2 + 0,3672 + 0,3634 + 0,1686) = 0,1832. 

Следовательно:  

𝑦1 = 𝑦0 + 𝛥𝑦0 = 1 + 0,1832 = 1,1832. 
 

Вычислим следующее значение 𝑥1 = 0 + 0,2 = 0,2. Таким образом, пер-

вый шаг итерационного процесса закончен, мы получили значения: 

 

𝑦1 = 1,1832      и      𝑥1 = 0,2. 

2 шаг. При 𝑖 = 1 имеем 𝑥1 = 0,2; 𝑦1 = 1,1832. Предварительно вычис-

лим значения 𝐾1
(1)
, 𝐾2

(1)
, 𝐾3

(1)
, 𝐾4

(1)
: 

 

 𝐾1
(1)
= 0,2 ⋅ (𝑦1 −

2𝑥1

𝑦1
) = 0,1690; 

 

 𝐾2
(1)
= 0,2 [𝑦1 +

𝐾1
(1)

2
−
2(𝑥1+

ℎ

2
)

𝑦1+
𝐾1
(1)

2

] = 0,1589; 

 

 𝐾3
(1)
= 0,2 [𝑦1 +

𝐾2
(1)

2
−
2(𝑥1+

ℎ

2
)

𝑦1+
𝐾2
(1)

2

] = 0,1575; 

 

𝐾4
(1)
= 0,2 [𝑦1 + 𝐾3

(1)
−
2(𝑥1+ℎ)

𝑥1+𝐾3
(1)] = 0,1488. 
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Занесем вычисленные приближения в таблицу 10.2 для значений 𝑖 = 1. 
 

 Продолжение таблицы 10.2 – Схема метода Рунге – Кутта 

i x y K=hf(x,y) 𝛥𝑦 

1 2 3 4 5 

1 0,2 1,1832 0,1589 0,1589 

0,3 1,2626 0,1589 0,3178 

0,3 1,2626 0,1575 0,3150 

0,4 1,3407 0,1488 0,1488 

 𝛥𝑦1 = 0,1584 

1 𝑥1 = 0,4 𝑦2 = 1,3416   

 

 Тогда:  

𝛥𝑦1 =
1

6
(0,1690 + 2 ⋅ 0,1589 + 2 ⋅ 0,1575 + 0,1488) = 0,1584. 

 

По формуле приближенного вычисления численного значения 𝑦2 в точке 

𝑥2 получим: 

𝑦2 = 𝑦1 + 𝛥𝑦1 = 1,1832 + 0,1584 = 1,3416; 
 

х2 = х1 + ℎ = 0,2 + 0,2 = 0,4. 
 

Следовательно, результат второго шага итерационного процесса равен 

𝑦2 = 1,3416; х2 = 0,4. Аналогично находим значения 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 и соответству-

ющие им значения функции 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5. 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. По какой формуле в методе Эйлера для задачи Коши производятся 

вычисления приближенных значений 𝑦(𝑥𝑖) ≈ 𝑦𝑖? 

 2. В методе Эйлера формула вычисления равноудаленных точек 𝑥𝑖? 

3. Какой отрезок называется ломаной Эйлера? 

4. Суть метода двойного пересчета в методе Эйлера. 

 5. Какие формулы приближенного вычисления численных значений 𝑦𝑖+1 
в точках 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝑘, используемые для метода Рунге – Кутта, справедливы? 

 6. Какой порядок точности имеет метод Рунге – Кутта? 

  

Лекция 11. Метод конечных разностей для линейных дифференци-

альных уравнений второго порядка. Метод прогонки для решения систем 

обыкновенных дифференциальных уравнений 

 

Цель лекции – дать постановку краевой задачи для дифференциального 

уравнения второго порядка. Рассмотреть метод конечных разностей для ли-

нейных дифференциальных уравнений второго порядка, оценку погрешности, 
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метод прогонки для решения систем обыкновенных дифференциальных урав-

нений 

 

11.1 Постановка краевой задачи для дифференциального уравнения 

второго порядка  

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка: 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦″) = 0.                                           (11.1) 

 

Постановка краевой задачи для дифференциального уравнения второго 

порядка (11.1): требуется вычислить значения функции у=у(х), удовлетворяю-

щей во внутренних точках сегмента [а,b] уравнению (11.1) и на концах отрезка 

– граничным условиям: 

 

.0)](),([

,0)](),([

2

1

=

=

byby

ayay




                                            (11.2) 

 

Определение. Краевая задача называется линейной краевой задачей, 

если дифференциальное уравнение и соответствующие граничные условия ли-

нейны. 

Рассмотрим случай, когда уравнение (11.1) и граничные условия (11.2) 

линейны. В этом случае дифференциальное уравнение и краевые условия за-

писываются в виде: 

),()()( xfyxqyxpy =++                                       (11.3) 

 

,)()(

,)()(

10

10

Bbyby

Aayay

=+

=+




                                         (11.4) 

 

где )(),(),( xfxqxp  – известные непрерывные на заданном отрезке [а,b] 

функции, 𝛼0, 𝛼1, 𝛽0, 𝛽1, 𝐴, 𝐵 – некоторые заданные постоянные, удовлетворяю-

щие условиям: 
|𝛼0| + |𝛼1| ≠ 0      и       |𝛽0| + |𝛽1| ≠ 0. 

 

Если одновременно значения А и В равны нулю, то есть 𝐴 = 𝐵 = 0, то 

краевые условия (11.4) называются однородными.  

Существует два типа методов приближенного решения линейных диф-

ференциальных уравнений второго порядка: разностные методы и аналитиче-

ские методы.  
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11.2 Метод конечных разностей для линейных дифференциальных 

уравнений второго порядка 

Пусть 𝑥0 = 𝑎,     𝑥𝑛 = 𝑏,     𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ, где 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 − 1 система 

равноотстоящих узлов с некоторым шагом ℎ =
𝑏−𝑎

𝑛
 и 𝑝𝑖 = 𝑝(𝑥𝑖), 𝑞𝑖 = 𝑞(𝑥𝑖), 

𝑓𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖). 
Введем обозначения: 𝑦𝑖  – приближенные значения искомой функции 

𝑦(𝑥), а также 𝑦𝑖
′, 𝑦𝑖

″ – приближенные значения первой и второй производных 

)(),( xyxy   в узлах ix . В каждом внутреннем узле ix  производные )(),( xyxy ii
  

заменим на конечно-разностные отношения:  

 

𝑦𝑖
′ =

𝑦𝑖+1−𝑦𝑖

ℎ
, 𝑦𝑖
″ =

𝑦𝑖+2−2𝑦𝑖+1+𝑦𝑖

ℎ2
,                                  (11.5) 

причем: 

h

yy
y

h

yy
y nn

n
101

0 , −−
=

−
= .                                   (11.6) 

 

Следовательно, после произведенных замен можно вместо заданной 

краевой задачи (11.3) – (11.4) получить следующую систему уравнений: 
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      (11.43) 

 

Система (11.4) – это линейная алгебраическая система п+1 уравнений с 

п+1 неизвестными. Решив систему (11.4) известными из алгебры методами, 

получим таблицу приближенных значений заданной задачи. 

В случае применения вместо конечно-разностных отношений (11.5) сле-

дующих центрально-разностных отношений, можно увеличить точность ре-

шения: 

2

1111 2
,

2 h

yyy
y

h

yy
y iii

i
ii

i
−+−+ +−

=
−

= .     (11.5) 

 

Тогда получим систему: 
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   (11.6) 

 

11.3 Оценка погрешности 

В целях избежания сложностей при решении систем (11.4), (11.6) необ-

ходимо брать небольшие значения n. Оценка погрешности метода конечных 

разностей для линейного дифференциального уравнения второго порядка: 

 

24
2

)(
96

)( ab
Mh

xyy ii −− , 

 

где )( ixy  – значение точного решения при )(max, )4(

],[
4 xyMxx

ba
i == . 

Мы рассмотрели двуточечную краевую задачу, но применяя многото-

чечные разностные схемы, можно увеличить точность разностного метода. 

  

11.4 Метод прогонки для решения систем обыкновенных дифферен-

циальных уравнений 

Рассмотрим систему, полученную при замене уравнения (11.3) и гранич-

ных условий (11.4) конечно-разностными отношениями:  
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       (11.7) 

 

Метод прогонки решения таких систем заключается в следующем. Запи-

шем сначала первые п-1 уравнений системы (11.7) в виде:  

 

𝑦𝑖+2 +𝑚𝑖𝑦𝑖+1 + 𝑘𝑖𝑦𝑖 = ℎ
2𝑓𝑖 , 

где 

)2,...,1,0(1,2 2 −=+−=+−= niqhhpkhpm iiiii .           (11.8) 

 

Приведем эту систему уравнений к виду:  
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)2,...,2,1,0()( 21 −=−= ++ niydcy iiii .    (11.9) 

 

Последовательно вычислим значения ii dc , . 

При 0=i : 

10010

01
0

)( 
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(11.10) 
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При 2,...,2,1 −= ni : 
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c                (11.11) 

 

Правила вычисления чисел ii dc , . 

Прямой ход. Последовательно при i=1, 2, ..., n-2 вычисляем числа ii dc , . 

Для этого вначале по формулам (11.8) найдем значения ii km , , затем  вычис-

ляем значения 00 , dc  и, наконец, используем рекуррентные формулы (11.11) 

для определения значений ii dc , . 

Обратный ход. Из уравнения (11.3) при i=n-2 и последнего уравнения 

системы (11.7) получаем: 

)( 221 nnnn ydcy −= −−− , 

 

.1
10 B

h

yy
y nn

n =
−

+ −  

 

Решив эту систему, получим значение ny : 

 

hc

Bhdc
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nn
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++
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−

−− . 

 

Для нахождения значения ny  в последнюю формулу подставляем уже 

вычисленные значения чисел 22 , −− nn dc . Последний шаг – вычисляем значения 

)1,...,1( −= niyi , последовательно применяя рекуррентные формулы (11.9):  

 

𝑦𝑛−1 = 𝑐𝑛−2(𝑑𝑛−2 − 𝑦𝑛), 
 

𝑦𝑛−2 = 𝑐𝑛−3(𝑑𝑛−3 − 𝑦𝑛−1), 
 

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 
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𝑦1 = 𝑐0(𝑑0 − 𝑦2). 
 

Название «Метод прогонки» происходит от того, что все вычисления как 

бы «прогоняются» два раза. Вычисления прямого хода заготавливают вспомо-

гательные числа 𝑐𝑖 , 𝑑𝑖 в порядке возрастания индекса i. При этом для вычисле-

ния значений 𝑐0, 𝑑0 используется краевое условие на левом конце отрезка ин-

тегрирования. Затем на первом шаге обратного хода происходит согласование 

полученных чисел 𝑐𝑛−2, 𝑑𝑛−2 с краевым условием на правом конце отрезка ин-

тегрирования, после чего последовательно получаются значения искомой 

функции iy  в порядке убывания индекса i. 

Рассмотрим еще один метод прогонки для задачи (11.3) – (11.4). Заменив 

центральными конечно-разностными отношениями уравнение (11.3) и второе 

краевое условие (11.4), получим систему:  
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        (11.12) 

 

Запишем первые n-1 уравнений системы (11.12) в виде: 
 

,
2

2 2
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Отсюда получим:  

 

)1,...,2,1()( 1 −=−= + niydcy iiii ,                   (11.13) 

 

где коэффициенты ii dc , . вычисляются по следующим формулам.  

При 1=i : 
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При ni ,...,2= : 

1111

2

1 2

2
,

1
−−−−

−

−=−
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=
−

= iiiiiii

i

i
i

iii

i dckdck
hp

hf
d

ckm
c  .      (11.15) 

 

Прямой ход. По формулам (11.12) находим ii km , . Вычисляем 11, dc , а 

затем по рекуррентным формулам (11.15) находим последовательно 

),...,2(, nidc ii = .  

Обратный ход. Запишем уравнение (11.13) при i=n, i=n-1 и последнее 

уравнение системы (11.12):  

)( 1+−= nnnn ydcy , 

 
)( 111 nnnn ydcy −= −−−  

 

.
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h

yy
y nn

n =
−

+ −+  

 

Решив эту систему относительно ny , получим: 
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Используя уже известные числа nn dc , , 11, −− nn dc  находим ny . Значения 

)1,...,1( −= niyi  получаем из рекуррентных формул (11.13). Для вычисления 

0y  используем предпоследнее уравнение (11.12):  

h

Ahy
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01

11
0





−

−
= . 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

 1. Как ставится краевая задача для дифференциального уравнения вто-

рого порядка? 

 2. Какая краевая задача называется линейной краевой задачей? 

 3. Если дифференциальное уравнение и заданные краевые условия ли-

нейны, то в каком случае эти краевые условия называются однородными? 

4. Как можно увеличить точность разностного метода в методе конечных 

разностей для линейных дифференциальных уравнений второго порядка? 

5. В чем суть метода прогонки? 

6. В чем разница между прямым ходом и обратным ходом в разностных 

методах? 
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Лекция 12. Метод конечных разностей для нелинейных дифферен-

циальных уравнений второго порядка. Метод Галеркина 

 

Цель лекции – ознакомить с методом конечных разностей для нелиней-

ных дифференциальных уравнений второго порядка, метод Галеркина, приве-

сти примеры. 

 

12.1 Метод конечных разностей для нелинейных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка 

 Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение: 

 

),,( yyxfy =                                                    (12.1) 

 

с линейными краевыми условиями: 

 

.)()(

,)()(
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Bbyby

Aayay
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                                          (12.2) 

  

 Точками 𝑥0 = 𝑎, 𝑥𝑘 = 𝑥0 + 𝑘ℎ, где 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛 − 1 и 
n

ab
h

−
= , разо-

бьём отрезок [a,b] на систему равноотстоящих узлов. Заменим уравнение 

(12.1) и краевые условия (12.2) конечными разностями, получим систему:  
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         (12.3) 

 

Полученная система (12.3) – нелинейная система п+1 уравнений с п+1 

неизвестными 𝑦𝑘 , где 𝑘 = 0,1, . . . , 𝑛. Введем обозначения: 
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                                  (12.4) 

Решение нелинейной системы (12.3) находим методом итераций:  
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В системе (12.5) индекс r означает номер шага итерации, для всех значе-

ний r необходимо решить систему линейных алгебраических уравнений. Ис-

пользуя специальный вид этой системы, можно найти ее решение в явном 

виде:  

𝑦𝑘
(𝑟+1)

=
ℎ

𝛥
[𝐴𝛽0(𝑏 − 𝑎) + 𝐴𝛽1 + 𝛼1𝐵] +

𝑘

𝛥
(𝛼0𝐵 − 𝐴𝛽0) + ℎ

2∑𝑔𝑖𝑘𝑓𝑖
(𝑟)
,

𝑛−1

𝑖=1

 

 

где числа 1010 ,,,,,,, BAba  известны, а значения   и ikg  вычис-

ляются по формулам:  
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 Следовательно, отыскание решения системы (12.3) можно рассматри-

вать как итерационную схему.  

 

12.2 Метод Галеркина, пример 

Метод Галеркина – аналитический метод, используя который, находим 

приближенное решение линейной краевой задачи в виде аналитического вы-

ражения. 

Пусть дана линейная краевая задача: 

 

),()()( xfyxqyxpy =++                                  (12.5) 

 

𝛼0𝑦(𝑎) + 𝛼1𝑦
′(𝑎) = 𝐴, 

                                         (12.6) 

𝛽0𝑦(𝑏) + 𝛽1𝑦
′(𝑏) = 𝐵. 
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Введем обозначения: 

 

,)()(][ yxqyxpyyL ++=         Г𝑎[𝑦] = 𝛼0𝑦(𝑎) + 𝛼1𝑦
′(𝑎), 

 

Г𝑏[𝑦] = 𝛽0𝑦(𝑏) + 𝛽1𝑦
′(𝑏). 

 

Зададим на [а, b] систему базисных функций: 

  

...),(,...),(),( 10 xuxuxu n                                (12.7) 

 

удовлетворяющую условиям: 

 1) система (12.7) является ортогональной, то есть выполняются усло-

вия: 
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                                 (12.8) 

  

2) Система (12.7) является полной, то есть не существует никакой другой 

отличной от нуля функции, ортогональной ко всем функциям 

...),2,1,0()( =ixui . 

3) Конечная система базисных функций   ),...,2,1,0()( nixui =  выбира-

ется так, чтобы функция 𝑢0(𝑥) удовлетворяла неоднородным краевым усло-

виям:  

BuAu == ][Г,][Г 0b0a ,                              (12.9) 

 

а функции ),...,2,1()( nixui =  удовлетворяли бы однородным краевым усло-

виям: 

),,2,1(0][][Г ba niuГu ii === .                        (12.10) 

 

Приближенное решение линейной краевой задачи (12.5), (12.6) ищем в 

виде:  

𝑦(𝑥) = 𝑢0(𝑥) +∑𝑐𝑖𝑢𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

. 

 

Из условий (12.9), (12.10) следует, что эта функция удовлетворяет крае-

вым условиям (12.6). Рассмотрим выражение, называемое невязкой: 

)(][][),...,,,(
1

021 xfuLcuLcccxR
n

i

iin −+= 
=

. 
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Выберем коэффициенты 𝑐𝑖 таким образом, чтобы значение интеграла от 

квадрата невязки:  

∫ 𝑅2(𝑥, 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

было наименьшим. Известно, что это справедливо, если невязка 

),...,,,( 21 ncccxR  ортогональна ко всем базисным функциям iu . Запишем усло-

вие ортогональности:  

 

∫ 𝑢𝑘(𝑥)𝑅(𝑥, 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 0,   (𝑘 = 1,2, . . . , 𝑛) 

или  

∑𝑐𝑖
𝑖=1

∫ 𝑢𝑘(𝑥)𝐿[𝑢𝑖]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑢𝑘(𝑥){𝑓(𝑥) − 𝐿[𝑢0]}𝑑𝑥
𝑏

𝑎

. 

 

Мы получили систему линейных алгебраических уравнений относи-

тельно коэффициентов ic .  

 Пример. Методом Галеркина решить краевую задачу: 

 

𝑦″ + 𝑦 = −𝑥,      0 ≤ 𝑥 ≤ 1,      𝑦(0) = 0, 𝑦(1) = 0. 
  

 Решение. Пусть 𝑚 = 1. Решение будем искать в виде: 

 

�̂�1(𝑥) = 𝑎1𝑥(1 − 𝑥). 
 

 Тогда получим: 𝑎1(𝐿𝜑1, 𝜑1) = (−𝑥, 𝜑1) или 𝑎1(𝜑1
″ + 𝜑1) = (−𝑥, 𝜑1). Так 

как  

𝜑1(𝑥) = 𝑥(1 − 𝑥), 𝐿𝜑1(𝑥) = 𝜑1
″(𝑥) + 𝜑1(𝑥) = −2 + 𝑥(1 − 𝑥), 

 

то получим: 

 

𝑎1∫ (−2 + 𝑥(1 − 𝑥)) ⋅ 𝑥(1 − 𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑥2(1 − 𝑥
1

0

𝑑𝑥
1

0

. 

 

 Вычислив интеграл, получим уравнение −
3

10
𝑎−1 = −

1

12
, отсюда имеем 

𝑎1 =
5

18
. Следовательно, приближенное решение краевой задачи: 

 

�̂�1(𝑥) =
5

18
𝑥(1 − 𝑥). 
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 Теперь возьмем 𝑚 = 2. Приближенное решение краевой задачи будем 

искать в виде:  

 

�̂�2(𝑥) = 𝑎1 ⋅ 𝑥(1 − 𝑥) + 𝑎2 ⋅ 𝑥
2(1 − 𝑥), 

 

тогда получим систему: 

 

𝑎1(𝐿𝜑1, 𝜑2) + 𝑎2(𝐿𝜑2, 𝜑1) = (𝑓, 𝜑1), 
 

𝑎1(𝐿𝜑1, 𝜑2) + 𝑎2(𝐿𝜑2, 𝜑1) = (𝑓, 𝜑2). 
Так как условия: 

 

𝜑1(𝑥) = 𝑥(1 − 𝑥),      𝜑2(𝑥) = 𝑥
2(1 − 𝑥), 

 

𝐿𝜑1(𝑥) = 𝜑2
″(𝑥) + 𝜑1(𝑥) = −2 + 𝑥(1 − 𝑥), 

 

𝐿𝜑2(𝑥) = 𝜑2
″(𝑥) + 𝜑2(𝑥) = −2 − 6𝑥 + 𝑥

2 − 𝑥3, 
 

выполняются, то получим: 

 

𝑎1∫ [−2 + 𝑥(1 − 𝑥)] ⋅ 𝑥(1 − 𝑥)
1

0

𝑑𝑥 + 

 

+𝑎2∫ [2 − 6𝑥 + 𝑥2(1 − 𝑥)]
1

0

⋅ 𝑥(1 − 𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑥2(1 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

, 

 

𝑎1∫ [−2 + 𝑥(1 − 𝑥)] ⋅ 𝑥2(1 − 𝑥)
1

0

𝑑𝑥 + 

 

+𝑎2∫ [2 − 6𝑥 + 𝑥2(1 − 𝑥)]
1

0

⋅ 𝑥2(1 − 𝑥)𝑑𝑥 = −∫ 𝑥3(1 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

. 

 

Вычислив, полученный интеграл, получим следующую систему: 

 

{
 
 

 
 3

10
𝑎1 +

3

20
𝑎2 =

1

12
 

3

20
𝑎1 +

13

105
𝑎2 =

1

20

. 

 

Откуда 𝑎1 =
71

369
, 𝑎2 =

7

41
. Следовательно приближенное решение краевой 

задачи имеет вид: 
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�̂�2(𝑥) = 𝑥(1 − 𝑥) ⋅ (
71

369
+
7

41
𝑥). 

 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

 1. Формулы разбиения отрезка [a,b] на систему равноотстоящих узлов. 

 2. Как называется схема отыскания решения нелинейного дифференци-

ального уравнения с линейными краевыми условиями? 

3. Как называется аналитический метод, используя который находим 

приближенное решение линейной краевой задачи в виде аналитического вы-

ражения? 

4. Какая система называется полной? 

5. Какая система называется ортогональной? 

6. Какую систему уравнений мы получаем, решая методом Галеркина 

задачу Коши? 

 

Лекция-13. Преобразование Лапласа и его свойства 

 

Цель лекции – ввести основные понятия операционного исчисления, при-

вести примеры, рассмотреть свойства оригиналов и изображений, привести 

таблицу основных оригиналов и их изображений. 

 

13.1 Основные понятия операционного исчисления, примеры 

Операционное исчисление – один из методов математического анализа, 

позволяющий сводить решение дифференциальных уравнений и их систем к 

решению более простых алгебраических уравнений и систем алгебраических 

уравнений.  

Введем основные понятия операционного исчисления – понятия ориги-

нала и изображения. 

Пусть 𝑓(𝑥) – действительная функция действительного переменного t 

(под t будем понимать время или координату). 

Определение. Функция 𝑓(𝑡) называется оригиналом, если она удовлетво-

ряет следующим условиям: 

1. Справедливо 𝑓(𝑡)  = 0,  𝑡 < 0. 
2. 𝑓(𝑡) – кусочно-непрерывная при 𝑡 ≥ 0, то есть непрерывна или имеет 

конечное число точек разрыва первого рода на каждом конечном промежутке 

оси 𝑡. 
3. Существуют числа 𝑀 > 0 и 𝑆0 ≥ 0 такие, что для всех 𝑡 выполняется 

неравенство: 

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑒𝑆0𝑡 .                                                (13.1) 

Число 𝑆0 – показатель роста функции 𝑓(𝑡). 
Определение. Изображением функции 𝑓(𝑡) или ее преобразованием 

Лапласа называется функция:  
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𝐹(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
                                              (13.2) 

 

комплексного переменного р, где 𝑝 = 𝛼 + 𝑖𝛽, 𝑅𝑒 𝑝 = 𝑠 > 𝑆0. 

Обозначения: 

𝐹(𝑝) ÷ 𝑓(𝑡) – переход от изображения к оригиналу,  

𝑓(𝑡) ÷ 𝐹(𝑝) – переход от оригинала к изображению. 

Правило, по которому по заданному оригиналу 𝑓(𝑡) получают изобра-

жение 𝐹(𝑝), называют преобразованием Лапласа функции 𝑓(𝑡). 
Теорема (существования изображения для любого оригинала). Пусть 

𝑥 = 𝑓(𝑡) – оригинал, удовлетворяющий неравенству (13.1), тогда его изобра-

жение 𝐹(𝑝) есть аналитическая функция в полуплоскости 𝑅𝑒 𝑝 > 𝑆0. 

Пример 1. Используя определение, найти изображение функции 𝑥 = 1. 

Решение. Задан оригинал функции 𝑥 = 𝑓(𝑡) = 1, тогда по формуле 

(13.2) получим: 

 

1 ÷ ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 = |

 
при Re𝜌 > 0

 
|

∞

0

=
−𝑒−𝑝𝑡

𝑝
|
0

+∞

= 

 

= −𝑙𝑖𝑚
𝑡→+∞

𝑒−𝑝𝑡

𝑝
+
1

𝑝
=
1

𝑝
. 

 

Пример 2. Чему равно изображение функции 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠 𝑡 (при решении 

использовать определение изображения функции)?  

Решение. Используем определение изображения заданной функции. За-

писываем изображение заданной функции по формуле (13.2) и вычисляем по-

лученный интеграл: 

 

𝐹(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑑𝑡 =
∞

−0
  

 

= ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝑑 𝑠𝑖𝑛 𝑡 = |
𝑒−𝑝𝑡 = 𝑢

𝑑𝑢 = −𝑝𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡
𝑠𝑖𝑛 𝑡 = 𝑣

| =
∞

−0

 

 

= 𝑒−𝑝𝑡𝑠𝑖𝑛 𝑡|0
∞ + 𝑝∫ 𝑒−𝑝𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑑𝑡 = |

 
при Re𝜌 > 0

 
| =

∞

0

 

 

−𝜌∫ 𝑒-pt𝑑 𝑐𝑜𝑠 𝑡 =
∞

0

= |
𝑒−𝑝𝑡 = 𝑢

𝑑𝑢 = −𝑝𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠 𝑡 = 𝑣

| = 

= −𝑝𝑒−𝑝𝑡𝑐𝑜𝑠 𝑡|0
∞ − 𝑝2 ∫ 𝑒−𝑝𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑑𝑡 =

∞

0
+ 𝑝 − 𝑝2𝐹(𝑝). 

 

Решим уравнение относительно 𝐹(𝑝): 
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𝐹(𝑝) = 𝑝 − 𝑝2𝐹(𝑝), 
 

отсюда изображение заданной функции, где функция 𝐹(𝑝) аналитична при 

𝑅𝑒 𝜌 > 0, имеет вид:  

𝐹(𝑝) =
𝑝

𝑝2 + 1
. 

 

Теорема единственности. Пусть два непрерывных оригинала 𝑥 = 𝑓(𝑡) 
и 𝑥 = 𝑔(𝑡) имеют одинаковые изображения 𝐹(𝑝), тогда 𝑓(𝑡) ≡ 𝑔(𝑡). 

 

13.2 Свойства оригиналов и изображений 

1. Пусть 𝑓(𝑡) – оригинал, 𝑓(𝑡) ÷ 𝐹(𝑝) и 𝛽 > 0, тогда:  

 

𝑓(𝛽𝑡) ÷
1

𝛽
𝐹 (

𝑝

𝛽
).  

 

2. Свойство линейности. Пусть 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡) – оригиналы, 𝐴 и 𝐵 – некото-

рые постоянные, 𝑓(𝑡) ÷ 𝐹(𝑝), 𝑔(𝑡) ÷ 𝐺(𝑝), тогда: 

 

𝐴𝑓(𝑡) + 𝐵𝑔(𝑡) ÷ 𝐴𝐹(𝑝) + 𝐵𝐺(𝑝). 
 

3. Свойство смещения изображения. Пусть 𝑓(𝑡) – оригинал, 𝛼 – число, 

𝑓(𝑡) ÷ 𝐹(𝑝), тогда: 

𝑓(𝑡)𝑒−𝛼𝑡 ÷ 𝐹(𝑝 + 𝛼). 
 

4. Свойство дифференцирования изображения. Пусть 𝑓(𝑡) – оригинал и 

𝐹(𝑝) – его изображение, тогда:  

 

𝑡𝑓(𝑡) ÷ −𝐹′(𝑝). 
 

Следствие. При выполнении условий теоремы 𝑛-ой производной изоб-

ражения 𝐹(𝑛)(𝑡) соответствует оригинал (−1)𝑛𝑡𝑛𝑓(𝑡): 
 

𝐹(𝑛)(𝑡) ÷ (−1)𝑛𝑡𝑛𝑓(𝑡). 
 

Определение. Сверткой оригиналов 𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡) называется функция: 

 

(𝑓1 ∗ 𝑓2)(𝑡) = ∫ 𝑓1(𝜏)𝑓2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

. 

 

Произведя замену 𝑡 − 𝜏 = 𝑢, получим формулу для свертки: 

  

(𝑓1 ∗ 𝑓2)(𝑡) = ∫ 𝑓1(𝑡 − 𝜏)𝑓2(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

. 
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Теорема. Пусть 𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡) – оригиналы, а 𝐹1(𝑝) и 𝐹2(𝑝) – их изобра-

жения, тогда свертка (𝑓1 ∗ 𝑓2)(𝑡) является оригиналом, и ее изображение 

равно: 

 

(𝑓1 ∗ 𝑓2)(𝑡) ÷ 𝐹1(𝑝) ⋅ 𝐹2(𝑝). 
 

5. Формула Дюамеля справедлива для дифференцируемых оригиналов 

𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡):  

𝑝𝐹1(𝑝)𝐹2(𝑝) ÷ 𝑓1(𝑡)𝑓2(0) + ∫ 𝑓1(𝜏)𝑓′2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 =
𝑡

0

 

 

= 𝑓1(0)𝑓2(𝑡) + ∫ 𝑓2(𝜏)𝑓1
′(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

. 

 

6. Свойство дифференцирования оригинала. Пусть 𝑓(𝑡) – дифференци-

руемый оригинал, 𝐹(𝑝) его изображение, 𝑓′(𝑡) – оригинал, тогда:  

 

𝑓′(𝑡) ÷ 𝑝𝐹(𝑝) − 𝑓(0). 
 

Следствие. Пусть функция 𝑓(𝑡) ÷ 𝐹(𝑝) и ее производные 

𝑓′(𝑡), 𝑓″(𝑡), . . . , 𝑓(𝑛)(𝑡) являются оригиналами, тогда: 

 

𝑓(𝑛)(𝑡) ÷ 𝑝𝑛𝐹(𝑝) − 𝑝𝑛−1𝑓(0) − 𝑝𝑛−2𝑓′(0)−. . . −𝑓(𝑛−1)(0). 
 

Теорема. Пусть изображение 𝐹(𝑝) есть правильная рациональная дробь 

с полюсами 𝑝1, 𝑝2, . . . 𝑝𝑚 , тогда соответствующий ему оригинал имеет вид: 

 

𝑓(𝑡) = ∑𝑅𝑒 𝑠𝑝𝑘 𝐹(𝑝)𝑒
𝑝𝑡

𝑚

𝑘=1

. 

 

13.3 Таблица основных оригиналов и их изображений 

 

1) 1 ÷
1

𝑝
 7) 𝑠ℎ𝛼𝑡 ÷

𝛼

𝑝2−𝛼2
 

 

2) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑡 ÷
𝛽

𝑝2+𝛽2
 8) сℎ𝛼𝑡 ÷

𝑝

𝑝2−𝛼2
 

  

3) 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑡 ÷
𝑝

𝑝2+𝛽2
 9) 𝑡𝑛 ÷

𝑛!

𝑝𝑛+1
,  𝑛 ∈ 𝛮 

 

4) 𝑒𝛼𝑡 ÷
1

𝑝−𝛼
 10) 𝑡𝑒−𝛼𝑡 ÷

1

(𝑝+𝛼)2
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5) 𝑒𝛼𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡 ÷
𝑝−𝛼

(𝑝−𝛼)2+𝛽2
 11) 𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑡 ÷

2𝑝𝛽

(𝑝2+𝛽2)2
 

 

6) 𝑒𝛼𝑡 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑡 ÷
𝛽

(𝑝−𝛼)2+𝛽2
 12) 𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑡 ÷

𝑝2−𝛽2

(𝑝2+𝛽2)2
 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

 1. Каким условиям должен удовлетворять оригинал функции? 

2. Как называется число 𝑆0 в формуле |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑒𝑆0𝑡? 

3. Дайте определение изображения функции. 

4. Как обозначается переход от изображения к оригиналу и обратно? 

5. Какое правило называют преобразованием Лапласа функции 𝑓(𝑡)? 

6. По теореме единственности какое тождество должно выполниться, 

если два непрерывных оригинала имеют одинаковые изображения? 

7. Какая функция называется сверткой оригиналов 𝑓1(𝑡) и 𝑓2(𝑡)? 

8. Для каких функций справедлива теорема Дюамеля? 

 

 Лекция 14. Решение линейных дифференциальных уравнений мето-

дом операционного исчисления 

 

 Цель лекции – ознакомить с постановкой задачи решения линейных диф-

ференциальных уравнений методом операционного исчисления, привести 

пример решения дифференциального уравнения методом операционного ис-

числения. 

 

 14.1 Постановка задачи решения линейных дифференциальных 

уравнений методом операционного исчисления 

Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного линейного дифференци-

ального уравнения с постоянными коэффициентами: 

 

𝑥(𝑛) + 𝑎1𝑥
(𝑛−1) + 𝑎2𝑥

(𝑛−2)+. . . +𝑎𝑛−1𝑥′ + 𝑎𝑛𝑥 = 𝑓(𝑥),          (14.1) 

с начальными условиями: 

 

𝑥(0) = 𝑥0,   𝑥′(0) = 𝑥1,   𝑥"(0) = 𝑥2,   …,   𝑥(𝑛−1)(0) = 𝑥𝑛−1. 
 

Начальные условия заданы в точке 𝑡0 = 0. Если начальные условия за-

даются в другой точке 𝑡0 ≠ 0, то необходимо сделать сдвиг в точку 𝑢0 = 0 за-

меной аргумента на 𝑢 = 𝑡 − 𝑡0. 

Пусть функция x(t), её производные до n-го порядка и правая часть урав-

нения f(t) являются функциями-оригиналами. На основании теоремы о диффе-

ренцировании оригинала имеем: 

 

𝑥(𝑡) ÷ 𝑋(𝑝),           𝑓(𝑡) ÷ 𝐹(𝑝), 
тогда  
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𝑥′(𝑡) ÷ 𝑝𝑋(𝑝) − 𝑥(0) = 𝑝𝑋(𝑝) − 𝑥0, 
 

𝑥"(𝑡) ÷ 𝑝2𝑋(𝑝) − 𝑝𝑥0 − 𝑥1, 
 

…   …   …   …   …   …   … 

 

𝑥(𝑛)(𝑡) ÷ 𝑝𝑛𝑋(𝑝) − 𝑝𝑛−1𝑥0 − 𝑝
𝑛−2𝑥1−. . . −𝑝𝑥𝑛−2 − 𝑥𝑛−1. 

 

Изображение линейного дифференциального уравнения с постоянными 

коэффициентами (14.1) запишется в виде: 

 

𝑝𝑛𝑋(𝑝) − 𝑝𝑛−1𝑥0 − 𝑝
𝑛−2𝑥1−. . . −𝑝𝑥𝑛−2 − 𝑥𝑛−1 + 

 

+𝑎1[𝑝
𝑛−1𝑋(𝑝) − 𝑝𝑛−2𝑥0 − 𝑝

𝑛−3𝑥1−. . . −𝑥𝑛−2]+. . . + 

 

+𝑎𝑛−1[𝑝𝑋(𝑝) − 𝑥0] + 𝑎𝑛𝑋(𝑝) = 𝐹(𝑝). 
 

Мы получили линейное алгебраическое уравнение. Найдем изображе-

ние заданного уравнения, решив это уравнение относительно X(p). Оригинал 

этого изображения и будет решением задачи Коши для линейного дифферен-

циального уравнения с постоянными коэффициентами. 

 

14.2 Пример решения дифференциального уравнения методом опе-

рационного исчисления 

С помощью операционного исчисления найти частное решение диффе-

ренциального уравнения при заданных начальных условиях: 

 

𝑥" − 3𝑥′ − 4𝑥 = 4𝑡 − 5,   𝑥(0) = −1, 𝑥′(0) = 2. 
  

Решение. По условию задачи функция x(t), её производные до второго 

порядка и правая часть уравнения 𝑓(𝑡) = 4𝑡 − 5 являются функциями-ориги-

налами. На основании теоремы о дифференцировании оригинала имеем: 

 

𝑥(𝑡) ÷ 𝑋(𝑝),           𝑓(𝑡) ÷ 𝐹(𝑝), 
 

𝑥′(𝑡) ÷ 𝑝𝑋(𝑝) − 𝑥(0) = 𝑝𝑋(𝑝) − 𝑥0, 
 

𝑥"(𝑡) ÷ 𝑝2𝑋(𝑝) − 𝑝𝑥0 − 𝑥1. 
 

Тогда, учитывая заданное начальное условие 𝑥(0) = −1, первая производная 

будет иметь вид: 

𝑥′(𝑡) ÷ 𝑝𝑋(𝑝) + 1. 
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 Аналогично, учитывая начальные условия 𝑥(0) = −1 и  𝑥′(0) = 2, запи-

шем вторую производную:  

 

𝑥"(𝑡) ÷ 𝑝2𝑋(𝑝) − 𝑝 ∙ (−1) − 2 = 𝑝2𝑋(𝑝) + 𝑝 − 2. 
 

Найдем изображение для правой части заданного уравнения: 

 

𝑓(𝑡) = 4𝑡 − 5 ÷
4

𝑝2
−
5

𝑝
. 

 

Таким образом, для всех оригиналов заданного дифференциального 

уравнения найдены соответствующие изображения. Подставим найденные 

изображения в исходное уравнение 𝑥" − 3𝑥′ − 4𝑥 = 4𝑡 − 5 и получим опера-

торное уравнение вида: 

 

𝑝2𝑋(𝑝) + 𝑝 − 2 − 3 ∙ [𝑝𝑋(𝑝) + 1] − 4𝑋(𝑝) =
4

𝑝2
−
5

𝑝
. 

 

 Приведем подобные и окончательно получим операторное уравнение 

вида: 

𝑝2𝑋(𝑝) − 3𝑝𝑋(𝑝) − 4𝑋(𝑝) + 𝑝 − 5 =
4

𝑝2
−
5

𝑝
. 

 

Слева оставляем слагаемые, содержащие Х(р), остальные слагаемые пе-

реносим вправо со сменой знака: 

 

𝑝2𝑋(𝑝) − 3𝑝𝑋(𝑝) − 4𝑋(𝑝) = −𝑝 + 5 +
4

𝑝2
−
5

𝑝
. 

 

В левой части выносим за скобки операторное решение Х(р), в правой 

части приводим выражение к общему знаменателю: 

 

(𝑝2 − 3𝑝 − 4)𝑋(𝑝) =
−𝑝3 + 5𝑝2 − 5𝑝 + 4

𝑝2
. 

 

Решим квадратное уравнение 𝑝2 − 3𝑝 − 4 = 0, найдем его корни и раз-

ложим многочлен слева на множители (𝑝 + 1)(𝑝 − 4). Таким образом: 

 

(𝑝 + 1)(𝑝 − 4)𝑋(𝑝) =
−𝑝3 + 5𝑝2 − 5𝑝 + 4

𝑝2
. 

Отсюда: 

𝑋(𝑝) =
−𝑝3 + 5𝑝2 − 5𝑝 + 4

𝑝2(𝑝 + 1)(𝑝 − 4)
. 
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Теперь, используя метод неопределенных коэффициентов, операторное 

решение уравнения надо разложить в сумму элементарных дробей: 

 

𝐴

𝑝
+
𝐵

𝑝2
+

𝐶

𝑝 + 1
+

𝐷

𝑝 − 4
=
−𝑝3 + 5𝑝2 − 5𝑝 + 4

𝑝2(𝑝 + 1)(𝑝 − 4)
 

 

 Затем приведем к общему знаменателю и приравняем числители: 

 

𝐴𝑝(𝑝 + 1)(𝑝 − 4) + 𝐵(𝑝 + 1)(𝑝 − 4) + 𝐶𝑝2(𝑝 − 4) + 𝐷𝑝2(𝑝 + 1) = 

 

= −𝑝3 + 5𝑝2 − 5𝑝 + 4. 

 

Отсюда: 

 

𝐴(𝑝3 − 3𝑝2 − 4𝑝) + 𝐵(𝑝2 − 3𝑝 − 4) + 𝐶(𝑝3 − 4𝑝2) + 𝐷(𝑝3 + 𝑝2) = 

 

= −𝑝3 + 5𝑝2 − 5𝑝 + 4. 

 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях и решим систему 

уравнений относительно неизвестных коэффициентов A, B, C, D: 

 

{
 
 

 
 𝐴 + 𝐶 + 𝐷 = −1 
−3𝐴 + 𝐵 − 4𝐶 + 𝐷 = 5 

−4𝐴 − 3𝐵 = −5 
−4𝐵 = 4

 

 

Таким образом, 𝐴 = 2, 𝐵 = −1, 𝐶 = −3,𝐷 = 0 и операторное решение 

имеет вид: 

 

𝑋(𝑝) = 2 ∙
1

𝑝
−

1

𝑝2
− 3 ∙

1

𝑝+1
. 

 

Теперь перейдем от изображений к соответствующим оригиналам и по-

лучим искомое частное решение дифференциального уравнения: 

 

𝑥(𝑡) = 2 ∙ 1 − 𝑡 − 3 ∙ 𝑒−𝑡 . 
 

Ответ. Частное решение 𝑥(𝑡) = 2 − 𝑡 − 3𝑒−𝑡 . 
 

Вопросы для самоконтроля 

 1. Какое свойство оригинала функции применяется при решении линей-

ного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами? 

 2. Какого типа система уравнений получается в результате сделанных 

преобразований Лапласа? 

http://mathprofi.ru/integraly_ot_drobno_racionalnoj_funkcii.html
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3. Как называется решение дифференциального уравнения с соответ-

ствующими начальными условиями, полученное с помощью операционного 

исчисления? 

4. Что дает переход от изображений к соответствующим оригиналам на 

заключительном этапе решения задачи? 

 

Лекция 15. Решение систем линейных дифференциальных уравне-

ний операторным методом 

 

Цель лекции – рассмотреть решение систем линейных дифференциаль-

ных уравнений операторным методом, привести пример решения системы 

дифференциального уравнения методом операционного исчисления. 

 

15.1 Решение систем линейных дифференциальных уравнений опе-

раторным методом 

Систему линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-

фициентами можно решить операционным методом по той же схеме, что и ре-

шение одного дифференциального уравнения. Здесь мы вместо одного опера-

торного уравнения получим линейную систему алгебраических уравнений. 

Постановка задачи. Найти частное решение однородной системы диф-

ференциальных уравнений первого порядка с постоянными коэффициентами: 

 

{
𝑥′(𝑡) = 𝑘 ∙ 𝑥(𝑡) + ℓ ∙ 𝑦(𝑡)

 
𝑦′(𝑡) = 𝑚 ∙ 𝑥(𝑡) + 𝑛 ∙ 𝑦(𝑡)

, 

 

соответствующее начальным условиям 𝑥(0) = 𝛼, 𝑦(0) = 𝛽, где 𝑘, ℓ,𝑚, 𝑛 – не-

которые постоянные. 

По условию задачи, ясно, что искать надо только частное решение, а 

также в начальных условиях заданы значения 𝑥(0) и  𝑦(0).  
Процесс нахождения решения заданной однородной системы дифферен-

циальных уравнений похож на ход решения дифференциального уравнения. 

Функции x(t), y(t) и их производные первого порядка являются функциями-

оригиналами. Как и при решении дифференциального уравнения, использу-

ется теорема о дифференцировании оригинала. Записывается система опера-

торных уравнений, которая решается одним из методов алгебры, например, 

методом Крамера. 

Замечание. Задача Коши для систем уравнений, порядок которых выше 

первого, решается аналогично. Отметим, что такую систему всегда можно за-

менить эквивалентной ей системой уравнений первого порядка, сделав замену 

на новую систему искомых функций. 
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15.2 Пример решения системы дифференциального уравнения мето-

дом операционного исчисления  

Решить операторным методом систему линейных дифференциальных 

уравнений: 

 

{
𝑥′ + 2𝑦′ − 𝑦 = 3,  

−𝑥′ + 4𝑥 + 𝑦 = 5  
 

 

при заданных начальных условиях 𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = 0. 
Решение. Для первого и второго уравнений системы запишем изображе-

ния по Лапласу: 

  

𝑥(𝑡) ÷ 𝑋(𝑝),            𝑥′(𝑡) ÷ 𝑝𝑋(𝑝) − 𝑥(0) = 𝑝𝑋(𝑝) − 1,       3 ÷
3

𝑝
, 

 

𝑦(𝑡) ÷ 𝑌(𝑝),         𝑦′(𝑡) ÷ 𝑝𝑌(𝑝) − 𝑦(0) = 𝑝𝑌(𝑝),     5 ÷
5

𝑝
. 

 

Заменим заданную систему системой линейных операторных уравне-

ний:  

 

{
 

 𝑝𝑋(𝑝) − 1 + 2𝑝𝑌(𝑝) − 𝑌(𝑝) =
3

𝑝
,  

−(𝑝𝑋(𝑝) − 1) + 4𝑋(𝑝) + 𝑌(𝑝) =
5

𝑝
.  

 

 

Найдем изображения 𝑋(𝑝) и 𝑌(𝑝): 
 

{
 
 

 
 𝑋(𝑝) =

𝑝2 − 5𝑝 + 4

𝑝(𝑝2 − 4𝑝 + 2)
,

𝑌(𝑝) =
2(𝑝 − 3)

𝑝(𝑝2 − 4𝑝 + 2)
.

 

 

В правой части последней системы дробно рациональные функции, раз-

ложив их на простейшие дроби, получим: 

 

{
 

 𝑋(𝑝) =
2

𝑝
+

−𝑝 + 3

𝑝2 − 4𝑝 + 2
,

𝑌(𝑝) =
−3

𝑝
+

3𝑝 − 10

𝑝2 − 4𝑝 + 2
,

 

или    
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{
 
 

 
 𝑋(𝑝) = 2 ⋅

1

𝑝
−

𝑝 − 2

(𝑝 − 2)2 − 2
+
1

√2
⋅

√2

(𝑝 − 2)2 − 2
,

𝑌(𝑝) = −
3

𝑝
+ 3 ⋅

𝑝 − 2

(𝑝 − 2)2 − 2
−
2√2

1
⋅

√2

(𝑝 − 2)2 − 2
.

 

 

Используя таблицу преобразований Лапласа, получим решение задан-

ной системы дифференциальных уравнений: 

 

{
𝑥(𝑡) = 2 + 𝑒2𝑡𝑐ℎ√2𝑡 −

1

√2
𝑠𝑖𝑛 √2 𝑡,

𝑦(𝑡) = −3 + 3𝑒2𝑡𝑐ℎ√2𝑡 + −2√2𝑠𝑖𝑛 √2 𝑡.

 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

 1. Какую схему решения операционным методом системы линейных 

дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами можно ис-

пользовать? 

 2. В чем отличие в ходе решения операционным методом системы ли-

нейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами и ре-

шения одного дифференциального уравнения? 

3. Как ставится задача нахождения частного решения однородной си-

стемы дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными коэф-

фициентами? 

 4. Какое свойство оригинала функции используется при решении си-

стемы дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными коэф-

фициентами? 

 5. Можно ли решить операторным методом систему уравнений, порядок 

которых выше первого? 
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