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Введение 

 

Методические указания представляют собой программу и задания по 

выполнению расчетно-графических работ: «Дифференциальное исчисление 

функции многих переменных. Кратные интегралы», «Обыкновенные 

дифференциальные уравнения» и «Ряды. Элементы теории вероятностей и 

математической статистики». Эти разделы Математики II играют важную роль 

при изучении физики и механики, а также при решении разнообразных 

инженерных задач и находят широкое применение в различных исследованиях и 

вычислениях, как в самой математике, так и во многих ее приложениях. 

Ответы на теоретические вопросы и выполнение того или иного варианта 

расчетных заданий призваны помочь студенту приобрести фундаментальные 

знания, а также привить ему навыки для решения задач в научно-

исследовательской работе по математике и в решении прикладных задач. 

Задания состоят из 30 вариантов. Номер варианта каждого студента 

определяется по его порядковому номеру в списке группы. Из таблицы задания 

выбирается задача по второй цифре порядкового номера. Расчетно-графическая 

работа должна выполняться в ученической тетради, и в конце работы 

необходимо указать литературу.   

 

1 Расчетно-графическая работа №1. «Дифференциальное исчисление 

функции многих переменных. Кратные интегралы» 

 

Цель: научиться находить производные функции многих переменных и 

выичислять кратные интегралы. 

 

1.1 Теоретические вопросы 

 

1. Функции нескольких переменных, основные понятия. 

2. Непрерывность функции двух переменных. 

3. Дифференцирование функции двух переменных. 

4. Частные производные высших порядков. 

5. Дифференциал функции двух переменных. 

6. Производная по направлению, градиент. 

7. Дифференциорование неявной функции. 

8. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

9. Экстремум функции двух переменных. 

10. Двойные интегралы, основные понятия. 

11. Вычисление двойного и нтеграла. 

12. Тройные интегралы, основные понятия. 

13. Вычисление тройного интеграла. 

14. Приложения двойных и тройных интегралов. 
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1.2 Расчетные задания 

 

1 задание. Дана функция  yxfz , . Найти:  

а) z - полное приращение функции;  

б) 
y

z

x

z








,    - частные производные;  

в)  dz - дифференциал функции;  

г) 
yx

z

y

z

x

z











 2

2

2

2

2

,,  - частные производные второго порядка; 

д) zd 2 - дифференциал второго порядка функции. 

Таблица 1 

№ 

п/п 
 yxfz ,  

№ 

п/п 
 yxfz ,  

1.1 1362 22  yxyxz  1.2  xyarctgz   

1.3 333  yxyxz  1.4 6 yxz  

1.5 xez yx 
33

 1.6 332 yxeyz   

1.7   13
322  yxz  1.8   12sin  xxyz  

1.9 

y

x
z ln  

1.10 

1


y

x
z  

1.11 

1


x

y
z  

1.12   12sin  xxyz  

1.13   3cos  yxyz  1.14   xyxz 
5

32  

1.15 12 2233  yxyxz  1.16  22ln yxz   

1.17 xyz   1.18  xyz arcsin  

1.19 3 xyz  1.20 yxz   

1.21  yxz  ln  1.22 323  yxz  

1.23   yyxz 23
43   1.24 xez xy 2  

1.25 xyyxz 222   1.26 xyz ln  

1.27 xyz cos  1.28 xyz  1  

1.29 xez yx 2
443  

 1.30 24224  yxyxz  

 

2 задание. Вычислить значения  частных производных   
zyx 









 
,,  

функции  zyxf ,,  в точке  
0000

,, zyxM .  
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Таблица 2 

№ 

п/п 
 zyxf ,,   

0000
,, zyxM  

№ 

п/п 
 zyxf ,,   

0000
,, zyxM  

2.1 
 xyzsin  

 









;

2

1
;

2

1
0

M  2.2 3 zxy    2;4;2
0

M  

2.3 

yz

x
cos   1;3;1

0
M  2.4 222

1

zyx 
  3;1;1

0
M  

2.5 222 zyx  







 2;

2

1
;2

0
M  2.6 xyz   2;3;1

0
M  

2.7  xyzln   1;1;2
0

M  2.8  yzx cos  







0;1;

2
0


M  

2.9 443 yxze 
  1;1;1

0
M  2.10  zyx ln   1;3;4

0
M  

2.11 222 zyx    4;0;3
0

M  2.12 zyxe
22

  1;11
0

M  

2.13 
22 yx

z


  0;2;5

0
M  2.14 22 zy

x
  1;1;1

0
M  

2.15 
xyz   3;1;3

0
M  2.16  yzx cosln  









4
;1;0

0


M  

2.17 xyzarcsin   2;1;0
0

M  2.18 yzzyx  222   2;2;3
0
M  

2.19 

y

zx 
  9;1;4

0
M  2.20  xyzarcctg   2;1;3

0
M  

2.21 xyz3   0;3;1
0

M  2.22 yzx    2;4;1
0

M  

2.23 

z

xy
sin   2;0;2

0
M  2.24 









z

xy2ln   2;1;4
0

M  

2.25 
xyz cos   3;0;1

0
M  2.26 22 yz

x


  4;3;3

0
M  

2.27 
3 333 zyx    1;2;1

0
M  2.28 









z

xy
arctg   3;1;1

0
M  

2.29 
xyzarcsin  








1;1;

2

1
0

M  2.30 22 zy

yx




  0;4;3

0
M  

 

3 задание.  Найти производные 
y

z

x

z








,  функции   0,, zyxF .  

Таблица 3 

№ 

п/п 
  0,, zyxF  

№ 

п/п 
  0,, zyxF  

3.1 4362 3222  zyxzyx  3.2   07222  zyxarctg  
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Окончание таблицы 3 

3.3 0134 222  xyzzyx  3.4 132 2333  zxyzyx  

3.5   03sin 2  xzxyz  3.6 043 222  yxzxyz  

3.7 332 222  xyzzyx  3.8 33 222  zzyxe xy  

3.9   01ln 222  zyx  3.10 023 2  zx
xyz

 

3.11 53222  zxyzyx  3.12 432 3222  zxyzyx  

3.13 07arcsin  zxy  3.14 0222  xzzyx  

3.15 132 2333  zxyzyx  3.16 5ln 3  zxyzxy  

3.17 10232 222  zyzyxyx  3.18 02ln 2  yxz  

3.19 52221  zyxe xyz  3.20 033 222  xzzyyx  

3.21 1ln4 22  yxzxyz  3.22 22  xyze
xyz

 

3.23 035 2333  yxzzyx  3.24 23 223  zxxyz  

3.25 3222  yxzxye z  3.26 0112
23


 zxy

 

3.27 
01ln 

 zy

x
 

3.28 
04

2


 zy

x
 

3.29 01arccos xyz  3.30 24224  yzxyx  

 

4 задание. Дана функция  yxfz , , вектор  
yx

aaa ,  и точка  
000

, yxM . 

Найти:   

а) производную функции по направлению вектора a  в заданной точке 

 
000

, yxM ;   

б) направление и величину градиента функции  yxfz ,  в заданной 

точке 
0

M ;   

в) уравнение касательной плоскости к поверхности  yxfz ,  в точке 

 
000

, yxM ;   

г) уравнение нормали к касательной плоскости в точке  
000

, yxM . 

Таблица 4 

№ 

п/п 
 yxfz ,   

yx
aaa ,   

000
, yxM  

4.1 22 2 yxyxz    2;1   0;2  

4.2 xyez 2   2;2   0;3  

4.3 22 yxz    1;1   1;1  

4.4 3 2xyz    2;1   1;2  

4.5 xyz 3   2;2    2;0  

4.6 yxyxz 423 22    1;3   1;3  
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Окончание таблицы 4 

4.7 

x

y
arctgz   

 2;2  












2

3
;

2

1
 

4.8  22ln yxz    1;1   1;1   

4.9 

x

y
z   

 1;1   9;4  

4.10 22 243 yxyxz    2;5    2;1  

4.11 

1

1






y

x
z  

 2;1   1;1  

4.12 xyyxz cossin    1;2    ;0  

4.13 

x

y
z

2

  
 2;4   2;3   

4.14 yxyxz 323 22    1;2   2;2  

4.15 yxez 2   0;3   1;3  

4.16 xyyxz  3   1;2   2;4  

4.17 

x

y

y

x
z   

 1;1    2;1  

4.18 yxz 423    1;3;2    0;5  

4.19 

yx

x
arz


 sin  

 1;1    1;0  

4.20 arctgxyz    1;1   2;1  

4.21  yx eez  ln   1;3    1;1  

4.22 23 33 yxyxz    1;1   2;2   

4.23 

y

x
z   

 1;1   4;9  

4.24 

yx

yx
z




  

 3;2   2;3  

4.25 xyz ln   2;1   2;1  

4.26 xy
ez    2;1    2;2  

4.27 yxz 2sin   3;1    4/;1   

4.28 

x

xy
z

1
ln


  

 1;1   1;2  

4.29  322 yxz    2;1   1;0   

4.30  yxz 34sin    3;3    2/;2/   
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5 задание. Исследовать на экстремум функции  yxfz , . 

Таблица 5 

№ 

п/п 
 yxfz ,  

№ 

п/п 
 yxfz ,  

5.1 42 yxz   5.2 315 33  yxxyz  

5.3 156922  yxxyyxz  5.4 1254 22  xyyxz  

5.5 352 2223  xxyyxz  5.6   22
2 yxz   

5.7 12422  yxxyyxz  5.8 642 22  xyxz  

5.9 124 32  xyyxz  5.10 xyxyyxz  22  

5.11   22 12 yyxz   5.12 1122 33  xyyxz  

5.13 521242 22  yxxyyxz  5.14 162  yxxyyz  

5.15 4823 2  xyxyxz  5.16 yxyxz 243 33   

5.17 22 yxz   5.18 465 33  xyyxz  

5.19 363 22  xyyxyxz  5.20 344 22  yxyxz  

5.21 
  2

x

eyxz   
5.22 2323  xyyxz  

5.23 xyxyxz 62 2   5.24 23 2 yxyxz   

5.25 268 33  xyyxz  5.26 xyxyyxz 61 22   

5.27 415 33  yxyxz  5.28 42 yxz   

5.29  
2

12 yexz   5.30 4623  xyyxz  

 

6 задание. Вычислить двойной интеграл от функции  yxfz ,  по 

области D. 

Таблица 6 

6.1   
D

ydxdyx 2 , 

01,40:  yxD  

6.2   
D

dxdyyx 1 , 

40,21:  yxD  

6.3   
D

dxdyyx 223 , 

21,10:  yxD  

6.4   
D

dxdyyx 232 , 

21,11:  yxD  

6.5   
D

dxdyyx 2 , 

21,10:  yxD  

6.6 


D

yx dxdye , 

01,11:  yxD  

6.7 
D

dxdyxy , 

01,41:  yxD  

6.8   
D

dxdyxy1 , 

21,11:  yxD  

6.9  
D

dxdyxy 2 , 

20,10:  yxD  

6.10   
D

dxdyyx 22 , 

32,01:  yxD  

6.11 
D

xy dxdyxye
2

, 

20,10:  yxD  

6.12  
D

dxdyyxxy 2cos , 

2/0,20:  yxD  
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6.13 
D

dxdy
y

x
2

2

1
, 

10,10:  yxD  

6.14   
D

dxdyyx 22 , 

32,01:  yxD  

6.15 
D

xydxdy , 

20,10:  yxD  

6.16 
D

dxdy
yx

y
221

, 

10,10:  yxD  

6.17 
D

dxdy
y

x
2

2

, 

21,01:  yxD  

6.18 
D yx

ydxdy
221

, 

10,10:  yxD  

6.19   
D

dxdyyx , 

01,20:  yxD  

6.20   
D

dxdyyx1 , 

21,10:  yxD  

5.21  
D

dxdyyx 12 , 

03,11:  yxD  

6.22   
D

dxdyyxsin , 

2/0,0:   yxD  

6.23   
D

dxdyyx 324  

10,10:  yxD  

6.24   
D

dxdyyx 23 43 , 

21,01:  yxD  

6.25 
D

dxdy
y

x
2cos

cos
, 

4/0,2/0:   yxD  

6.26 
D

dxdy
x

y
2

2

1
, 

10,10:  yxD  

6.27 




D

dxdy
x

y

3

1
, 

21,10:  yxD  

6.28 
 
 




D

dxdy
y

x
2

2

1

1
, 

21,10:  yxD  

6.29
 

D yx

dxdy
3/2

1
, 

10,20:  yxD  

6.30 
D xy

dxdy
, 

3,1:  yeexD  

 

7 задание. Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле. 

Таблица 7 

7.1  


01

0

,
x

dyyxfdx  7.2  


00

1

,
y

dxyxfdy  7.3  
y

y

dxyxfdy ,
1

0

 

7.4  




22

2

2

2

,
x

dyyxfdx   7.5  




2

,
1

0

x

x

dyyxfdx  7.6  


0

2

0

2

,
y

dxyxfdy  

7.7  


2

1

0

2

,
y

dxyxfdy  7.8  


0

1

0

1 2

,
y

dxyxfdy  7.9  




2

2

0

2

,
x

x

dyyxfdx  

7.10  
12

0

2

0

,
x

dyyxfdx  7.11  


0

4

4

0

,
y

dxyxfdy  7.12  
33

0

,
x

dyyxfdx  

7.13  
y

y

dxyxfdy
2

4

1

0

,  
7.14  





x

x

dyyxfdx
21

1

0

2 2

,  7.15  




1

1

1

0

2

2

,
y

y

dxyxfdy  

7.16  




29

3

0

3

,
x

x

dyyxfdx  7.17  
 y

dxyxfdy
2

0

2

0

,  7.18  




222

0

,
x

x

dyyxfdx  

7.19  




21

0

0

1

,
x

dyyxfdx  7.20  




x

x

dyyxfdx
1

1

1

2 2

,  7.21  
 y

dxyxfdy
4

0

4

3

,  
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7.22  


0

2

2

2

,
y

dxyxfdy  7.23  


2

1

0

1 2

,
y

dxyxfdy  
7.24  





2

3

3

3

0

,

y

dyyxfdx  

7.25  
 x

x

dyyxfdx
231

0

,  7.26  




21

0

1

1

,
y

dxyxfdy  7.27  
x

x

dyyxfdx
6

2

2

0

,  

7.28   




x

dyyxfdx
1

0

1

2

,   7.29  


0

1

0

1 2

,
y

dxyxfdy  7.30  


x

x

dyyxfdx ,
1

0

 

 

8 задание. Вычислить двойной интеграл, перейдя к полярным 

координатам. 

Таблица 8 

8.1   
D

dxdyyx 22 , 

0,4: 22  xyxD  

8.2   
D

dxdyyx 22 , 

1: 22  yxD  

8.3   
D

dxdyyx 22sin , 

2/: 22  yxD  

8.4 
D yx

xdxdy
22

, 

1,2: 2222  yxyxD  

8.5 
D yx

ydxdy
22

, 

0,1: 22  xyxD  

8.6 


D

yx dxdye
22

, 

3: 22  yxD  

8.7  
D

dxdyyx 122 , 

42: 22  yxD  

8.8   
D

dxdyyxy 22cos , 

4: 22  yxD  

8.9  
D

dxdyyx3 22 , 

0,0,1: 22  yxyxD  

8.10   
D

dxdyyx 22 32 , 

1,4: 2222  yxyxD  

8.11   
D

dxdyyx 22 , 

0,: 22  xxyxD  

8.12  
D

dxdyyxx 22 , 

0,9: 22  xyxD  

8.13  
D

dxdyyx 22 , 

0,0,4: 22  yxyxD  

8.14   
D

dxdyyx 222 , 

0,4: 22  xyxD  

8.15  
D

dxdyyx 22 , 

2: 22  yxD  

8.16  
D

dxdyyx4 22  

0,1: 22  xyxD  

8.17  
D

dxdyyx 222 , 

21: 22  yxD  

8.18 


D

yx dxdye
22

, 

0,2: 22  xxyxD  

8.19 
D yx

dxdy

122
 

0,1: 22  yyxD  

8.20 dxdy
yxD


 22

1
, 

31: 22  yxD  

8.21 


D

yx dxdye
22 32 , 

0,1: 22  xyxD  

8.22 dxdy
yxD


 22

1
, 

0,0,9: 22  yxyxD  

8.23 
D yx

xdxdy

422
 

4: 22  yxD  

8.24 
D yx

ydxdy
22

, 

0,2: 22  xyxD  

8.25   
D

dxdyyx 22cos , 

 22: yxD  

8.26  
D

dxdyyx 22 , 

0,4: 22  xxyxD  

8.27   
D

dxdyyx 22 , 

32: 22  yxD  
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8.28 
D yx

ydxdy

122
 

9: 22  yxD  

8.29 
D yx

dxdy
22

, 

0,9: 22  xyxD  

8.30
 


D yx

dxdy
322

, 

2: 22  yxD  

 

9 задание. Вычислить тройной интеграл. 

Таблица 9 

9.1 
V

xyzdxdydz, 

32,21,10:  zyxV  

9.2   
V

dxdydzzxy 2 , 

10,01,21:  zyxV  

9.3 
V

dxdydz
x

yz

2
, 

01,31,10:  zyxV  

9.4 
V

dxdydz
x

xyz
22

, 

21,21,10:  zyxV  

9.5   
V

dxdydzzyx 23 22 , 

31,31,10:  zyxV  

9.6   
V

ydxdydzzx , 

21,20,10:  zyxV  

9.7 
V

dxdydzxyz2 , 

31,31,10:  zyxV  

9.8   
V

dxdydzzyx , 

10,20,21:  zyxV  

9.9   
V

dxdydzyzx2 , 

21,21,10:  zyxV  

9.10   
V

dxdydzzyx 22 , 

30,21,10:  zyxV  

9.11   
V

dxdydzzyx 222 23 , 

10,10,01:  zyxV  

9.12 
V

dxdydzxyz , 

21,20,10:  zyxV  

9.13    
V

zdxdydzyx 11 , 

21,01,10:  zyxV  

9.14   
V

dxdydzzyx 22 , 

21,21,10:  zyxV  

9.15   
V

dxdydzzyx 32 , 

21,01,10:  zyxV  

9.16 


V

zyx dxdydze  

10,21,30:  zyxV  

9.17   
V

xdxdydzzy , 

31,31,10:  zyxV  

9.18   
V

dxdydzzyx 222 , 

01,21,11:  zyxV  

9.19   
V

dxdydzzxy , 

21,10,01:  zyxV  

9.20   
V

dxdydzxzy 2 , 

32,21,10:  zyxV  

9.21 
V

dxdydz
z

xy

1
, 

21,21,10:  zyxV  

9.22 
V

dxdydzyzx 22 , 

01,31,10:  zyxV  
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9.23   
V

dxdydzzyx 22 , 

21,20,10:  zyxV  

9.24   
V

dxdydzzyx 22 45 , 

21,01,10:  zyxV  

9.25   
V

zdxdydzyx 1 , 

32,10,21:  zyxV  

9.26   
V

dxdydzxzy 222 , 

31,31,10:  zyxV  

9.27   
V

dxdydzzyx 23 , 

10,10,21:  zyxV  

9.28   
V

dxdydzzxy 23 , 

10,10,01:  zyxV  

9.29 


V

zyx dxdydze  

10,10,01:  zyxV  

9.30 


V

zyx dxdydze 32  

10,10,01:  zyxV  

 

10 задание. Найти объем тела, ограниченного заданными поверхностями 

с помощью двойного интеграла. 

Таблица 10 

10.1 0,
2

,4
2

2  z
x

yyz  
10.2 ,4,2  xxyz   4,0  yx  

10.3  ,4,22  yxyxz  

         0,0,0  yzx  

10.4 yxyxyz 2,7,1  , 

         0z  

10.5 0,16,4 22  zyxxz  10.6 0,,422  zxyzyx  

10.7 xx eyeyyez  ,,22  

         0z  

10.8 ,2,22  yxyxz  

         0,0,0  yzx  

10.9 4,4 2222  zxyx  10.10 ,0,3  yyx  

         0,4,0  zzx  

10.11 xyyxz 4,4 2  , 

         0,0,4  zyx  

10.12 xyyxz 4,  , 

         0,0,2  zyx  

10.13 ,01,22  yxyxz  

         0,0,0  yzx  

10.14 ,02  zyx  

         0,0,0  yzx  

10.15 ,4,2  yzxy  

         0,  yyz  

10.16  2222 2, yxzyxz   

         xyxy  2,  

10.17 0,4, 2  zxyyz  10.18 xyxyzxz 3,,0,5   

10.19 ,,3 2xyzyx   

         1,0  yz  

10.20  xyyxz 2,2 2  , 

         0,0,2  zyx  

10.21 0,422  zzyx        

 

10.22   63,4 2  yxyz  

              0,0,0  zyx  

10.23 0,9,02 222  zyzxyx  10.24 0,4,5 22  zyxyxz  
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10.25 ,2, 2222 yxzyxz   

          1,2,  xxyxy  

10.26 ,1,22  yxyxz  

         0,0,0  yzx           

10.27 23,93 yxzyx   

         0,0  yz  

10.28 ,3,1 2  yxyz  

         0,0,0  yzx  

10.29 0,1 22  zyxz  

 

10.30 ,0623,2  yxyz  

         0,0,0  yzx           

 

11 задание. Найти объем тела с помощью тройного интеграла по данным 

заданий 10. 

 

1.3 Методические указания по выполнению РГР №1 

 

1.3.1 Указания к заданию 1. 

а) для функции двух переменных  yxfz , , определенной в некоторой 

области D, дадим переменным x  и y  соответственно приращение x  и y . 

Тогда функция получит приращение    yxfyyxxfz ,,  , которое 

называется полным приращением функции  yxfz , ;  

б) при нахождении частных производных 
x

z




 и 

y

z




 функции  yxfz ,  

необходимо применять правила дифференцирования функции одной 

переменной, считая другую переменную постоянной; 

в) для  функции двух переменных  yxfz , , имеющих частные 

производные 
x

z




 и 

y

z




 в точке  yxM , , полный дифференциал в этой точке 

равен:  dy
y

z
dx

x

z
dz









 ; 

г) продифференцировав по x  и y  частные производные 
x

z




 и 

y

z




 

функции двух переменных  yxfz , , получим частные производные второго 

порядка: 

,,
2

2

2

2












































y

z

yy

z

x

z

xx

z






















x

z

yyx

z2

. 

д) Дифференциал второго порядка определяется как дифференциал от 

дифференциала первого порядка:  dzdzd 2
, т.е. 

dy
y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z
zd

2

22

2

2

2

2 2













 ; 

Пример 1.  Дана функция yxyxz 2333  .  

Решение.  
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а)  найдем полное приращение функции:   

        yxyxyyxxyyxxz 2323 3333
 ; 

б) найдем частные производные функции: 

23,33 2332 








yx

y

z
yx

x

z
; 

в)  найдем дифференциал функции, исходя из п. б): 

   dyyxdxyxdz 2313 2332  ; 

г) найдем частные производные второго порядка функции: 

      2232

2

223

2

2

332

2

2

933,623,633 yxyx
yx

z
yxyx

y

z
xyyx

x

z
yyx 






















; 

д)  найдем дифференциал второго порядка функции исходя из п. г): 

ydyxdxdyyxdxxyzd 222232 6186  . 

 

1.3.2 Указания к заданию 2. 

Задание 2 решается аналогично заданию 1, но для функции 3-х 

переменных  zyxf ,, . При этом вычисляется значение частных 

производных функции в точке  
0000

,, zyxM .  

 

1.3.3 Указания к заданию 3. 

Функция  yxfz ,  называется неявной, если она задана уравнением 

  0,, zyxF . Ее частные производные 
x

z




 или 

y

z




 находим, соответственно 

приняв y  или x  постоянной: 
z

x

F

F

x

z









,  0, 









z

z

y
F

F

F

y

z
. 

Пример 2. Найти производные 
y

z

x

z








,  функции 0sin322  zzyx .  

Решение. Так как   zzyxzyxF sin3,, 22  , то ,2,2 22 yxFxyF
yx
  

3cos  zF
z

. Отсюда  

3cos

2 2








z

xy

x

z
, 

3cos

2 2








z

yx

y

z
. 

 

1.3.4 Указания к заданию 4. 

а) уравнение касательной плоскости к поверхности  yxfz ,  в точке 

 
000

, yxM  имеет вид:      
0000000

,, yyyxfxxyxfzz
yx

 ; 

б) каноническое уравнение нормали:  
    1,,

0

00

0

00

0













 zz

yxf

yy

yxf

xx

y

; 
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в) мгновенная скорость изменения функции в направлении вектора a  в 

точке 
0

M , т.е. производная функции по направлению вектора a  в заданной 

точке 
0

M :     
 

 coscos
00

0 


MyMx
zz

a

Mz
. 

Здесь  ,   - углы между вектором a  с осями координат OyOx,  

соответственно, следовательно, 
a

a

a

a yx   cos,cos ; 

г) направление и величина градиента функции:  

  jzizMgradz
MyMx

00
0

 ,         22

0
00 MyMx

zzMgradz  . 

Пример 3. Дана функция 33 yxz  , вектор  4,3a  и точка  2;1
0

M . 

Найти: а) уравнение касательной плоскости к поверхности  yxfz ,  в точке 

0
M ; б) уравнение нормали к касательной плоскости в точке 

0
M .                                 

в) производную функции по направлению вектора a  в заданной точке 
0

M                 

г) направление и величину градиента функции  yxfz ,  в заданной точке 
0

M .   

Решение.  

а) вычислим частные производные функции в заданной точке  2;1
0

M :  

 
 

 
 

1232;1,332;1
2;1

2

2;1

2  yfxf
yx

. 

В точке 
0

M :   9z ,  то уравнение касательной плоскости имеет вид: 

   212139  yxz  или 018123  zyx ; 

б) каноническое уравнение нормали:  
1

9

12

2

3

1









 zyx
; 

в) 






















5

4
;1

169

4
;

169

50

a

a
a . Таким образом, производная 

функции по направлению вектора a  в заданной точке 
0

M :     

 
  7

5

4
12130 



a

Mz
; 

г) направление и величина градиента функции:  

  jiMgradz
5

4
3

0
 ,      11,3

25

16
9

0
Mgradz . 

 

1.3.5 Указания к заданию 5. 

Теорема 1 (необходимое условие экстремума). В точке экстремума 

 
000

, yxM  дифференцируемой функции  yxfz ,  все ее частные производные 

первого порядка равны нулю:  

    0;,0;
0000
 yxfyxf

yx
. 

Теорема 2 (достаточное условие экстремума). Если в точке  
000

, yxM   

частные производные второго порядка функции  yxfz ,  равны:  
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      CyxfByxfAyxf
yyxyxx


000000

,,,,,  

и 02  BAC , то функция  yxfz ,  в точке  
000

, yxM  имеет экстремум: 

максимум, если 0A ; минимум, если 0A ; если 0 , то функция  yxfz ,  

не имеет экстремума; если 0 , то функция   yxfz ,  может иметь или не 

иметь экстремум в точке  
000

, yxM , т.е. требуется дополнительное 

исследование. 

Правило исследования на экстремум: а) находим стационарные точки или 

критические точки (теорема 1); б) пользуясь теоремой 2, исследуем знак 

определителя   и запишем ответ.  

Пример 4. Исследовать на экстремум функции yxyxz  222 . 

Решение. Найдем частные производные первого порядка: 

12,22  yzxz
yx

. 

Находим стационарную точку из системы уравнений:  



















2

1
;1

012

,022
M

y

x
. 

Тогда частные производные второго порядка в этой точке: 

BzCzAz
xyyyxx



























 0

2

1
;1,2

2

1
;1,2

2

1
;1 , 

и определитель 042  BAC . Следовательно, в этой точке функция, 

имеет экстремум, т.е. M  - точка минимума, так как 02 A . Итак, минимум 

функции: 
4

5

2

1
;1

min









z . 

 

1.3.6 Указания к заданию 6. 

Если в двойном интеграле  
D

dxdyyxf ,  область интегрирования  

прямоугольник dycbxaD  ,: , то при сведении ее к повторному 

интегралу приходим к произведению 2-х определенных интегралов: 

    
d

c

b

aD

dyyxfdxdxdyyxf ,, . 

Если подынтегральная функция      yfxfyxf
21

,  , то повторный 

интеграл: 

        
d

c

b

aD

dyyfdxxfdxdyyfxf
2121

. 

Здесь в повторном интеграле внутренний определенный интеграл не 

зависит от переменного интегрирования из внешнего интеграла. 

Пример 5. Вычислить двойной интеграл от функции   
D

dxdyyx  по 

области 10,12:  yxD . 
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Решение.     







 













1

2

1

0

21

0

1

2 2
dx

y
xydyyxdxdxdyyx

y

y
D

 

110
222

1
1

2

21

2





























xx

dxx . 

 

1.3.7 Указания к заданию 7. 

При смене порядка интегрирования надо учесть, что область 

интегрирования D  может быть правильной в направлении одной координатной 

оси и не быть правильной в направлении другой координатной оси. 

Область интегрирования D  называют правильной в направлении по 

координатным осям, если прямая, параллельная к ним, пересекает область 

интегрирования не более чем в двух точках соответственно. 

Пример 6. Изменить порядок интегрирования в двойном интеграле 

   










22 42

0

0

3

4

0

3

2

,,
xx

dyyxfdxdyyxfdxI . 

Решение. Верхние пределы внутренних интегралов определяют 

окружности, соответственно: 422  yx  и   42
22  yx  (рисунок 1). Они  

Рисунок 1 

 

пересекаются в точке  1;3A . Область 
21

DDD  , где  

2

1
40,32: xyxD   и 2

2
420,03: xyxD  .  

Тогда область 10,44: 22  yyyxyD .  E  и F  – точки 

входа в область D  и выхода из нее.  

Итак, после изменения порядка интегрирования: 

 






2

2

4

4

1

0

,
yy

y

dxyxfdyI . 

 

1.3.8 Указания к заданию 8. 

Переход к полярным координатам в двойном интеграле выполняется 

путем замены  rdrddxdyryrx  ,sin,cos : 
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    
*

sin,cos,
DD

rdrdrrfdxdyyxf  . 

При замене упростим не только подынтегральную функцию, но и вид 

области интегрирования.  

Пример 7. Вычислить двойной интеграл, перейдя к полярным 

координатам:  
D

dxdyyx 229 , 0,0,9: 22  yxyxD . 

Решение. Область интегрирования D  есть часть окружности с 

полярными координатами  sin,cos ryrx  : 3922  ryx , т.е. 

30 r  и 
2

0


  . И подынтегральную функцию упростим с помощью 

указанной замены: 
222 99 ryx  . Поэтому 

    .
2

9
99

3

2

2

1
99

2

1

999

2

0

2

0

3

0

2

3
2

2

0

3

0

22

2

0

3

0

2

*

222














 

 





ddrrdrd

rdrrdrdrdrdxdyyx

r

r

DD
 

 

1.3.9 Указания к заданию 9. 

Если в тройном интеграле область интегрирования прямоугольный 

параллелепипед с ребрами, параллельными координатным осям, то она  

является правильной в направлении любой из координатных осей. Поэтому 

    
h

k

d

c

b

aV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf ,,,, . 

Пример 8. Вычислить тройной интеграл 

  
V

dxdydzyx3 , 10,10,20:  zyxV . 

Решение. Подынтегральная функция не зависит от переменной z . 

   

.5
22

3

2

1
3

2
333

2

0

2
1

0

2

0

1

0

2

0

1

0

21

0

1

0

2

0

1

0










































x

x

y

y
V

xx
zdxxdz

dx
y

xydzdyyxdxdzdxdydzyx

 

 

1.3.10 Указания к заданию 10. 

Объем тела ограниченного заданными поверхностями можно найти с 

помощью двойных и тройных интегралов: 

 
D

dxdyyxfV ,  , 
V

dxdydzV . 
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Пример 9. Найти объем тела, ограниченного заданными поверхностями: 

2,0,
2

,1  xy
x

yz . 

Решение. Область интегрирования есть прямая призма, основанием 

которого служить треугольник 2,0,
2

:  xy
x

yD  (рисунок 2).  

Рисунок 2 

 

Следовательно, объем тела с помощью двойного интеграла: 

1
4

2

0

22

0

2

0

  
x

dydxzdxdyV

x

D

. 

 

2 Расчетно-графическая работа №2. Обыкновенные дифференциальные 

уравнения 

 

Цели: научиться находить общее решение обыкновенного 

дифференциального уравнения различного типа. 

 

2.1 Теоретические вопросы 

 

1. Обыкновенные дифференциальные уравнения, основные понятия. 

2. Дифференциальные уравнения первого порядка. 

3. Дифференциальное уравнения с разделяющимися переменными. 

4. Однородное уравнение. 

5. Линейное уравнение первого порядка. 

6. Уравнения в полных дифференциалах. 

7. Уравнение, допускающие понижение проядка. 

8. Линейные дифференциальные уравнение с постоянными 

коэффициентами. 
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2.2 Расчетные задания 

 

1 задание. Проверить, является ли функция  Cxy ,  решением данного 

дифференциального уравнения (ДУ). 

Таблица 11 

№ 

п/п 
 Cxy , ,  ДУ 

№ 

п/п 
 Cxy , ,  ДУ 

1.1 

  2

1

12
2

2





x

Cx
y ,

  xxxx

y
y







2

1

1

2
 

1.2 

1




Cx

Cx
y ,   0

1

1
2

2







x

y
y  

1.3 xCey x 2 ,   xeyyy 22   1.4 2xCxy  ,   2xyyx   

1.5 xxCy sincos  ,  0 yy  1.6 
2

2

1
x

Cey


 ,  xyxy   

1.7 xexcy )(  ,   02  yyy  1.8 3 xCy  ,  0
3


x

y
y  

1.9 Cexy x   ,    031 23  xexyx  1.10  2

21
C Cxy  ,   02

2
 yyy  

1.11 

x

xC
y

cos2

2cos
 , xytgxy sin2  

1.12 
  11  xCy ,  0

1

1







x

y
y  

1.13  12  xxCy ,   012  yxy  1.14 
12  xcy  , 0

12





x

xy
y  

1.15 Cexy y   ,    031 23  yy exyex  1.16 
2

1

xCey


 ,  023  yxy  

1.17 Cxey x   ,   011   yxe  1.18   xecxy  ,  xeyy     

1.19 tgxCey  ,   0
cos2


x

y
y  

1.20 
2

2x

Cey  ,  0 xyy  

1.21 

xC

x
y

ln
 , xyyyx  322  

1.22 

xC
y




1
, 02  yy  

1.23 23 xCxy  , 23 xyyx   1.24 Cxxy  2 ,   2xyyx   

1.25   Cxxy  1ln ,  0ln2  xyy  1.26  xCey  1ln ,   11  ye y  

1.27 
x

x

C
y cos

sin
 , yxtgxy  2cos  

1.28  Cxey x  ln , 
xexyyx   

1.29 

 1ln

1
2 


xC

y ,   22 21 xyyx   
1.30 

1 Cxxy ,   x
x

y
yy 

2
3

2  

 

2 задание. Найти решение задачи Коши. 

Таблица 12 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

2.1   10,0  yytgxy  2.2   10,  yxyy  
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2.3 
  11,  y

x

y
y  

2.4 

4
)0(,sincos 2 
 yyxy  

2.5 

4
)1(,

1 2 



 y

x

y
y  

2.6 
  30,

12



 y

x

y
y  

2.7   10,2  yyxy  2.8   10,sin  yxyy  

2.9   20,  yyxy  2.10   00,  yxey y  

2.11 
  10,

3
 y

y

x
y  

2.12 
1)0(,

1



 y

y

y
y  

2.13 
  1,

ln
 ey

xx

y
y  

2.14 
 

2
0,0

cos


 y

y

x
y  

2.15 
1)0(,

1 2



 y

y

x
y  

2.16 
1)0(,

1 2



 y

y

y
y  

2.17   11,32  yyxy  2.18   11,2  yxyy  

2.19 
  12,

1



 y

x

y
y  

2.20 
  11,

1

1
2

2





 y

x

y
y  

2.21 
  11,  y

y

x
y  

2.22 
  10,  y

y

x
y  

2.23 
  30,

13



 y

x

y
y  

2.24 
 

2

1
0,

1

1
2

2





 y

x

y
y  

2.25 2)0(,0cos  yxyy  2.26   00,   yey yx  

2.27 
  10,0

3
 y

y
y  

2.28   20,0  yyy  

 

2.29 
  20,

2
 y

x

y
y  

2.30 
  01,

2

12




 y
yx

y
y  

 

3 задание. Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального 

уравнения. 

Таблица 13 

№ 

п/п 
Задание № Задание 

№ 

п/п 
Задание 

3.1 
1

x

y
y  

3.2 

x

y
y

3
4   

3.3 
22 yx

xy
y


  

3.4 

x

y

x

y
y 

2

2

1  
3.5 

1
3

2

2


x

y

x

y
y  

3.6 
2

4
2

2


x

y

x

y
y  

3.7 
1

5


x

y
y  

3.8 
3

2

2


x

y
y  

3.9 

x

y

x

y
y ln  
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3.10 

y

x

x

y
y   

3.11 
22

4

xy

xy
y


  

3.12 
3

2

2


x

y

x

y
y  

3.13 
2

2

x

xyy
y


  

3.14 
2

22 2

x

xy
y


  

3.15 

x

y

x

y
y 

2

23
 

3.16 

x

y

x

y
y

2
2

2

  
3.17 

22

3

yx

xy
y


  

3.18 

x

y
ey x

y

  

3.19 
1

2

2


x

y

x

y
y  

3.20 
1

3

2 2

2


x

y

x

y
y  

3.21 
4

5
2

2


x

y

x

y
y  

3.22 
2

22

x

xyy
y


  

3.23 

x

y

x

y
y

5
2

2

  
3.24 

yx

yx
y






3
 

3.25 

x

y

x

y
y ln  

3.26 

xy

yx
y






4
 

3.27 

x

x

y
yy

y

ln

  

3.28 

2

2

x

eyyx
y

y

x


  

3.29 

yx

y
y


  

3.30 
2

3
2

2


x

y

x

y
y  

 

4 задание. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

Таблица 14 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

4.1 
x

x

y
y 

3
 

4.2 
21

2

xx

y
y


  

4.3 
1

1

2 


 х
x

y
у  

4.4 xxe
x

y
y   

4.5 

x

e

x

y
y

x2

2
  

4.6 
x

x

y
y sin  

4.7 xyy 32   4.8 xytgxy sin  4.9 2

2 xxexyy   

4.10 
x

x

y
y ln  

4.11 
22 1

1

1 xx

y
у





  

4.12 
x

x

y
y 

2
 

4.13 2

2 xexyy   4.14 
1 x

x

y
y  

4.15 
3

3
x

x

y
y   

4.16 xytgxy 2sin  4.17 xxyy   4.18 xyy cos  

4.19 xxyy 42   4.20 xexyy sincos   4.21 xxyy sinsin   

4.22 
22

2

xx

y
y   

4.23 
 1ln

1



 x

x

y
y  

4.24 

xx

y
y

1

2
  

4.25 
x

x

y
y 3  

4.26 ctgxytgxy   4.27 
x

х

y
у ln  

4.28 xe
x

y
у 

2
 

4.29 23
2

x
x

y
y   

4.30 3

3
хх

х

y
у   
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5 задание. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

Таблица 15 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

5.1 2

1
y

x

y
y 


  

5.2 
xy

x

y
y sin

2

3  
5.3 2

4
xy

y
y   

5.4 xeyyy  22  
5.5 3332 yxxyy   5.6 yxyy   

5.7 
xy

x

y
y ln2  

5.8 

y

x
yy

2
4   

5.9 

y

x
yy  3  

5.10 22xyyy   5.11 222 yxyy   5.12 32xyyy   

5.13 22
y

x

y
y   

5.14 

2
2

2xy
yy   

5.15 2

3
xy

y
y   

5.16 22
y

x

y
y   

5.17 
yx

x

xy
y 




12
 

5.18 
yx

x

y
y 

4
 

5.19 xyyy cos  5.20 33 xyyy   5.21 23 xyyy   

5.22 xeyyy 22   
5.23 xeyyy 522   5.24 xeyyy 222   

5.25 3xyxyy   5.26 yxyy   5.27 22 yxyy   

5.28 222 yxyy   5.29 xyytgxy cos2  5.30 

x

y

x

y
y

2cos

2
  

 

6 задание. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 

Таблица 16 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

6.1 
0

1
1

2


















 dy

x
ydx

x

y
 

6.2 
  0

3

2 322 







 dyyxxdxyyx  

6.3     022 3223  dyxyxdxyyx  6.4     031 23  dyxydxyx  

6.5     01  dyyedxye xx  6.6   0222  xydydxxyx  

6.7     033 22  dyyxdxyx  6.8     021 2  dyyxdxxy  

6.9     021  dyxeydxe yy  6.10     022 223  dyyxydxxyx  

6.11 
0

1
2222


































 dy

xyy

x
ydx

xy
x  

6.12 
02

1
3

2


















 dyy

y

x
dx

y
x  

6.13 
0

21

3

4
1

2

2

3












 dy

y

x
dx

y

x
 

6.14 
02

1
3

2


















 dyy

x
dx

x

y
 

6.15 
  0

3
2 








 dy

y
xdxyx  

6.16 
0

11
2 2 

















 dy

y
xdx

x
xy  
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6.17     01 2222  dyyxyydxyxx  6.18     022  dyxyedxye yx  

6.19     0cos 22  dyeyxdxxxy y  6.20     022 223  dyyxydxxyx  

6.21     022 223  dyyxydxyx  6.22     0 dyyedxxye xx  

6.23 
02

2222






















 dy

yx

x
ydx

yx

y
 

6.24 

 
0

1

2

1

1
2

2














 dy

x

y
dx

x

y

x
 

6.25 
  0ln  dyxydx

x

y
 

6.26 
0

cossin
2

 dy
x

y
dx

x

y
 

6.27 
0

2222






dy

yx

y
dx

yx

x  6.28 
0

lnln
1 








 dy

y

xy
dx

x

y
 

6.29     023  dyxydxyx  6.30 
0

cos
2

2

2

 dy
y

x
xtgydx  

 

7 задание. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

Таблица 17 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

7.1 32   xey  7.2 xy 2cos  7.3 xxy cos2 4   

7.4 xy 5cos  7.5  1 xxy  7.6  512  xy  

7.7  2
31 xy   7.8 14  xy  7.9 xxy 2sincos  

7.10 xy  3  7.11 131   xey  7.12  3
54 xy   

7.13 xy 3sin  7.14 xey x   7.15 14sin  xxy  

7.16 
3

3

x
y   

7.17 
3

2

x

x
y


  

7.18 

 31

2




x
y  

7.19 xy 2sin  7.20 xy 3cos2  7.21 xy x  132  

7.22 

x
y

2cos

3
  

7.23 
2

1

x

x
y


  

7.24 

12 


x

x
y  

7.25 

x
y

2sin

1
2

  
7.26 xxy 22 cos2sin   7.27 xy 3cos  

7.28 

4

1
2 


x

y  
7.29 

3

4

x
y   

7.30 
21

2

x
y


  

 

8 задание. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

Таблица 18 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

8.1 xyy   8.2 42 xyxy   8.3 1 xyyx  

8.4 yxtgy  55  8.5 02  xyyx  8.6 xyxy   
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8.7 xyxy coscos   8.8 23  yxyx  8.9 323  yxyx  

8.10 

x
yyx

12   
8.11 

2

1

x
yyx   

8.12 xyxy   

8.13 xyy  2  8.14 xyyx   8.15 14  yxyx  

8.16   12
2
 yyx  8.17 03  yxtgy  8.18   1212  yxxy  

8.19 xyxy  2  8.20   xyxyx 221 2   8.21 xeyxyx   

8.22 1 ytgxy  8.23 02  yxctgy  8.24 4xyyx   

8.25 

xx

y
y

1



  
8.26 

x

y
yyx


 ln  

8.27 xyyx 23   

8.28 024  yxyx  8.29   22 221 xyxyx 
 

8.30 xyxy  2  

 

9 задание. Найти решение задачи Коши. 

Таблица 19 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

9.1 02  yyy , 

    20,10  yy  

9.2 034  yyy , 

    10,30  yy  

9.3 078  yyy , 

    20,20  yy  

9. 4 065  yyy , 

    60,10  yy  

9.5 054  yyy , 

    60,20  yy  

9.6 026  yyy , 

    00,10  yy  

9.7 035  yyy , 

    20,10  yy  

9.8 09  yy , 

    10,10  yy  

9.9 0 yy , 

    20,10  yy  

9.10 023  yyy , 

    10,30  yy  

9.11 02  yy , 

    10,00  yy  

9.12 02  yyy , 

    10,00  yy  

9.13 09  yy , 

    30,10  yy  

9.14 0452  yyy , 

    00,10  yy  

9.15 02  yyy

    30,10  yy  

9.16 065  yyy , 

    50,00  yy  

9.17 044  yyy , 

    00,10  yy  

9.18 023  yyy

    30,20  yy  

9.19 0168  yyy , 

    10,10  yy  

9.20 0584  yyy , 

    20,10  yy  

9.21 02  yyy

    10,00  yy  

9.22 084  yyy , 

    00,10  yy  

9.23 052  yyy , 

    00,20  yy  

9.24 0 yy

    30,00  yy  

9.25 023  yyy , 

    10,10  yy  

9.26 0 yy , 

    40,00  yy  

9.27 04  yy

    40,00  yy  

9.28 069  yyy , 

    30,10  yy  

9.29 0 yyy , 

    10,10  yy  

9.30 0134  yyy

    30,10  yy  
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10 задание. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

Таблица 20 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

10.1 12 2  xyyy  10.2 xeyy 2  

10.3 xyyy sin23   10.4 296 xyyy   

10.5 xeyyy 2544   10.6   xexyyy 12 2   

10.7 xxxxyy sincos4 2  10.8 34 2  xyy  

10.9 xeyyy  498  10.10   xexxyyy  232  

10.11 xxeyyy  2  10.12 xxyyy cos22   

10.13 xeyyy 33106   10.14 1365  xyyy  

10.15 12 2  xxyy  10.16 xxyy sin39   

10.17 xxyyy sin2   10.18 xeyyy x 2cos54 2  

10.19 xeyyy 432   10.20 xeyy sin4 2  

10.21 xxyy sin3cos22   10.22   xexyyy 2243   

10.23 756  yyy  10.24 xeyyy x cos2106 3  

10.25 xeyyy 33102   10.26   xexyyy 2436   

10.27 xyyy 222   10.28 xeyyy x 2cos87 2  

10.29 xyy sin4  10.30   xexyyy 32 1127   
 

11 задание. Решить неоднородное дифференциальное уравнение методом 

вариаций произвольных постоянных. 

Таблица 21 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

11.1 xtgyyy 452   11.2 xx eeyy 22 1  

11.3 
xe

yyy



1

1
54  

11.4 

x
yy

sin

1
  

11.5 
xe

x
yyy

5
65   

11.6 

x
yy

4sin

1
16   

11.7 

x

e
yy

x9

9   
11.8 

x

x

e

e
yyy

3

3

1
23


  

11.9 
x

x

e

e
yy

4

4

1
4


  

11.10 
x

x

e

e
yy




1
 

11.11 
xe

yyy
32

1
34


  

11.12 tgxyyy  65  

11.13 
3

2 2

x

x
yy


  

11.14 

x

x
yy

cos
  
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11.15 
x

x

e

e
yyy

2

2

2
44






  

11.16 
x

x

e

e
yyy








1
2  

11.17 xctgyyy 265   11.18 ctgxyy 2  

11.19 

x
yy

2sin

2
4   

11.20 
xe

yyy



1

2
69  

11.21 
x

x

e

e
yyy




4

3
78  

11.22 tgxyyy  23  

11.23 
x

x

e

e
yyy

7

7

1
76


  

11.24 
xe

yyy



2

1
2  

11.25 xx eeyy cos2  11.26 xx eeyyy sin45 2  

11.27 
2

2
x

e
yyy

x

  
11.28 

1
2

2 


x

e
yyy

x

 

11.29 
x

x

e

e
yyy

2

2

1
84


  

11.30 
x

x

e

e
yyy

2

2

3
584






 

 

2.3 Методические указания по выполнению РГР №2 

 

2.3.1 Указания к заданию 1. 

Решением обыкновенного дифференциального уравнения 
   0,...,,,  nyyyxF , называется любая n  раз дифференцируемая функция 

 
n

CCxy ,...,,
1

 , которая удовлетворяет заданное дифференциальное 

уравнение. Чтобы определить является ли заданная функция решением 

дифференциального уравнения n -го порядка, необходимо ее 

продифференцировать  n   раз и проверить обращает ли уравнение в тождество, 

путем подстановки функции и ее производных в дифференциальное уравнение. 

Пример 1. Проверить, является ли функция xCexy  21  решением 

данного дифференциального уравнения (ДУ),   32  xyy . 

Решение. xCexy  21 , xCey  2 . Подставим y  и y  в ДУ, получим 

3223212  xxCexCe xx . 

Итак, данная функция обращает ДУ в тождество, следовательно, функция 

является решением ДУ. 

 

2.3.2 Указания к заданию 2. 

Задачей Коши называют задачу отыскания частного решения 

обыкновенного дифференциального уравнения, удовлетворяющего заданному 

начальному условию. Для ДУ n -го порядка, начальное условие задается в виде:  

       1

00

1

0000
,...,,   nn yxyyxyyxy . 

Подставив значение из  начального условия в общее решение и в его 

производные до  1n -порядка, получим систему n  алгебраических уравнений 
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с n  неизвестными 
n

CC ,...,
1

. Решив эту систему и подставив найденные 

конкретные значения постоянных интегрирования обратно в общее решение, 

получим так называемое частное решение ДУ, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям. 

Пример 2. Найти решение задачи Коши    10,  yx
dx

dy
. 

Решение.   xdxdyx
dx

dy
,   C

x
y 

2

2

 - общее решение. 

Из начального условия: 1,0  yx . Тогда, 

101
2

2

 ССC
x

y .  Итак, искомое решение: 1
2

2


x

y . 

 

2.3.3 Указания к заданию 3. 

Обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка 

 yxfy ,  называется однородным, если функция  yxf ,  - однородная 

функция нулевой степени.  

Функция  yxf ,  называется однородной функцией нулевой степени, если 

выполняется равенство     0,,, 0  tyxfttytxf .  

Однородное дифференциальное уравнение  yxfy ,  приводится к 

уравнению с разделяющимися переменными с помощью замены 

txtytxy  , . 

Пример 3. Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального 

уравнения 
2

2

x

eyyx
y

y

x


 . 

Решение. Замена txtytxy  ,  приводит к уравнению вида: 

 
tt

tx

x

etxtett
x

etxtx
txt

1

2

1

2

2

22

, 


 . 

Разделяя переменные и интегрируя, имеем 

Cxe
x

dx

t

dte
t

t






ln,
1

2

1

. 

Путем обратной замены 
x

y
t   получим 

Cxe y

x




ln . 

 

2.3.4 Указания к заданию 4. 

Уравнение вида 

   xgyxpy   

называется линейным дифференциальным уравнениям первого порядка (ЛДУ).  
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Линейные уравнения содержат неизвестную функции и производные в 

первой степени.  

Если   0xg , то ЛДУ запишется в виде  

  0 yxpy , 

и называется однородным линейным дифференциальным уравнениям первого 

порядка, соответствующим ЛДУ. Существует ряд методов решения: метод 

Бернулли, метод Лагранжа (вариация произвольных постоянных).  

1. Метод Бернулли. Решения ЛДУ ищем в виде    xvvxuuvuy  ,,   

и vuvuy  . Подставив y  и y  в ЛДУ получим,  

    xgvxpvuvu  . 

Разделяя переменные и интегрируя уравнение с разделяющимися 

переменными   0 vxpv , находим 
 

dxxp

ev . Тогда   
 

dxxp

exgu . 

Отсюда  
 


 dxexgu

dxxp

. В итоге решение ЛДУ примет вид 

 
    






  

dxxpdxxp

eCdxexgy . 

При решении задачи можно пользоваться этой формулой как готовой 

формулой. 

2 Метод Лагранжа. Сначала находим решение однородного уравнения, 

соответствующего ЛДУ:   0 yxpy . В общем решении однородного 

уравнения, считая, что  xCC  , запишем ее в виде  
 

dxxp

exCy . Эту 

функцию дифференцируем и подставим в ЛДУ и полученный результат  

интегрируем, чтобы  найти  xC . Подставляя найденное значение на место, 

получим решение ЛДУ, которое также соответствует  решению ЛДУ по методу 

Бернулли. 

 Пример 4. Найти общее решение дифференциального уравнения 

12  x
х

y
у . 

Решение.     1,
1 2  xxg
х

xp . 

Пользуясь готовой формулой, найдем общее решение ДУ: 

    

  ,ln
2

11
1

11

2

2

lnln22

xCx
x

xCdx
x

xxCdx
x

x

eCdxexeCdxexy
xxx

dx

x

dx





















































 

 

 

  или    

Cxxx
x

y  ln
2

3

. 
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2.3.5 Указания к заданию 5. 

Нелинейное ДУ первого порядка 

    1,0,,  nRnyxgyxpy n , 

где    xgxp ,  - заданные непрерывные в рассматриваемой области 

функции, носит название уравнения Бернулли. 

С помощью подстановки 











 

n

z
yyzy nn

1
,1

 уравнение Бернулли 

приводится к линейному неоднородному ДУ, которое можно решить 

изложенными выше методами. С решением уравнения Бернулли предлагаем 

студентам разобраться самостоятельно, так как методы решения линейного ДУ 

изложены в указании к заданию 4.  

 

2.3.6 Указания к заданию 6. 

ДУ первого порядка в дифференциальной форме  

    0,,  dyyxQdxyxP  

называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть 

представляет собой дифференциал некоторой дифференцируемой в 

рассматриваемой области 
2

RD   функции  yxu , , т.е. 

     yxdudyyxQdxyxP ,,,  . 

В  случае выполнения равенства 
   

x

yxQ

y

yxP








 ,,
, решение ДУ в 

полных дифференциалах в неявном виде можно записать в виде   Cyxu , , где 

C  - произвольная постоянная. При этом функцию  yxu ,  можно представить в 

виде 

       dxQdyPyxu
y

y

x

x

 
00

,,,
0

,   (1) 

а также можно представить в виде 

       dyQdxPyxu
y

y

x

x

 
00

,,,
0

.   (2) 

0
x  и 

0
y  подбирается таким образом, чтобы   Dyx 

00
, , чаще всего 0

0
x  и 

0
0
y  в рассматриваемой области. 

Пример 5. Найти общий интеграл дифференциального уравнения 

  0
3

21ln
3

2 







 dy

y

x
dxyx . 

Решение. Здесь     2
3

,,1ln,
3

2 
y

x
yxQyxyxP .  
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Условие 
   

x

yxQ

y

yxP








 ,,
 выполнено, так как 

 
,

, 2

y

x

y

yxP





 

 
y

x

x

yxQ 2,





.  Подставив в (1)  0

0
x ,  0

0
y  и интегрируя, получим 

   

.2ln
3

2
3

ln

2ln21ln,

3

0

3

00
0

2

00

2

yxy
x

yxy

dyddyyxu

x

yx
xyx



 





 

Следовательно, общим интегралом будет  Cyxy
x

 2ln
3

3

. 

 

2.3.7 Указания к заданиям 7 и 8. 

Решения линейного однородного обыкновенного ДУ в некоторых случаях 

можно получить понижением порядка ДУ: 

1) ДУ n -порядка, разрешенное относительно старшей производной, имеет 

вид    xfy n  , где  xf  - непрерывная в рассматриваемой области функция. 

Порядок можно понижать последовательным интегрированием. При этом после 

каждого интегрирования, порядок уравнения понижается на единицу и 

прибавляется постоянная интегрирования. 

2) Если ДУ n -порядка  2n  не содержит явно неизвестной функции y  

или ее производных до 1n -порядка включительно, то, введя замену  
     xpppypy knn   ,,..., , 

понизим порядок ДУ. Например, для ДУ второго порядка  yyxF ,,  введем 

замену  xpppypy  ,., . 

3) Если ДУ n -порядка  2n  не содержит независимую переменную x , 

то введем новую неизвестную функцию  ypy  . Тогда 
dy

dp
py   и т.д. 

Пример 6. Найти общее решение дифференциального уравнения 

xxy 32  . 

Решение.   
1

23

2

2

3

3
3 C

xx
dxxxy . 

 
21

34

1

23

2122

3

3
CxC

xx
dxC

xx
y 








  . 

 
32

2

1

45

21

34

2860212
CxC

x
C

xx
dxCxC

xx
y 








  . 

Пример 7. Найти общее решение дифференциального уравнения 

xxyy sinsin  . 
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Решение. ДУ  не содержит явно неизвестной функции y . Введем замену 

 xpppypy  ,, . Тогда xxpp sinsin   - линейное ДУ первого 

порядка:      xxgxxp sin,sin  . Пользуясь готовой формулой, найдем общее 

решение ДУ: 

 

  .1,1

sinsin

cos

1

cos

1

cos

1

cos

cos

1

cossin

1

sin

xxxx

xxxdxxdx

eCyeCeCe

eCdxexeCdxexp








 








 

  






 
tt

dt
dx

txte

dxeCy

x

x

2

cos

cos

1

ln1

lnarccos,

1  

  .cosarcsin

.lnarcsin
ln1

ln

ln1

21

212121

CxCxy

CtCx
t

td
Cx

tt

dt
Cx









 
 

 

2.3.8 Указания к заданию 9. 

Дифференциальное уравнение вида  

0 qyypy , 

где constqp , , называется линейным однородным ДУ второго порядка с 

постоянными коэффициентами.  

Частное решение этого уравнения будем искать в виде  
kxlxkx ekykeyey 2,  . 

Алгебраическое уравнение  

02  qpkk  

называется характеристическим уравнением соответствующим однородному  

ДУ второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Рассмотрим возможные ситуации с корнями характеристического 

уравнения: 

1) Корни характеристического уравнения действительны и различны 

 0D : 
21

kk  . Тогда общее решение в этом случае имеет вид:  
xkxk

eCeCy 21

21
 . 

2) Корни характеристического уравнения двукратны  0D : kkk 
21

. 

Тогда общее решение в этом случае имеет вид:  

  kxexCCy
21

 . 

3) Корни характеристического уравнения комплексно сопряженные 

 0D : ik  
2,1

. Тогда общее решение в этом случае имеет вид:  

 xCxCey x  sincos
21

 . 

Пример 8. Найти решение задачи Коши 

    00,10,0126  yyyyy . 
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Решение. С помощью замены 1,,2  ykyky , имеем 01262  kk . 

Корни характеристического уравнения ik 33
2,1

  - сопряженно комплексные 

числа. Поэтому общее решение  

 xCxCey x 3sin3cos
21

3  . 

Для нахождения частного решения, удовлетворяющего начальным 

условиям, продифференцируем общее решение 

   xCxCexCxCey xx 3cos33sin33sin3cos3
21

3

21

3  . 

Учитывая начальное условие  0,1,0  yyx , получим 


















.3

,1

033

,1

2

1

21

1

C

C

CC

C
 

Следовательно, решение задачи Коши:  xxey x 3sin33cos3  . 

 

2.3.9 Указания к заданию 10. 

Дифференциальное уравнение вида  

 xfqyypy  , 

где  xfconstqp ,,   - непрерывная функция, называется линейным 

неоднородным ДУ второго порядка с постоянными коэффициентами.  

Общее решение неоднородного ДУ второго порядка с постоянными 

коэффициентами состоит из суммы общего решения y  соответствующего 

однородного уравнения и частного решения *y  неоднородного уравнения:  

*
..

yyy
робщ

 . 

Способы нахождения y  изложены в указаниях к заданию 9. 

Рассмотрим способы отыскания частного решения *y  неоднородного 

уравнения: 

1) Если правая часть  xf  линейного неоднородного обыкновенного 

дифференциального уравнения n -го порядка с постоянными коэффициентами 

имеет вид:     x

n
exPxf  , то частное решение *y  ищем в виде   x

n

r exQxy * . 

При этом если   не является корнем характеристического уравнения 

соответствующего однородного уравнения, то   x

n
exQy * , а если   -  корень 

кратности r  характеристического уравнения соответствующего однородного 

уравнения, то   x

n

r exQxy * , т.е. r  - кратность корня характеристического 

уравнения числа  , а  xQ
n

 - многочлен степени n  с неизвестными 

коэффициентами, подлежащими определению коэффициентов. 

2) Если правая часть  xf  линейного неоднородного обыкновенного 

дифференциального уравнения n -го порядка с постоянными коэффициентами 

имеет вид:       xxQxxPexf
mn

x  sincos  , где    xQxP
mn

,  - многочлены 

степени n  и m  соответственно, то частное решение *y  ищем в виде 

    xxNxxMexy
jl

xr  sincos*  , где  xM
l

,  xN
l

 - многочлены степени 
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 mnl ,max  с неизвестными коэффициентами. r  - кратность корня 

характеристического уравнения числа i  . Неизвестные коэффициенты 

определяются путем подстановки функции *y  и ее производных в исходное 

дифференциальное уравнение и приравнивания коэффициентов при 

одинаковых степенях переменных.  

Пример 9. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

xyy sin4  . 

Решение. Общее решение неоднородного ДУ:  *
..

yyy
робщ

 . 

2,04,04:
2,1

2  kkyyy .  xx eCeCy 2

2

2

1
  . 

:*y     xxexxf x sin1cos0sin 0  , 

т.е. ii   не является корнем характеристического уравнения. Таким 

образом, частное решение *y  ищем в виде 

xBxAy sincos*  . 

Вычислим производные  *y  и  *y :  

  xBxAy cossin* 


,    xBxAy sincos*  . 

Функцию *y  и ее производные подставим в исходное дифференциальное  

уравнение: 

xxBxAxBxA sinsin4cos4sincos  , 

xxBxA sinsin5cos5  . 

Определим неизвестные коэффициенты A  и B , приравняв коэффициенты 

при функциях xx sin,cos : 

















.
5

1
,0

15

,05

:sin

:cos

B

A

B

A

x

x
 

Итак, имеем частное решение: xy sin
5

1
*  . Следовательно,  

xeCeCy xx sin
5

12

2

2

1
   

- общее решение дифференциального уравнения. 

 

2.3.10 Указания к заданию 11. 

Общее решение неоднородного ДУ второго порядка с постоянными 

коэффициентами: *
..

yyy
робщ

 . 

Легко найти общее решение    xyCxyCy
2211

  соответствующего 

однородного уравнения (указания к заданию 9). Для отыскания частного 

решения *y  неоднородного уравнения применим метод вариации 

произвольных постоянных. Для этого предполагаем, что   2,1,  ixCC
ii

 - 

дифференцируемые функции, тогда частное решение ищем в виде: 

       xyxCxyxCy
2211

*  . 
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Из системы алгебраических уравнений 

       

         







xfxyxCxyxC

xyxCxyxC

2211

2211
,0

 

найдем  xC
1
  и  xC

2
 . Интегрируя и подставив их на место, получим частное 

решение неоднородного уравнения. 

Пример 10. Решить неоднородное дифференциальное уравнение методом 

вариаций произвольных постоянных 
xxe

yyy
1

2  . 

Решение. Находим общее решение однородного уравнения, 

соответствующего неоднородному уравнению, т.е. 02  yyy .  Корни 

характеристического уравнения: 1,012
2,1

2  krk .  Запишем общее 

решение соответствующего однородного уравнения:  
xx xeCeCy  

21
. 

Предположим, что   2,1,  ixCC
ii

, тогда частное решение будем искать 

в виде:     xx xexCexCy  
21

* . Из системы уравнений  

   

     















xxe
xexCexC

xexCexC

xx

xx

1
1

,0

21

21

 

   

    













x
xxCxC

xxCxC

1
1

,0

21

21

 

имеем: 

1
11

1





x

x
,    1

1
1
0

1





x
x

x
,   

x
x

1
1

1

01

2



 . 

Отсюда   1
1

 xC ,  
x

xC
1

2
 . Интегрируя, имеем:  

11
CxxC  , 

 
22

ln CxxC  . 

Тогда частное решение будет:      0,,ln*
2121
  CCxeCxeCxy xx

.  

Следовательно, окончательно получим общее решение ДУ:  
xxxx exxxexeCeCy   ln*

21
. 

 

3 Расчетно-графическая работа №3. Ряды. Элементы теории 

вероятностей и математической статистики 

 

Цели: научиться исследовать на сходимость знакоположительные и 

знакоочередующиеся ряды, а также освоить инструментарий теории 

вероятностей и математической статистики. 

 

3.1 Теоретические вопросы 

 

1. Числовы ряды, основные понятия. 

2. Достаточнае признаки сходимости. 
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3. Знакочередующиеся ряды. 

4. Абсолютная и условная сходимости. 

5. Функциональные ряды. 

6. Степенные ряды. 

7. Разложение элементарных функций в ряд Тейлора. 

8. Применение рядов в приближенных вычислениях. 

9. Случайные события, основные понятия. 

10. Основные теоремы вероятности. 

11. Одномерные случайные величины. 

12. Основные понятия выборочной теории. 

13. Точечные, интервальные оценки и доверительные интервалы. 

 

3.2 Расчетные задания 

 

1 задание. Записать: а) 
n

a - общий член ряда;  б) 
n

S - n -ую частичную 

сумму ряда; в) 
n

r  - остаток ряда; г) найти S - сумму ряда. 

Таблица 22 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

1.1 

  



 1 21

1

n nn
 1.2 

  



 1 1434

1

n nn
 1.3 

  



 1 32

1

n nn
 

1.4 

  



 1 3212

1

n nn
 1.5 

  



 1 2313

1

n nn
 1.6 

  



 1 5414

1

n nn
 

1.7 

  



 1 3414

1

n nn
 1.8 

  



 1 53

1

n nn
 1.9 

  



 1 3525

1

n nn
 

1.10 

  



 1 5212

1

n nn
 1.11 

  



 1 31

1

n nn
 1.12 

  



 1 5414

1

n nn
 

1.13 

 



 1 1

1

n nn
 1.14 

  



 1 43

1

n nn
 1.15 

  



 1 4313

1

n nn
 

1.16 

  



 1 1323

1

n nn
 1.17 

 



 1 1

1

n nn
 1.18 

  



 1 1212

1

n nn
 

1.19 

  



 1 65

1

n nn
 1.20 

  



 1 3212

1

n nn
 1.21 

  



 1 4323

1

n nn
 

1.22 

  



 1 32

1

n nn
 1.23 

  



 1 9252

1

n nn
 1.24 

  



 1 7434

1

n nn
 

1.25 

  



 1 4515

1

n nn
 1.26 




1 3

1

n
n
 1.27 















1 7

2

n

n

 

1.28 

  



 1 21

1

n nnn
 1.29 




 1
2 5124

1

n nn
 1.30 

 



 1 3

1

n nn
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2 задание. Выполняется ли необходимое условие сходимости ряда?  Если 

да, то исследовать ряд на сходимость с помощью признаков сравнения. 

Таблица 23 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

2.1 



 



1
2

2

43

12

n n

n
 

2.2 



 



1
3 4

1

n n

n
 2.3 




 



1
2 2

1

n n

n
 

2.4 



 1 1

1

n n
 2.5 




 



1
5

2

3

1

n n

n
 

2.6 



 1
2 2

1

n n
 

2.7 



 



1
3 2

23

n n

n
 2.8 



















1

3

2

2

34

1

n n

n  
2.9 




 



1
2 13

3

n n

n
 

2.10 

 



 1 1ln

1

n n
 2.11 

 



 



1 2

1

n nn

n
 2.12 




 



1
7

2

4

12

n n

n
 

2.13 



 1 23

1

n n
 2.14 




 



1
2

2

1

2

n n

n
 

2.15 



 1
3 2

1

n n
 

2.16 







1

1

n n

n
 

2.17 



 



1
3 5 1

2

n n

n
 

2.18 



 1
3 1

1

n n
 

2.19 



 



1
2

3

43

12

n n

n
 

2.20 



 



1
5 3 2

1

n n

n
 

2.21 



 



1
21

1

n n

n
 

2.22 



1

2sin

n n

n
 

2.23 



 1
4 16

1

n nn
 2.24 

 



 1
3

1n n

n
 

2.25 






1
35

1

n
n

 2.26 







1
2sin

1

n nn

n
 

2.27 



 



1
4 3

2

n n

n
 

2.28  



 



1
22 ln

1lnsin

n nn

nn
 2.29 




 



1 14

13

n n

n
 2.30 




 



1
3 52

3

n n

n
 

 

3 задание. Исследовать ряд на сходимость с помощью признака 

Даламбера. 

Таблица 24 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

3.1  



 



1
2 3

!1

n
nn

n
 3.2 

 







1

1

!2

2

n

n

n
 

3.3 



 1 10

!

n
nn

n
 

3.4 







1

2

2

1

n
n

n
 

3.5 



 1
2 1

!

n nn

n
 3.6 




 



1 5

2

n
nn

n
 

3.7  



 



1
2 7

!1

n
nn

n
 3.8 








1

!3

n
n

n

n

n
 

3.9 

 



 1 41

!

n
nn

n
 

3.10 

 



 



1 !13

1

n
n n

n  3.11 







1
2

1

1

4

n

n

nn
 

3.12 







1
2

1

13

3

n

n

n
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Окончание таблицы 24 

3.13 







1 6

4

n
n

n
 3.14  

 








1
1

2

31

1

n
nn

n
 

3.15 







1

3

!

1

n n

n
 

3.16 

 



 



1 !1

2!

n

n

n

n  
3.17 




1 4

!

n
n

n
 3.18 








1
3

1

1

3

n

n

n
 

3.19 








1
1

3

3

1

n
n

n
 

3.20 












 

1

1
2

n

n

n

n

n
 

3.21  








1
15

!1

n
nn

n
 

3.22 



 



1
2

2

3

2

n
nn

n
 

3.23 







1

2

!

12

n n

nn  
3.24 







1
12

!

n
n

n
 

3.25 

 







1

1

!2

3

n

n

n
 

3.26  







1

1

!

4!1

n

n

n

n  
3.27 








1
2

2

4

5

n

n

n
 

3.28  
 












1

21

!1

12

n

n

n

n  
3.29 

 



 1 !12

1

n n
 3.30  









1
13

!1

n
n

n
 

 

4 задание. Исследовать ряд на сходимость с помощью радикального 

признака Коши. 

Таблица 25 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

4.1 














1 13n

n

n

n
 

4.2 


















1

2

34

52

n

n

n

n
 

4.3 


















1 1

14

n

n

n

n
 

4.4 


















1
2 13

2

n

n

n

n
 

4.5 














1

2

3

1
arcsin

n

n

n
 

4.6 


















1

2

13

12

n

n

n

n
 

4.7 
 







 

1n 2

5
n

n

n
 

4.8 
 













1n
5

3

4

3
n

n

nn
 

4.9 







1 5

)2(

n
n

nn
 

4.10 



1 ln

1

n
n n

 4.11 
2

1 13

12
n

n n

n

















 

4.12 



















1

2

13

1

n

n

n

n
 

4.13 


















1
2

2

243

12

n

n

nn

nn
 

4.14 

nn

n 1
arcsin

1






 
4.15 

 



 1 1n
n

n

n

e
 

4.16 















1

2

1n

n

n

n
 

4.17 
 













1n 12

34
n

n

n
 

4.18 


















1
2

2

346

18

n

n

nn

nn
 

4.19 


















1 12

34

n

n

n

n
 

4.20 



1 ln

1

n
n n

 4.21 

1

1

1 



 n
arctg

n

n  

4.22 


















1 14

13

n

n

n

n
 

4.23 


















1
2

2

13

14

n

n

n

n
 

4.24 


















1
2

2

13

15

n

n

n

n  
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Окончание таблицы 25 

4.25 


















1
2

2

343

532

n

n

nn

nn
 

4.26 

13

1

1

2





 n
arctg

n

n  
4.27 

 



 1
2 1ln

1

n
n n

 

4.28 



















1

2

2

2

14

1

n

n

n

n
 

4.29 



















1

2

2

14

n

n

n

n
 

4.30 22

1 32

52
n

n n

n

















 

 

5 задание. Исследовать ряд на сходимость с помощью интегрального 

признака Коши. 

Таблица 26 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

5.1 

nnn ln

1

2






 
5.2 

7
1

1

nn






 
5.3 

nnn ln

1

2






 

5.4 

2
ln

1

3 n
n

n






 
5.5 

   12ln12

1

1 



 nnn

 
5.6 

 4
1 13

1





 nn

 

5.7 

   1ln1

1

1 



 nnn

 
5.8 

 3
1 12

1





 nn

 
5.9 

nnn
2

2 ln

1





 

5.10 

 51 3

1





 nn

 
5.11 

 nnn 3ln

1

1






 
5.12 

   13ln13

1
2

1 



 nnn

 

5.13 

 31 2

1





 nn

 
5.14 

3 2
2 ln

1

nnn






 
5.15 

   3ln3

1
3

0 



 nnn

 

5.16 

   22ln1

1
2

1 



 nnn

 
5.17 

 3 2
1 1

1





 nn

 
5.18 

   3 2
2 1ln1

1





 nnn

 

5.19 

   12ln12

1
3

1 



 nnn

 
5.20 

   13ln13

1

1 



 nnn

 
5.21 

 31 13

1





 nn

 

5.22 

 nnnn lnlnln

1

3 





 
5.23 

3

2

1 1 n

n

n 





 
5.24 

  2
3 lnlnln

1

nnnn 





 

5.25 

3
23

2
ln

1

n
n

n








 
5.26 

3
0

1
2

1














 nn

 
5.27 

 51 13

1





 nn

 

5.28 

   1ln1

1
2

1 



 nnn

 
5.29 

 2
0 13

1





 nn

 
5.30 

   1ln1

1
3

1 



 nnn

 

 

6 задание. Исследовать на абсолютную или условную сходимость 

знакочередующиеся ряды. 
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Таблица 27 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

6.1  
 !1

1 3

1 





 n

n
n

n

 
6.2  

3 2

1

1 1

1











n

n

n

 
6.3 

 
n

n

n n

n


















1

1
1

1

 

6.4  
nn

n

n 









3

1
1

1

 
6.5 

 
n

n

n n

n














 1

2
1

2
1

 
6.6  

nn

n

n ln

1
1

1







  

6.7    
2

11
3

1

1 









n

n
n

n

 
6.8 

 
n

nn

n

ln
1

1

1






  
6.9  

n

n

n

1

1







 

6.10  
12

1

1 





 n

n

n

 
6.11  

1

1
3

1 





 n

n
n

n

 
6.12 

 
n

n

n n














 13

2
1

1

 

6.13  
 !1

1
1

1 









n

n

n

 
6.14    

n

n

n

n

2

11
1

1








  
6.15  

4

1

1 1

1











n

n

n

 

6.16    
3

1

11

n

n
n

n







 
6.17  

 2

1

1 12

1











n

n

n

 
6.18  

!

31
1

1 nn

nn

n 








  

6.19  
nn

n

n
2

1

1 ln

1







  

6.20  

2

1
3

1 





 n

n
n

n

 
6.21  

7

1

1

1

n

n

n







  

6.22 
 

n

n

n













 4

1
1

1

 
6.23  

1

1

1 2!

1





 


 n

n

n n
 

6.24  
!

31
1

1 n

nn

n








  

6.25 
 

2

2

1
1

1

n

n

n n

n


















 
5.26 

 
n

n

n

















3

2
1

1

1

 
6.27  

2

1

1 4

1

nn

n

n 








  

6.28    
12

21
2

21

1 









n

n
n

n

 
5.29 n

n n















 15

4

1

 
6.30  

3

1
5

2

1 





 n

n
n

n

 

 

7 задание. Найти область сходимости функционального ряда. 

Таблица 28 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

7.1  
 12

122

1 





 n

xn
n

n

n

 
7.2 

   11

32

1 





 nx

n
n

n

n

 
7.3 

 13 2
1 





 n

xn
n

n

n

 

7.4  
n

n

n

xn

3

13

1







 
7.5 

  nn
n x

n

22

3

1 





 
7.6  

3
1

133

n

x
nn

n







 

7.7 

 23 1
1 









n

xn
n

n

n

 
7.8  

n

x
n

n

n 





 2

13

1

 
7.9 2

141

n

n

n

n n

nx















 

7.10  
  2

1 1

21

nx

n
n

n

n 







 
7.11 

3
1 3 n

x
n

n

n 





 
7.12    

 23

1342

1 





 n

xn
n

n

n
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Окончание таблицы 28 

7.13  
3

12
2

1 





 n

xn
n

n

 
7.14 

  nn
n x

n

31

12

1 







 
7.15 

32

2
2

1

1 






nn

xnn

n

 

7.16 

 n
n

n x 1

2

1 





 
7.17 n

n

n

n n

nx













 1

2

21

 
7.18  

 1

1

1 





 nn

x
n

n

 

7.19    
1

321
3

2

1 





 n

xn
n

n

 
7.20 

 nn x

n

1

13

1 







 
7.21  

n

n

n

n n

nx















 133

1

1

 

7.22 

 nn x

n

3

3

1 







 
7.23    

n

n

n

nx

4

44

1







 
7.24    

n

n

n

xn

3

332

1







 

7.25  
 22

1
3

1 





 n

xn
n

n

n

 
7.26  

1

32
2

1 





 n

x
n

n

 
7.27    

n

n

n

xn

3

2332

1







 

7.28 2

12

2

21

n

n

n

n n

nx















 
7.29  

3

143
2

1 





 n

x
nn

n

 
7.30 

   112

2
2

1 





 nx

n
n

n

n

 

 

8 задание. Вычислить определенный интеграл с точностью до 0,001. 

Таблица 29 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

8.1 



4,0

0

31
 

x

dx
 

8.2 




5,0

0

e dxx x  
8.3 


1

0

cos dxx  

8.4 
  sin

1

0

2

 dxx  
8.5 

  1
2/1

0

3

  dxx  
8.6 

  
1

12/1

0

4


dx
x

 

8.7 




1

0

2

2

e dx
x

 
8.8   

1

0

1ln  dxx  
8.9 

dxxx
1

0

22 sin  

8.10 
  sin

1

0

 dxx  
8.11 

  e
2/1

0

4

2




dx
x

 
8.12 




1

0
3 21

 
x

dx
 

8.13 




0

2,0 3
sin

2

dx
x

 
8.14 




0

1,0

2

sin
dx

x

x
 

8.15 




0

25,0 3

2
cos

2

dx
x

 

8.16 
 dxx

1.0

0

225cos  
8.17 




25,0

0

dxe x
 

8.18 
  

1

3/1

0
3 4

 x

dx
 

8.19 
  

1

1

0
4
x

dx
 

8.20 




0

2,0

)1ln( 2

dx
x

x
 

8.21 
  arctg

3

0

2

  xdxx  

8.22 
xdxx cos

1

0

  
8.23 





0

3,0

23 dxe x
 

8.24 
  

2/1

0

 dxxarctg  

8.25 
  

1

0

2


 dxe x  

8.26 



0

2.0

2

2cos1
dx

x

x
 

8.27 




0

2,0 4

5
cos

2

dx
x
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Окончание таблицы 29 

8.28 
dxx 

25.0

0

2 1  
8.29 

  cos
1

0

3

  dxxx  
8.30 

  
5,0

0

21ln dxxx  

 

9 задание. Разложить в ряд Фурье функцию  xf  с периодом l2 , в 

указанном интервале. 

Таблица 30 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

№ 

п/п 
Задание 

9.1 
 










20,3

,02,0

x

x
xf  9.2 

 









30,5

,03,0

x

x
xf  9.3 

 









12/1,4

,2/10,4

x

x
xf  

9.4 
 










42,0

,20,4

x

x
xf  

9.5 
 










40,4

,04,0

x

x
xf  9.6 

 









63,0

,30,2

x

x
xf  

9.7 
 










30,3

,03,0

x

x
xf  9.8 

 









10,4

,01,0

x

x
xf  9.9 

 









21,2

,10,2

x

x
xf  

9.10 
 










42,4

,20,4

x

x
xf  9.11 

 









60,2

,06,0

x

x
xf  9.12 

 









35.1,3

,5.10,3

x

x
xf  

9.13 
 










84,2

,40,2

x

x
xf  9.14  










2/10,2

,02/10

x

x
xf  9.15 

 









2/10,3

,02/1,3

x

x
xf  

9.16 
 










42,8

,20,8

x

x
xf  

9.17 
 










80,4

,08,0

x

x
xf  9.18 

 









75.3,5

,5,30,5

x

x
xf  

9.19 
 










42,5

,205

x

x
xf  

9.20 
 










40,8

,04,0

x

x
xf  9.21 

 









2/30,3

,02/3,3

x

x
xf  

9.22 
 










70,5

,07,0

x

x
xf  9.23 

 









10,0

,01,3

x

x
xf

 

9.24 
 










75.3,0

,5.30,5

x

x
xf  

9.25  









12/1,3

,2/10,3

x

x
xf  9.26 

 









31,0

,10,2

x

x
xf  9.27 

 









20,6

,02,6

x

x
xf  

9.28 
 










63,3

,36,0

x

x
xf  9.29 

 









10,5

,01,5

x

x
xf  9.30 

 









63,0

,30,3

x

x
xf  

 

10 задание. Выполнение этого задания предполагает применение  

классического определения вероятности случайных событий, элементов 

алгебры событий и комбинаторики, гипергеометрической схемы. 

10.1 В ящике 10 яблок и 5 груш. Наудачу выбираются 4 фрукта. Какова 

вероятность, что все три фрукта – яблоки? 

10.2 В урне 7 белых и 3 черных шара. Из урны в случайном порядке, один 

за другим, вынимают все находящиеся в ней шары. Найти вероятность того, что 

вторым по порядку вынут белый шар. 

10.3 Группа, состоящая из 9 человек, занимает место за круглым столом. 
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Найдем вероятность того, что два определенных человека окажутся сидящими 

рядом. 

10.4 Брошено два игральных кубика. Найти вероятность того, что сумма 

очков на выпавших гранях не меньше девяти. 

10.5 Брошены две игральные кости. Найти вероятность того, что сумма на 

выпавших гранях равна пяти, а произведение - четырем. 

10.6 Бросается игральный кубик. Какова вероятность того, что на верхней 

грани выпадет не более четырех очков? 

10.7 В урне 6 белых и 4 черных шара. Из урны вынимают три шара. 

Какова вероятность того, что будет два белых и один черный шар? 

10.8 В ящике находится 24 сигнальных ракет, из которых 6 красного 

цвета, остальные зеленого. Какова вероятность того, что среди пяти ракет, 

взятых наудачу, три окажутся красного цвета? 

10.9 Студент знает 45 вопросов из 60 вопросов программы. Каждый 

экзаменационный билет содержит три вопроса. Найти вероятность того, что: а) 

Студент знает все три вопроса программы; б) только два вопроса; в) только 

один вопрос экзаменационного билета. 

10.10 В урне 7 белых и 4 черных шара. Шары тщательно перемешиваются 

и затем вынимаются три шара. Какова вероятность того, что появятся два 

белых и один черный шар? 

10.11 Бросаются две игральные кости. Найти вероятности следующих 

событий: А - сумма выпавших очков равна 6; В - произведение выпавших очков 

равно 6; С - сумма выпавших очков больше, чем их произведение. 

10.12  Колоду из 36 карт случайным образом делят пополам. Найдите 

вероятность того, что в каждой половине будет по два “туза”. 

10.13 На шести карточках написаны буквы О, Ц, Е, Н, К, А. Карточки 

переворачиваются и тщательно перемешиваются. Найти вероятность того, что, 

перевернув пять карточек, получим слово КОНЕЦ. 

10.14 В ящике содержится 110 деталей, из них 10 бракованных. Наудачу 

извлекают 5 деталей. Найти вероятность того, что среди извлеченных деталей 

есть одна бракованная. 

10.15 Бросается два игральных кубика. Какова вероятность того, что на 

верхних гранях выпадет не более пяти очков? 

10.16 В ящике содержится 10 одинаковых деталей, помеченных номерами 

от 1 до 10. Извлечены три детали. Найти вероятность того, что среди 

извлеченных деталей находится деталь с номером, кратным трем. 

10.17 В урне 8 белых, 6 черных и 4 красных шара. Из урны вынимают два 

шара. Какова вероятность того, что шары будут разных цветов? 

10.18 Имеется 25 деталей, 4 из них бракованные. Случайным образом 

взяты две детали. Какова вероятность того, что среди них окажется 

бракованная? 

10.19 Студент знает 50 вопросов из 60 вопросов программы. Найти 

вероятность того, что студент знает два вопроса, содержащиеся в его 

экзаменационном билете. 
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10.20 В ящике 12 шаров, из них 8 белых и 4 черных шара. Какова 

вероятность того, что из пяти взятых наугад шаров два из них окажутся 

черными. 

10.21 В урне 8 белых и 4 черных шара. Из урны одновременно вынимают 

два шара. Какое событие более вероятно: А - шары одного цвета; В - шары 

разных цветов? 

10.22 Бросается два игральных кубика. Какова вероятность того, что 

произведение выпавших очков будет четным? 

10.23 В урне 8 белых и 4 черных шара. Из урны вынимают три шара. 

Какова вероятность того, что будет два белых и один черный шар? 

10.24 Бросаются две игральные кости. Найти вероятности следующих 

событий: А - сумма выпавших очков равна 7; В - произведение выпавших очков 

равно 7; С - сумма выпавших очков больше, чем их произведение. 

10.25 Имеется 16 деталей, четыре из них бракованные. Случайным 

образом взяты три детали. Какова вероятность того, что среди них окажется 

одна бракованная? 

10.26 Пять мужчин и десять женщин случайным образом по трое 

рассаживаются за 5 столиков. Какова вероятность того, что за каждым 

столиком окажется мужчина? 

10.27 В магазин поступило 45 новых телевизоров, среди которых 5 имеют 

скрытые дефекты. Найти вероятность того, что купленный телевизор не имеет 

скрытых дефектов. 

10.29 Сколько различных слов можно составить, переставляя бувы в 

слове «СТУДЕНТ»? Выписать все эти слова. 

10.30 Бросаются две игральные кости. Найти вероятности следующих 

событий: А -  сумма выпавших очков равна 6; В - произведение выпавших 

очков равно 6; С- сумма выпавших очков больше, чем их произведение. 

 

11 задание. Монету бросают n  раз. Найти вероятность того, что «герб» 

выпадет: ровно 
1

k  раз; не менее 
2

k  раза. 

Таблица 31 

№ 

п/п 
n  1

k  
2

k  № 

п/п 
n  1

k  
2

k  

11.1 7 3 5 11.2 8 4 6 

11.3 4 2 2 11.4 7 2 5 

11.5 5 2 3 11.6 4 2 3 

11.7 6 4 5 11.8 5 1 2 

11.9 4 1 3 11.10 6 4 2 

11.11 8 3 7 11.12 4 3 3 

11.13 9 4 8 11.14 8 5 6 

11.15 6 2 4 11.16 9 6 7 

11.17 5 2 3 11.18 6 4 3 

11.19 8 3 6 11.20 5 2 2 
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Окончание таблицы 31 

11.21 7 3 5 11.22 8 2 7 

11.23 4 2 3 11.24 6 5 4 

11.25 6 5 5 11.26 5 1 2 

11.27 7 2 6 11.28 7 3 5 

11.29 9 1 8 11.30 8 6 5 

 

3.3 Методические указания по выполнению РГР №3 

 

3.3.1 Указания к заданию 1. 

Выражение 







1

321
......

n
nn

aaaaa    (1) 

называется числовым рядом. Здесь, ...,,,
321

aaa   - члены числового ряда,  
n

a  - 

общий член ряда. 

Если нумерация числового ряда начинается с нуля, то ряд имеет вид 







0

3210
......

n
nn

aaaaaa . 

Сумма n  первых членов числового ряда (1) называется n -ой частичной 

суммой числового ряда:  









n

n
kn

n
nn

aaaaaaS
1

321
1

... . 

 

Ряд 

nnnn
nk

k
raaaa 







 ...
321

1

 

называется n -ым остатком числового ряда. 

Суммой числового ряда называется конечный или бесконечный предел от 

n -ой частичной суммой числового ряда: 

n
n

SS


 lim .      (2) 

Если числовой ряд сходится, то ее сумма конечна  S , а если ряд 

расходится, то  S . 

Пример 1. Дан ряд 
  




 1 3747

1

n nn
. 

Записать:  

а) 
n

a - общий член ряда;    

б) 
n

S - n -ую частичную сумму ряда;  

в) 
n

r  - остаток ряда;  

г) найти S - сумму ряда. 
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Решение.  

а) 
  3747

1




nn
a

n
 - общий член ряда; 

б) 
     3747

1
...

2417

1

1710

1

103

1

3747

1

1 














 nnkk
S

n

k
n

; 

в)  
        

...
177107

1

10737

1

3747

1

1










 


 nnnnkk
r

nk
n

; 

г) разложим общий член ряда на простейшие дроби методом 

неопределенных коэффициентов: 

  
    14737,

37473747

1









 nBnA

n

B

n

A

nn
a

n
. 

.
7

1
,17,

7

4

,
7

1
,17,

7

3





AAn

BBn

 

Следовательно,  

  


















37

1

47

1

7

1

3747

1

nnnn
a

n
. 

Значит,  







































 17

1

10

1

10

1

3

1
lim

7

1

37

1

47

1

7

1
limlim

nn
n

n nn
SS  











































37

1

47

1

47

1

117

1
...

24

1

17

1

nnnn
 

.
21

1

37

1

3

1
lim

7

1













 nn
 

Таким образом, заданный ряд сходится, его сумма 
21

1
S . 

 

3.3.2 Указания к заданию 2. 

Теорема (необходимый признак сходимости ряда). Если числовой ряд 




1n
n

a  сходится, то 0lim 


n
n

a .  

Обратное утверждение не верно. Если необходимый признак выполнен, 

то ряд может как сходится, так и расходится. Если необходимый признак не 

выполнен, т.е. предел 0lim 


n
n

a  или не существует, то числовой ряд расходится 

по достаточному признаку расходимости. 

Ряд  




1

1

n
pn
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называют рядом Дирихле. При 1p , ряд сходится, а при 1p  - расходится. 

При 1p  получим расходящийся гармонический ряд 


1

1

n n
. 

Достаточные признаки сходимости. 

1. Признак  сравнения. Если члены знакоположительного ряда 


1n
n

a  

удовлетворяют условию 
nn

ba  , то из сходимости знакоположительного ряда 




1n
n

b  следует сходимость ряда 


1n
n

a . Если 
nn

ba  , то из расходимости ряда 


1n
n

b  

следует расходимость ряда 


1n
n

a . 

2. Предельный признак  сравнения. Если для строго положительных 

рядов 


1n
n

a  и 


1n
n

b  справедливо соотношение 

 


AA
b

a

n

n

n
0lim , 

то эти ряды одновременно сходятся или расходятся. 

Пример 2. Дан ряд 


 



1
6 34

2

n n

nn
. Выполняется ли необходимое условие 

сходимости ряда?  Если да, то исследовать ряд на сходимость с помощью 

признаков сравнения. 

Решение. 
34

2
6 




n

nn
a

n
 -  общий член ряда. Для заданного ряда 

необходимое условие сходимости выполняется: 

0
34

2
limlim

6



















 n

nn
a

n
n

n
. 

 Сравним данный ряд с рядом Дирихле 


1n
n

b : 

nn
b

n
n

n

n

nn
a 






2

33

2

3

6

2

1

2
~

34

2
. 

Ряд Дирихле 


1 2

3

1

n
n

 сходится, так как 1
2

3
p  и поскольку  

 















 2

1
0,

2

1

34

2
limlim

6

2

3

n

nnn

b

a
n

n

n

n
,  

то исследуемый ряд 


 



1
2 34

2

n n

nn
 по предельному признаку сравнения сходится.  
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3.3.3 Указания к заданию 3. 

Признак Даламбера. Если для знакоположительного ряда 


1n
n

a   

существует конечный или бесконечный предел 

q
a

a

n

n

n




1lim , 

то при 1q  этот ряд сходится, а при 1q  - расходится. Если 1q , то 

требуется дополнительное исследование. 

Пример 3. Исследовать ряд  
 




 



1 !3

12...531

n
n n

n
 на сходимость с 

помощью признака Даламбера. 

Решение.  
     

 !13

1212...531
,

!3

12...531
11












n

nn
a

n

n
a

nnnn
. 

Исследуемый ряд по признаку Даламбера сходится, так как 

   
     

1
3

2

13

12
lim

12...531!13

!31212...531
limlim

1

1 














 n

n

nn

nnn

a

a
nn

n

n
n

n

n
. 

 

3.3.4 Указания к заданию 4. 

Радикальный признак Коши. Если для знакоположительного ряда 


1n
n

a  

существует конечный или бесконечный предел 

qan
n

n



lim , 

то при 1q  этот ряд сходится, а при 1q  - расходится. Если 1q , то 

требуется дополнительное исследование. 

Пример 4. Исследовать ряд 



















1

2

1

2

n

nn

n

n
 на сходимость с помощью 

радикального признака Коши. 

Решение.  

nn

n
n

n
a

















2

1

2
. 

Исследуемый ряд по радикальному признаку Коши расходится, так как 

1
1

1
1lim

1

2
lim

1

2
limlim

112


















































e

nn

n

n

n
a

n

n

n

n

n

nn

n

n
n

n
. 

 

3.3.5 Указания к заданию 5. 

Интегральный признак Коши. Если  xf  непрерывная положительная 

убывающая на промежутке  ,1  функция, то ряд  


1n

nf  и несобственный 
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интеграл  dxxf


1

 ведут себя одинаково в смысле сходимости: либо оба 

сходятся, либо оба расходятся. 

Пример 5. Исследовать ряд 
   








 


22 2ln1

1

nn
n

nn
a  на сходимость с 

помощью интегрального признака Коши.  

Решение.  Для сравнения составим ряд  

     





















2222 2ln

1
~

2ln1

1

n
n

nnn
n

b
nnnn

a . 

и несобственный интеграл, удовлетворяющие признаку Коши: 

 
 
 

 
 

      .4lnln2lnlnlim2lnlnlim

2ln

2ln
lim

2ln

2ln

2ln

1

2

222













bx

x

xd

x

xd
dx

xx

b

b

b

b

b
 

Итак, интеграл расходится, следовательно, ряд 


2n
n

b  - расходится. Так как 

nn
ba  , то исследуемый ряд также расходится. 

 

3.3.6 Указания к заданию 6. 

Действительные ряды, членами которых являются числа чередующихся 

знаков   

 





1

1
n

n

n
a  

называют знакоочередущимися рядами. 

Знакочередующийся ряд при   na
n

,0  называется рядом 

Лейбница. 

Признак Лейбница. Если члены знакочередующегося ряда по абсолютной 

величине монотонно убывают и общий член 
n

a  стремится к нулю при n , 

то этот ряд сходится и его сумма 
1

aS  . 

Всякий абсолютно сходящийся ряд сходится. 

Если ряд 


1n
n

a сходится, а ряд 


1n
n

a  расходится, то ряд 


1n
n

a  называется 

условно сходящимся.  

Пример 6. Дан ряд 
 

n

n

n

1

1

1







 . Исследовать на абсолютную или условную 

сходимость. 

Решение. Ряд из модулей этого ряда является гармоническим рядом, 

поэтому расходится: 
 

nn n

n

n

11

1

1

1














. Итак, исходный ряд не является 
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абсолютно сходящимся. Последовательность 
n

1
 монотонно стремится к нулю 

при n . Следовательно, исходный ряд сходится условно. 

 

3.3.7 Указания к заданию 7. 

Ряд  

        Dxxuxuxuxu
n

nn
 





,......
1

21
,   (1) 

членами которого является функция  xu
n

, определенная в области D , 

называется функциональным рядом. 

Если в точке Xx 
0

 сходится числовой ряд из значений его членов 

 


1
0

n
n

xu , то в этой точке сходится функциональный ряд (1). В противном 

случае функциональный ряд называется расходящимся.  

Функцию  

           xuxuxuxuxuxS
n

n

k
kn




...
321

1

 

называют n -ой частичной суммой функционального ряда. 

Выражение  

          ...
321

1








 xuxuxuxuxr
nnn

nk
kn

 

называется n -ым остатком функционального ряда. 

Если функциональный ряд (1) сходится на множестве X , то предельную 

функцию 

   xSxS
n

n



lim  

называют суммой функционального ряда.  

Для определения области абсолютной сходимости функционального ряда 

следует воспользоваться либо признаком Даламбера, либо признаком Коши: 

 
 

     xLxuxL
xu

xu
n

n
n

n

n

n







lim,lim 1 . 

Решая неравенство   1xL  или   1xL , определим область сходимости 

или область расходимости соответственно. 

Пример 7. Найти область сходимости функционального ряда 
 

1

2

1 





 n

nx
n

n

. 

Решение. Так как 
 
 

 
2

1

2
limlim 1 











x

n

nx

xu

xu
n

n
n

n

n
, 

то ряд сходится абсолютно при 12 x , т.е. в интервале  1;3  . При 

3x  имеем знакочередующийся ряд: 
   

1

1

1

23

11 














 n

n

n

n
n

n

n

n

. Этот ряд 

расходится, так как общий член не стремится к нулю при n . При 1x  
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имеем знакоположительный ряд: 
 

11

21

11 












 n

n

n

n

n

n

n

, который расходится. 

Следовательно, областью сходимости исходного ряда является интервал 

 1;3  .  

 

3.3.8 Указания к заданию 8. 

При приближенном вычислении определенного интеграла 

подынтегральную функцию разлагают в степенной ряд.  

Разложение элементарных функций в степенной ряд: 

1)   




;,
!

...
!

...
!3!2

1
0

32

x
n

x

n

xxx
xe

n

nn

x . 

2)  
 

 
 

 






 








;,
!12

1
...

!12
1...

!5!3
sin

1

12112
1

53

x
n

x

n

xxx
xx

n

nnn
n

. 

3)  
 

 
 

 


 




;,
!2

1
...

!2
1...

!4!2
1cos

0

2242

x
n

x

n

xxx
x

n

nnn
n

. 

4)  
     

...
!

1...1
...

!2

1
11

2








n

xnx
xx

n



 

               
   

 1;1,
!

1...1
1

1




 




x
n

xn

n

n
. 

5)      1;1,1...1...1
1

1

0

32 







xxxxxx
x n

nnnn
. 

6)  
   

 1;1,
1

...
1

...
32

1ln
1

1132







 






x
n

x

n

xxx
xx

n

nnnn

. 

7) 
   

 1;1,
12

1
...

12

1
...

753 0

1212753










 







x
n

x

n

xxxx
xarctgx

n

nnnn

 

8) 
   

 1;1,
12

1

2
...

12

1
...

32 0

1211212










 







x
n

x

n

xx
xarcctgx

n

nnnn


. 

Пример 8. Вычислить определенный интеграл 
3/1

0

2sin dxx  с точностью до 

0,001. 

Решение. Пользуясь преобразованием  

 xx 2cos1
2

1
sin2   

и  разложением 

 
 

 
 

 


 




;,
!2

1
...

!2
1...

!4!2
1cos

0

2242

x
n

x

n

xxx
x

n

nnn
n

, 

находим 

  







 ...

!6

2

!4

2

!2

2
11

2

1
2cos1

2

1 36242 xxx
x . 
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Следовательно,  

....
3645

1

243

2

18

1

...
459

2

2

1
...

!6

2

!4

2

!2

2

2

1
sin

3/1

0

43

2

3/1

0

362423/1

0

2




















 

xx
xdx

xxx
dxx

 

Поскольку 001,00002,0
3645

1
,001,0008,0

243

2
,001,0056,0

18

1
 , то  

048,0
243

2

18

1
sin

3/1

0

2  dxx . 

 

3.3.9 Указания к заданию 9. 

Тригонометрический ряд 

  





1

0 sincos
2

~
n

nn
l

nx
b

l

nx
a

a
xf


 

называется рядом Фурье функции  xf  на отрезке  ll; . 

Числа 

 

     



l

l

n

l

l

n

l

l

dx
l

nx
xf

l
bdx

l

nx
xf

l
adxxf

l
a


sin

1
,cos

1
,

1
0

 

называются коэффициентами Фурье. 

Если функция  xf  - четная, то ряд Фурье имеет вид 

  


1

cos~
n

n
l

nx
axf


, 

а если  xf  - нечетная функция, то ряд Фурье: 

  


1

sin~
n

n
l

nx
bxf


. 

Пример 9. Разложить  функцию  

 









lxl

lxC
xf

2,0

,0,
 

в ряд Фурье. 

Решение. Коэффициенты Фурье: 

  








l

n

n

l

n

l

n

C
dx

l

nx
C

l
b

dx
l

nx
C

l
aCCdx

l
a

0

1

00

0

.11sin
1

,0cos
1

,
1







 

Следовательно, ряд Фурье имеет вид 

  x
l

n

n

CC
xf

n













1

12
sin

12

12

2
~ . 
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