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Кіріспе  

 

Есептеу-сызба жұмыстарды орындау бойынша әдістемелік нұсқаулықтар 

мен тапсырмалар Математики II бағдарламасына сай «Көп айнымалы 

функциялардың дифференциалдық есептеулері. Еселі интегралдар», 

«Қарапайым дифференциалдық теңдеулер» және «Қатарлар. Ықтималдықтар 

теориясы және математикалық статистика элементтері» бөлімдері бойынша 

орындалған. Бұл бөлімдер физика, механика және әр тұрғыдағы инженерлік 

есептерді шешуде  ерекше орын алады және де әртүрлі зертеулер есептеулерінде, 

сонымен бірге математика мен оның қолданыстарында кеңінен қолданыс табады.   

Теориялық сұрақтарға жауабы мен есептік тапсырманың қандай да бір 

нұсқаларын орындауы студенттердің іргелі білімді игеруімен бірге, ғылыми-

зерттеу жұмыстарының есептері мен қолданбалы есептерді шешуді дағдылану 

мүмкіндігіне ие болады. 

  Тапсырмалар 30 нұсқадан тұрады. Әрбір студенттің нұсқа реті топ 

тізімінің реттік нөмірі бойынша анықталады. Тапсырмалар кестесінің реттік 

нөмірінің екінші саны студенттің нұсқасының реті болады. Есептеу-сызба 

жұмысы оқушылар дәптеріне орындалады және жұмыстың соңында әдебиеттер 

тізімі келтірілуі керек. 

 

1 Есептеу-сызба жұмыс №1. Көп айнымалы функциялардың 

дифференциалдық есептеулері. Еселі интегралдар 

 

Мақсаты: көп айнымалылы функциялар туындыларын табуды және еселі 

интегралдарды есептеуді үйрену. 

 

1.1 Теориялық сұрақтар 

 

1. Көп айнымалылы функциялар, негізгі түсініктер. 

2. Екі айнымалылы функциялардың үздіксіздігі. 

3. Екі айнымалылы функциялардың туындылары. 

4. Жоғарғы ретті дербес туындылар. 

5. Екі айнымалылы функциялардың дифференциалы. 

6. Бағыт бойынша туынды, градиент 

7. Айқын емес түрде  берілген функция туындысы. 

8. Жанама жазықтығы және беттің нормалы. 

9. Екі айнымалылы функциялардың экстремумы. 

10. Екі еселі интегралдар, негізгі түсініктер. 

11. Екі еселі интегралдардың есептеулері. 

12. Үш еселі интегралдар, негізгі түсініктер. 

13. Үш еселі интегралдардың есептеулері. 

14. Екі және үш еселі интегралдардың қосымшалары. 
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1.2 Есептік тапсырмалар 
 

1-тапсырма. Екі айнымалылы функция  yxfz ,  берілген.  Табыңыз:   

а) z - толық өсімшесін;  

б) 
y

z

x

z








,  - дербес туындыларын;  

в) dz - дифференциалын;  

г) 
yx

z

y

z

x

z











 2

2

2

2

2

,,  - екінші ретті дербес туындыларын;  

д) zd 2 - екінші ретті дифференциалын. 

1 кесте 

№  yxfz ,  №  yxfz ,  

1.1 1362 22  yxyxz  1.2  xyarctgz   

1.3 333  yxyxz  1.4 6 yxz  

1.5 xez yx 
33

 1.6 332 yxeyz   

1.7   13
322  yxz  1.8   12sin  xxyz  

1.9 

y

x
z ln  

1.10 

1


y

x
z  

1.11 

1


x

y
z  

1.12   12sin  xxyz  

1.13   3cos  yxyz  1.14   xyxz 
5

32  

1.15 12 2233  yxyxz  1.16  22ln yxz   

1.17 xyz   1.18  xyz arcsin  

1.19 3 xyz  1.20 yxz   

1.21  yxz  ln  1.22 323  yxz  

1.23   yyxz 23
43   1.24 xez xy 2  

1.25 xyyxz 222   1.26 xyz ln  

1.27 xyz cos  1.28 xyz  1  

1.29 xez yx 2
443  

 1.30 24224  yxyxz  

 

2-тапсырма.  zyxf ,,  функциясының  
0000

,, zyxM  нүктесіндегі 

zyx 









 
,,  дербес  туындыларының мәндерін есептеңіз.  

2 кесте 

№  zyxf ,,   
0000

,, zyxM  №  zyxf ,,   
0000

,, zyxM  

2.1  xyzln   1;1;2
0

M  2.2 3 zxy    2;4;2
0

M  
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2 кестенің соңы 

2.3 
 xyzsin  








;

2

1
;

2

1
0

M  2.4 222

1

zyx 
  3;1;1

0
M  

2.5 222 zyx  







 2;

2

1
;2

0
M  2.6 xyz   2;3;1

0
M  

2.7 

yz

x
cos   1;3;1

0
M  2.8  yzx cos  








0;1;

2
0


M  

2.9 443 yxze 
  1;1;1

0
M  2.10  zyx ln   1;3;4

0
M  

2.11 222 zyx    4;0;3
0

M  2.12 zyxe
22

  1;11
0

M  

2.13 
22 yx

z


  0;2;5

0
M  2.14 22 zy

x
  1;1;1

0
M  

2.15 
xyz   3;1;3

0
M  2.16  yzx cosln  









4
;1;0

0


M  

2.17 xyzarcsin   2;1;0
0

M  2.18 yzzyx  222   2;2;3
0
M  

2.19 

y

zx 
  9;1;4

0
M  2.20  xyzarcctg   2;1;3

0
M  

2.21 xyz3   0;3;1
0

M  2.22 yzx    2;4;1
0

M  

2.23 

z

xy
sin   2;0;2

0
M  2.24 









z

xy2ln   2;1;4
0

M  

2.25 
xyz cos   3;0;1

0
M  2.26 22 yz

x


  4;3;3

0
M  

2.27 
3 333 zyx    1;2;1

0
M  2.28 









z

xy
arctg   3;1;1

0
M  

2.29 
xyzarcsin  








1;1;

2

1
0

M  2.30 22 zy

yx




  0;4;3

0
M  

 

3-тапсырма.   0,, zyxF  функциясының ,
x

z





y

z




 туындыларын табыңыз.  

3 кесте 

№   0,, zyxF  №   0,, zyxF  

3.1 4362 3222  zyxzyx  3.2   07222  zyxarctg  

3.3 0134 222  xyzzyx  3.4 132 2333  zxyzyx  

3.5   03sin 2  xzxyz  3.6 043 222  yxzxyz  

3.7 332 222  xyzzyx  3.8 33 222  zzyxe xy  

3.9   01ln 222  zyx  3.10 023 2  zx
xyz
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3 кестенің соңы 

3.11 53222  zxyzyx  3.12 432 3222  zxyzyx  

3.13 07arcsin  zxy  3.14 0222  xzzyx  

3.15 132 2333  zxyzyx  3.16 5ln 3  zxyzxy  

3.17 10232 222  zyzyxyx  3.18 02ln 2  yxz  

3.19 52221  zyxe xyz  3.20 033 222  xzzyyx  

3.21 1ln4 22  yxzxyz  3.22 22  xyze
xyz

 

3.23 035 2333  yxzzyx  3.24 23 223  zxxyz  

3.25 3222  yxzxye z  3.26 0112
23


 zxy

 

3.27 
01ln 

 zy

x
 

3.28 
04

2


 zy

x
 

3.29 01arccos xyz  3.30 24224  yzxyx  

 

4-тапсырма. Екі айнымалы  yxfz ,  функциясы,  
yx

aaa ,  векторы 

және   
000

, yxM  нүктесі берілген. Табыңыз: 

а) функцияның берілген  
000

, yxM  нүктесінде a  векторының бағыты 

бойынша туындысын;  

б)  yxfz ,  функциясының 
0

M  нүктесінде градиент бағыты мен 

шамасын;  

в)  
000

, yxM  нүктесінде  yxfz ,  бетіне жүргізілген жанама 

жазықтығының теңдеуін;            

г)  
000

, yxM  нүктесіндегі жанама жазықтығының нормалының теңдеуін. 

4 кесте 

№  yxfz ,   
yx

aaa ,   
000

, yxM  

4.1 22 2 yxyxz    2;1   0;2  

4.2 xyez 2   2;2   0;3  

4.3 22 yxz    1;1   1;1  

4.4 3 2xyz    2;1   1;2  

4.5 xyz 3   2;2    2;0  

4.6 yxyxz 423 22    1;3   1;3  

4.7 

x

y
arctgz   

 2;2  












2

3
;

2

1
 

4.8  22ln yxz    1;1   1;1   

4.9 

x

y
z   

 1;1   9;4  
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4 кестенің соңы 

4.10 22 243 yxyxz    2;5    2;1  

4.11 

1

1






y

x
z  

 2;1   1;1  

4.12 xyyxz cossin    1;2    ;0  

4.13 

x

y
z

2

  
 2;4   2;3   

4.14 yxyxz 323 22    1;2   2;2  

4.15 yxez 2   0;3   1;3  

4.16 xyyxz  3   1;2   2;4  

4.17 

x

y

y

x
z   

 1;1    2;1  

4.18 yxz 423    1;3;2    0;5  

4.19 

yx

x
arz


 sin  

 1;1    1;0  

4.20 arctgxyz    1;1   2;1  

4.21  yx eez  ln   1;3    1;1  

4.22 23 33 yxyxz    1;1   2;2   

4.23 

y

x
z   

 1;1   4;9  

4.24 

yx

yx
z




  

 3;2   2;3  

4.25 xyz ln   2;1   2;1  

4.26 xy
ez    2;1    2;2  

4.27 yxz 2sin   3;1    4/;1   

4.28 

x

xy
z

1
ln


  

 1;1   1;2  

4.29  322 yxz    2;1   1;0   

4.30  yxz 34sin    3;3    2/;2/   

 

5-тапсырма. Екі айнымалы  yxfz ,  функциясын экстремумға зерттеңіз. 

5 кесте 

№  yxfz ,  №  yxfz ,  

5.1 42 yxz   5.2 315 33  yxxyz  

5.3 156922  yxxyyxz  5.4 1254 22  xyyxz  

5.5 352 2223  xxyyxz  5.6   22
2 yxz   
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5 кестенің соңы 

5.7 12422  yxxyyxz  5.8 642 22  xyxz  

5.9 124 32  xyyxz  5.10 xyxyyxz  22  

5.11   22 12 yyxz   5.12 1122 33  xyyxz  

5.13 521242 22  yxxyyxz  5.14 162  yxxyyz  

5.15 4823 2  xyxyxz  5.16 yxyxz 243 33   

5.17 22 yxz   5.18 465 33  xyyxz  

5.19 363 22  xyyxyxz  5.20 344 22  yxyxz  

5.21 
  2

x

eyxz   
5.22 2323  xyyxz  

5.23 xyxyxz 62 2   5.24 23 2 yxyxz   

5.25 268 33  xyyxz  5.26 xyxyyxz 61 22   

5.27 415 33  yxyxz  5.28 42 yxz   

5.29  
2

12 yexz   5.30 4623  xyyxz  

 

6-тапсырма. Берілген D  аймағы бойынша екі еселі интегралды есептеңіз. 

6 кесте 

6.1   
D

ydxdyx 2 , 

01,40:  yxD  

6.2   
D

dxdyyx 1 , 

40,21:  yxD  

6.3   
D

dxdyyx 223 , 

21,10:  yxD  

6.4   
D

dxdyyx 232 , 

21,11:  yxD  

6.5   
D

dxdyyx 2 , 

21,10:  yxD  

6.6 


D

yx dxdye , 

01,11:  yxD  

6.7 
D

dxdyxy , 

01,41:  yxD  

6.8   
D

dxdyxy1 , 

21,11:  yxD  

6.9  
D

dxdyxy 2 , 

20,10:  yxD  

6.10   
D

dxdyyx 22 , 

32,01:  yxD  

6.11 
D

xy dxdyxye
2

, 

20,10:  yxD  

6.12  
D

dxdyyxxy 2cos , 

2/0,20:  yxD  

6.13   
D

dxdyyx1 , 

21,10:  yxD  

6.14   
D

dxdyyx 22 , 

32,01:  yxD  

6.15 
D

xydxdy , 

20,10:  yxD  

6.16 
D

dxdy
yx

y
221

, 

10,10:  yxD  

6.17 
D

dxdy
y

x
2

2

, 

21,01:  yxD  

6.18 
D yx

ydxdy
221

, 

10,10:  yxD  

6.19   
D

dxdyyx , 

01,20:  yxD  

6.20 
D

dxdy
y

x
2

2

1
, 

10,10:  yxD  

5.21 
D

dxdy
x

y
2

2

1
, 

10,10:  yxD  
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6 кестенің соңы 

6.22   
D

dxdyyxsin , 

2/0,0:   yxD  

6.23   
D

dxdyyx 324  

10,10:  yxD  

6.24   
D

dxdyyx 23 43 , 

21,01:  yxD  

6.25 
D

dxdy
y

x
2cos

cos
, 

4/0,2/0:   yxD  

6.26  
D

dxdyyx 12 , 

03,11:  yxD  

6.27 




D

dxdy
x

y

3

1
, 

21,10:  yxD  

6.28 
 
 




D

dxdy
y

x
2

2

1

1
, 

21,10:  yxD  

6.29
 

D yx

dxdy
3/2

1
, 

10,20:  yxD  

6.30 
D xy

dxdy
, 

3,1:  yeexD  

 

7-тапсырма. Екі еселі интегралдың интегралдау ретін өзгертіңіз.  

7 кесте 

7.1  


01

0

,
x

dyyxfdx  7.2  


00

1

,
y

dxyxfdy  7.3  
y

y

dxyxfdy ,
1

0

 

7.4  




22

2

2

2

,
x

dyyxfdx   7.5  




2

,
1

0

x

x

dyyxfdx  7.6  


0

2

0

2

,
y

dxyxfdy  

7.7  


2

1

0

2

,
y

dxyxfdy  7.8  


0

1

0

1 2

,
y

dxyxfdy  
7.9  





2

3

3

3

0

,

y

dyyxfdx  

7.10  
12

0

2

0

,
x

dyyxfdx  7.11  


0

4

4

0

,
y

dxyxfdy  7.12  
33

0

,
x

dyyxfdx  

7.13  
y

y

dxyxfdy
2

4/1

0

,  7.14  




x

x

dyyxfdx
21

1

0

2 2

,  7.15  




1

1

1

0

2

2

,
y

y

dxyxfdy  

7.16  




29

3

0

3

,
x

x

dyyxfdx  7.17  
 y

dxyxfdy
2

0

2

0

,  7.18  




222

0

,
x

x

dyyxfdx  

7.19  




21

0

0

1

,
x

dyyxfdx  7.20  




x

x

dyyxfdx
1

1

1

2 2

,  7.21  




2

2

0

2

,
x

x

dyyxfdx  

7.22  


0

2

2

2

,
y

dxyxfdy  7.23  


2

1

0

1 2

,
y

dxyxfdy  7.24  
 y

dxyxfdy
4

0

4

3

,  

7.25  
 x

x

dyyxfdx
231

0

,  7.26  




21

0

1

1

,
y

dxyxfdy  7.27  
x

x

dyyxfdx
6

2

2

0

,  

7.28   




x

dyyxfdx
1

0

1

2

,   7.29  


0

1

0

1 2

,
y

dxyxfdy  7.30  


x

x

dyyxfdx ,
1

0
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8-тапсырма. Екі еселі интегралды полярлық координатаға көшу арқылы 

есептеңіз. 

8 кесте 

8.1   
D

dxdyyx 22 , 

0,4: 22  xyxD  

8.2   
D

dxdyyx 22 , 

1: 22  yxD  

8.3   
D

dxdyyx 22sin , 

2/: 22  yxD  

8.4 
D yx

xdxdy
22

, 

1,2: 2222  yxyxD  

8.5 
D yx

ydxdy
22

, 

0,1: 22  xyxD  

8.6 


D

yx dxdye
22

, 

3: 22  yxD  

8.7  
D

dxdyyx 122 , 

42: 22  yxD  

8.8   
D

dxdyyxy 22cos , 

4: 22  yxD  

8.9  
D

dxdyyx3 22 , 

0,0,1: 22  yxyxD  

8.10   
D

dxdyyx 22 32 , 

1,4: 2222  yxyxD  

8.11   
D

dxdyyx 22 , 

0,: 22  xxyxD  

8.12  
D

dxdyyxx 22 , 

0,9: 22  xyxD  

8.13  
D

dxdyyx 22 , 

0,0,4: 22  yxyxD  

8.14   
D

dxdyyx 222 , 

0,4: 22  xyxD  

8.15  
D

dxdyyx 22 , 

2: 22  yxD  

8.16  
D

dxdyyx4 22  

0,1: 22  xyxD  

8.17  
D

dxdyyx 222 , 

21: 22  yxD  

8.18 


D

yx dxdye
22

, 

0,2: 22  xxyxD  

8.19 
D yx

dxdy

122
 

0,1: 22  yyxD  

8.20 dxdy
yxD


 22

1
, 

31: 22  yxD  

8.21 
D yx

ydxdy

122
 

9: 22  yxD  

8.22 dxdy
yxD


 22

1
, 

0,0,9: 22  yxyxD  

8.23 
D yx

xdxdy

422
 

4: 22  yxD  

8.24 
D yx

ydxdy
22

, 

0,2: 22  xyxD  

8.25   
D

dxdyyx 22cos , 

 22: yxD  

8.26  
D

dxdyyx 22 , 

0,4: 22  xxyxD  

8.27 


D

yx dxdye
22 32 , 

0,1: 22  xyxD  

8.28   
D

dxdyyx 22 , 

32: 22  yxD  

8.29 
D yx

dxdy
22

, 

0,9: 22  xyxD  

8.30
 


D yx

dxdy
322

, 

2: 22  yxD  

 

9-тапсырма. Үш еселі интегралды есептеңіз. 

9 кесте 

9.1 
V

xyzdxdydz, 

32,21,10:  zyxV  

9.2   
V

dxdydzzxy 2 , 

10,01,21:  zyxV  
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9 кестенің соңы 

9.3 
V

dxdydz
x

yz

2
, 

01,31,10:  zyxV  

9.4 
V

dxdydz
z

xy

1
, 

21,21,10:  zyxV  

9.5   
V

dxdydzzyx 23 22 , 

31,31,10:  zyxV  

9.6   
V

ydxdydzzx , 

21,20,10:  zyxV  

9.7 
V

dxdydzxyz2 , 

31,31,10:  zyxV  

9.8   
V

dxdydzzyx , 

10,20,21:  zyxV  

9.9   
V

dxdydzyzx2 , 

21,21,10:  zyxV  

9.10   
V

dxdydzzyx 22 , 

30,21,10:  zyxV  

9.11   
V

dxdydzzyx 222 23 , 

10,10,01:  zyxV  

9.12 
V

dxdydzxyz , 

21,20,10:  zyxV  

9.13    
V

zdxdydzyx 11 , 

21,01,10:  zyxV  

9.14   
V

dxdydzzyx 22 , 

21,21,10:  zyxV  

9.15   
V

dxdydzzyx 32 , 

21,01,10:  zyxV  

9.16 


V

zyx dxdydze  

10,21,30:  zyxV  

9.17   
V

xdxdydzzy , 

31,31,10:  zyxV  

9.18   
V

dxdydzzyx 222 , 

01,21,11:  zyxV  

9.19   
V

dxdydzzxy , 

21,10,01:  zyxV  

9.20   
V

dxdydzxzy 2 , 

32,21,10:  zyxV  

9.21 


V

zyx dxdydze  

10,10,01:  zyxV  

9.22 
V

dxdydzyzx 22 , 

01,31,10:  zyxV  

9.23   
V

dxdydzzyx 22 , 

21,20,10:  zyxV  

9.24   
V

dxdydzzyx 22 45 , 

21,01,10:  zyxV  

9.25   
V

zdxdydzyx 1 , 

32,10,21:  zyxV  

9.26   
V

dxdydzxzy 222 , 

31,31,10:  zyxV  

9.27   
V

dxdydzzyx 23 , 

10,10,21:  zyxV  

9.28   
V

dxdydzzxy 23 , 

10,10,01:  zyxV  

9.29 
V

dxdydz
x

xyz
22

, 

21,21,10:  zyxV  

9.30 


V

zyx dxdydze 32  

10,10,01:  zyxV  
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10-тапсырма. Берілген беттермен шектелген дененің көлемін екі еселі 

интеграл көмегімен есептеңіз. 

10 кесте 

10.1 0,
2

,4
2

2  z
x

yyz  
10.2 ,4,2  xxyz   4,0  yx  

10.3  ,4,22  yxyxz  

         0,0,0  yzx  

10.4 yxyxyz 2,7,1  , 

         0z  

10.5 0,16,4 22  zyxxz  10.6 0,,422  zxyzyx  

10.7 xx eyeyyez  ,,22  

         0z  

10.8 ,2,22  yxyxz  

         0,0,0  yzx  

10.9 4,4 2222  zxyx  10.10 ,0,03  yzyx  

         0,4,0  zzx  

10.11 xyyxz 4,4 2  , 

         0,0,4  zyx  

10.12 xyyxz 4,  , 

         0,0,2  zyx  

10.13 ,01,22  yxyxz  

         0,0,0  yzx  

10.14 ,02  zyx  

         0,0,0  yzx  

10.15 ,4,2  yzxy  

         0,  yyz  

10.16  2222 2, yxzyxz   

         xyxy  2,  

10.17 0,4, 2  zxyyz  10.18 xyxyzxz 3,,0,5   

10.19 ,,3 2xyzyx   

         1,0  yz  

10.20  xyyxz 2,2 2  , 

         0,0,2  zyx  

10.21 0,422  zzyx        

 

10.22   63,4 2  yxyz  

              0,0,0  zyx  

10.23 0,9,02 222  zyzxyx  10.24 0,4,5 22  zyxyxz  

10.25 ,2, 2222 yxzyxz   

          1,2,  xxyxy  

10.26 ,1,22  yxyxz  

         0,0,0  yzx           

10.27 23,93 yxzyx   

         0,0  yz  

10.28 ,3,1 2  yxyz  

         0,0,0  yzx  

10.29 0,1 22  zyxz  

 

10.30 ,0623,2  yxyz  

         0,0,0  yzx           

 

11-тапсырма. 10-тапсырма берілімдері бойынша дененің көлемін үш еселі 

интегралдың көмегімен есептеңіз. 
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1.2  №1 ЕГЖ-ға әдістемелік нұсқаулар 

 

1.2.1 Бірінші тапсырмаға нұсқау. 

а) кейбір D аймағында анықталған екі айнымалы  yxfz ,  

функциясының x  және y  айнымалыларына сәйкесінше x  және y  

өсімшелерін берсек, онда функция толық өсімше деп аталатын  

   yxfyyxxfz ,,   

өсімшесін қабылдайды; 

 б) екі айнымалы  yxfz ,  функциясының 
x

z




 және 

y

z




  дербес 

туындыларын табу үшін бір айнымалы функциясының дифференциалдау 

ережесін қолдана отырып, екінші айнымалыны тұрақты ретінде қарастырамыз; 

в)  yxM ,  нүктесінде дербес 
x

z




 және 

y

z




туындылары бар екі айнымалы  

 yxfz ,  функциясының толық дифференциалы 

dy
y

z
dx

x

z
dz









  

түрінде табылады. 

г) екі айнымалы  yxfz ,  функциясының дербес 
x

z




 және 

y

z




 

туындыларын x  және y  айнымалылары бойынша дифференциалдап, 

функцияның екінші ретті дербес туындыларын: 

,,
2

2

2

2












































y

z

yy

z

x

z

xx

z






















x

z

yyx

z2

 

табамыз; 

д) функцияның екінші ретті zd 2  дифференциалы оның бірінші ретті 

дифференциалының дифференциалы болып табылады:  dzdzd 2
, яғни 

dy
y

z
dxdy

yx

z
dx

x

z
zd

2

22

2

2

2

2 2













 . 

1-мысал.  Екі айнымалы yxyxz 2333   функциясы берілген.  

Шешуі.  

а)  функцияның толық өсімшесін табамыз:   

        yxyxyyxxyyxxz 2323 3333
 ; 

б) функцияның дербес туындыларын табамыз: 

23,33 2332 








yx

y

z
yx

x

z
; 

в)  функцияның дифференциалын б) бөлімнің нәтижелерін қолдана 

отырып жазамыз:  

   dyyxdxyxdz 2313 2332  ; 
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г) функцияның екінші ретті дербес туындыларын табамыз:  

      2232

2

223

2

2

332

2

2

933,623,633 yxyx
yx

z
yxyx

y

z
xyyx

x

z
yyx 






















; 

д) функцияның екінші ретті дифференциалын г) бөлімнің нәтижелерін 

қолдана отырып жазамыз: 

ydyxdxdyyxdxxyzd 222232 6186  . 

 

1.2.2 Екінші тапсырмаға нұсқау. 

2-тапсырмада үш айнымалы  zyxf ,,  функциясының  
0000

,, zyxM  

нүктесіндегі дербес туындыларының мәні есептелінеді.  

 

1.2.3 Үшінші тапсырмаға нұсқау. 

Егер  yxfz ,  функциясы   0,, zyxF  теңдеуімен берілсе, онда 

функция айқын емес түрде берілген. Оның дербес 
x

z




 немесе 

y

z




 туындыларын 

сәйкесінше y  немесе x  айнымалыларын тұрақты ретінде  қарастыра отырып 

табамыз: 

z

x

F

F

x

z









,   0, 









z

z

y
F

F

F

y

z
. 

3-мысал. Берілген 0sin322  zzyx  функциясының 
y

z

x

z








,  

туындыларын табыңыз.  

Шешуі. Мұнда   zzyxzyxF sin3,, 22   болғандықтан, айқын емес 

түрде берілген функция туындысы негізінде, туындылары: 

3cos,2,2 22  zFyxFxyF
zyx

. 

Яғни,  
3cos

2 2








z

xy

x

z
, 

3cos

2 2








z

yx

y

z
. 

 

1.2.4 Төртінші тапсырмаға нұсқау. 

а)  yxfz ,  функциясымен берілген бетке  
000

, yxM  нүктесінде 

жүргізілген жанама жазықтығының теңдеуі:  

     
0000000

,, yyyxfxxyxfzz
yx

  

түрінде анықталады; 

б) жанама жазықтығының нормалының канондық теңдеуі: 

    1,,

0

00

0

00

0













 zz

yxf

yy

yxf

xx

y

; 

в) функцияның берілген 
0

M  нүктесінде a  векторының бағыты бойынша 

туындысы, яғни функцияның  
0

M  нүктесінде a  векторының бағыты бойынша 

өзгеру жылдамдығы: 
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 
 coscos

00

0 


MyMx
zz

a

Mz
 

формуласымен табылады. Мұнда  ,   - a  векторымен сәйкес  OyOx,  

координат остерінің арасындағы бұрыштар. Яғни: 
a

a

a

a yx   cos,cos ; 

г) функция градиентінің бағыты мен шамасы  

  jzizMgradz
MyMx


00
0

,            22

0
00 MyMx

zzMgradz   

түрлерінде анықталады. 

4-мысал. Екі айнымалы 33 yxz   функциясы,  4,3a  векторы және  

 2;1
0

M  берілген. Табыңыз: 

а) функцияның берілген 
0

M  нүктесінде a  векторының бағыты бойынша 

туындысын;  

б) z  функциясының 
0

M  нүктесінде градиент бағыты мен шамасын;  

в) 
0

M  нүктесінде 33 yxz   бетіне жүргізілген жанама жазықтығының 

теңдеуін; 

 г) 
0

M  нүктесіндегі жанама жазықтығының нормалының теңдеуін. 

Шешуі.  

а) функцияның берілген  2;1
0

M  нүктесіндегі дербес туындыларының 

мәндерін есептейміз:  

 
 

 
 

1232;1,332;1
2;1

2

2;1

2  yfxf
yx

. 

0
M  нүктесінде  9z ,  яғни жанама жазықтық теңдеуінің түрі: 

   212139  yxz  или 018123  zyx ; 

б) жанама жазықтығының нормалының теңдеуі:  
1

9

12

2

3

1









 zyx
; 

в)  4,3a  векторының ортасы: 






















5

4
;1

169

4
;

169

50

a

a
a .  

Сондықтан да, функцияның 
0

M  нүктесіндегі берілген  4,3a  

векторының бағыты  бойынша туындысы:     

 
  7

5

4
12130 



a

Mz
; 

г) функция градиентінің бағыты мен шамасы:  

  jiMgradz
5

4
3

0
 ,      11,3

25

16
9

0
Mgradz . 

 

1.2.5 Бесінші тапсырмаға нұсқау. 

1-теорема (экстремумның қажетті шарты). Дифференциалданатын 

 yxfz ,  функциясының  
000

, yxM  экстремум нүктесінде бүкіл бірінші ретті 

дербес туындылары нөлге тең:  
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    0;,0;
0000
 yxfyxf

yx
. 

2-теорема (экстремумның жеткілікті шарты). Егер  
000

, yxM  нүктесінде 

 yxfz ,  функциясының екінші ретті дербес туындылары  

      CyxfByxfAyxf
yyxyxx


000000

,,,,,  

болып және 02  BAC  болса, онда  
000

, yxM  нүктесінде  yxfz ,  

функциясының экстремумы бар және де 0A  болса, онда бұл нүктеде 

максимум; ал 0A  болса, онда – минимум; егер 0  болса, онда  yxfz ,  

функциясының бұл нүктеде экстремумы жоқ, ал, егер 0  болса, онда 

 
000

, yxM  нүктесінде  yxfz ,  функциясының экстремумы бар болуы да, 

болмауы да мүмкін, яғни қосымша зерттеуді талап етеді.  

Экстремумға зерттеу ережесі:  

а) стационарлық немесе кризистік нүктелерін табамыз (1-теорема);  

б) 2-теорема негізінде   анықтауышының таңбасын зерттеп, жауабын 

жазамыз.  

5-мысал. yxyxz  222  функциясын экстремумға зерттеңіз. 

Шешуі. Бірінші ретті дербес туындыларын табымыз: 

12,22  yzxz
yx

. 

Теңдеулер жүйесінен стационарлық нүктелерін анықтаймыз:  



















2

1
;1

012

,022
M

y

x
. 

Бұл нүктедегі екінші ретті дербес туындылардың мәндері: 

BzCzAz
xyyyxx



























 0

2

1
;1,2

2

1
;1,2

2

1
;1 . 

Және де, 042  BAC . Яғни, бұл нүктеде функция экстремумға ие. 

02 A  болғандықтан, M  - минимум нүктесі болады. Сонымен, 

4

5

2

1
;1

min









z . 

 

1.2.6 Алтыншы тапсырмаға нұсқау. 

Егер екі еселі интегралда  
D

dxdyyxf ,  интегралдау аймағы 

dycbxaD  ,:  тікбұрыш болса, онда оны қайталама интегралға 

келтіруде екі анықталған интеграл көбейтіндісіне келеміз: 

    
d

c

b

aD

dyyxfdxdxdyyxf ,, . 

Егер интегралданушы функция      yfxfyxf
21

,   түрінде болса, онда 

қайталама интеграл 

        
d

c

b

aD

dyyfdxxfdxdyyfxf
2121
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түрінде есептелінеді. 

6-мысал. Берілген 10,12:  yxD  аймағы бойынша екі еселі 

  
D

dxdyyx  интегралын есептеңіз. 

Шешуі.     







 













1

2

1

0

21

0

1

2 2
dx

y
xydyyxdxdxdyyx

y

y
D

 

110
222

1
1

2

21

2





























xx

dxx . 

 

1.2.7 Жетінші тапсырмаға нұсқау. 

Екі еселі интегралдың интегралдау ретін өзгертуде, интегралдау 

аймағының координата остеріне қарағанда бұрыс не дұрыстығын ескеру қажет. 

Егер интегралдау D  аймағын координата осіне параллель жүргізілген 

түзу көп дегенде екі нүктеде қиып өтсе, онда аймақ дұрыс делінеді, ал екіден 

көп нүктеде қиса, онда ол бұрыс аймақ болғандығы. 

7-мысал. Екі еселі    










22 42

0

0

3

4

0

3

2

,,
xx

dyyxfdxdyyxfdxI  интегралының 

интегралдау ретін өзгертіңіз. 

Шешуі. Ішкі интегралдардың жоғарғы шектері шеңберлер: 422  yx  

және   42
22  yx . Олар  1;3A  нүктесінде қиылысады. 

1 сурет 

 

Берілген аймағымыз екі аймақтың бірігу болады: 
21

DDD  , мұнда 

2

1
40,32: xyxD   

 және  
2

2
420,03: xyxD  . 

Сонымен, бүкіл аймақ 

10,44: 22  yyyxyD . 

Мұнда E  және F  нүктелері D  аймағына ену және шығу нүктелері.  

Сонымен, интегралдау ретін өзгертуден кейін: 
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 






2

2

4

4

1

0

,
yy

y

dxyxfdyI . 

 

1.2.8  Сегізінші тапсырмаға нұсқау. 

Екі еселі интегралда полярлық координатаға көшу ,cosrx   

 rdrddxdyry  ,sin  алмастыруларымен орындалады: 

    
*

sin,cos,
DD

rdrdrrfdxdyyxf  . 

Мұнда интегралданушы функциямен бірге интегралдау аймағы да 

түрлендіріледі.  

8-мысал. Екі еселі интегралды полярлық координатаға көшу арқылы 

есептеңіз:  
D

dxdyyx 229 , 0,0,9: 22  yxyxD . 

Шешуі. Мұнда интегралдау аймағы D  - шеңбер, ол полярлық 

координатада   sin,cos ryrx  : 

3922  ryx , яғни, 30 r  және 
2

0


  . 

Көрсетілген алмастыру бойынша интегралданушы функцияны да 

түрлендіреміз: 
222 99 ryx  . Сонымен,  

    .
2

9
99

3

2

2

1
99

2

1

999

2

0

2

0

3

0

2

3
2

2

0

3

0

22

2

0

3

0

2

*

222














 

 





ddrrdrd

rdrrdrdrdrdxdyyx

r

r

DD
 

 

1.2.9 Тоғызыншы тапсырмаға нұсқау. 

Егер үш еселі интегралдың интегралдау аймағы қабырғалары координата 

остеріне параллель тікбұрышты параллелепипед болса, онда аймақ координата 

остеріне қарағанда дұрыс аймақ болып табылады. Сондықтан 

    
h

k

d

c

b

aV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf ,,,, . 

9-мысал. Үш еселі интегралды есептеңіз 

  
V

dxdydzyx3 , 10,10,20:  zyxV . 

Шешуі. Интегралданушы функция z  айнымалысынан тәуелсіз, яғни 

   

.5
22

3

2

1
3

2
333

2

0

2
1

0

2

0

1

0

2

0

1

0

21

0

1

0

2

0

1

0










































x

x

y

y
V

xx
zdxxdz

dx
y

xydzdyyxdxdzdxdydzyx
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1.2.10 Оныншы тапсырмаға нұсқау. 

Берілген беттермен шектелген дене көлемін екі еселі және үш еселі 

интералдар көмегімен табуға болады: 

 
D

dxdyyxfV ,  , 
V

dxdydzV . 

10-мысал. Берілген беттермен шектелген дененің көлемін табыңыз: 

2,0,
2

,1  xy
x

yz . 

Шешуі. Интегралдау аймағы тік призма, оның табаны ұшбұрыш:  

2,0,
2

:  xy
x

yD . 

2 сурет 

 

Сонымен, дене көлемі екі еселі интеграл көмегімен: 

1
4

2

0

22

0

2

0

  
x

dydxzdxdyV

x

D

. 

 

2 Есептеу-сызба жұмыс №2. Қарапайым дифференциалдық 

теңдеулер 

 

Мақсаты: әртүрлі ретті қарапайым дифференциалдық теңдеулердің 

жалпы шешуін табуды үйрену. 

 

2.1 Теориялық сұрақтар 

 

1. Қарапайым дифференциалдық теңдеулер, негізгі түсініктер. 

2. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер. 

3. Айнымалылары ажыратылатын дифференциалдық теңдеулер 

4. Біртекті теңдеулер. 

5. Бірінші ретті сызықтық дифференциалдық теңдеулер. 
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6. Толық дифференциалды теңдеулер. 

7. Реті төмендетілетін дифференциалдық теңдеулер. 

8. Тұрақты коэффициентті сызықтық дифференциалдық теңдеулер. 

 

2.2  Есептік тапрсырмалар 

 

1-тапсырма. Берілген  Cxy ,  функциясы дифференциалдық теңдеудің 

(ДТ) шешуі бола ма? 

11 кесте 

№  Cxy , ,  ДТ №  Cxy , ,  ДТ 

1.1 

  2

1

12
2

2





x

Cx
y ,

  xxxx

y
y







2

1

1

2
 

1.2 

1




Cx

Cx
y ,   0

1

1
2

2







x

y
y  

1.3 xCey x 2 ,   xeyyy 22   1.4 2xCxy  ,   2xyyx   

1.5 xxCy sincos  ,  0 yy  1.6 
2

2

1
x

Cey


 ,  xyxy   

1.7 xexcy )(  ,   02  yyy  1.8 3 xCy  ,  0
3


x

y
y  

1.9 Cexy x   ,    031 23  xexyx  1.10  2

21
C Cxy  ,   02

2
 yyy  

1.11 

x

xC
y

cos2

2cos
 , xytgxy sin2  

1.12 
  11  xCy ,  0

1

1







x

y
y  

1.13  12  xxCy ,   012  yxy  1.14 
12  xcy  , 0

12





x

xy
y  

1.15 Cexy y   ,    031 23  yy exyex  1.16 
2

1

xCey


 ,  023  yxy  

1.17 Cxey x   ,   011   yxe  1.18   xecxy  ,  xeyy     

1.19 tgxCey  ,   0
cos2


x

y
y  

1.20 
2

2x

Cey  ,  0 xyy  

1.21 

xC

x
y

ln
 , xyyyx  322  

1.22 

xC
y




1
, 02  yy  

1.23 23 xCxy  , 23 xyyx   1.24 Cxxy  2 ,   2xyyx   

1.25   Cxxy  1ln ,  0ln2  xyy  1.26  xCey  1ln ,   11  ye y  

1.27 
x

x

C
y cos

sin
 , yxtgxy  2cos  

1.28  Cxey x  ln , 
xexyyx   

1.29 

 1ln

1
2 


xC

y ,   22 21 xyyx   
1.30 

1 Cxxy ,   x
x

y
yy 

2
3

2  
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2-тапсырма. Коши есебін шешіңіз. 

12 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма 

2.1   10,0  yytgxy  2.2   10,  yxyy  

2.3 
  11,  y

x

y
y  

2.4 

4
)0(,sincos 2 
 yyxy  

2.5 

4
)1(,

1 2 



 y

x

y
y  

2.6 
  30,

12



 y

x

y
y  

2.7   10,2  yyxy  2.8   10,sin  yxyy  

2.9   20,  yyxy  2.10   00,  yxey y  

2.11 
  10,

3
 y

y

x
y  

2.12 
1)0(,

1



 y

y

y
y  

2.13 
  1,

ln
 ey

xx

y
y  

2.14 
 

2
0,0

cos


 y

y

x
y  

2.15 
1)0(,

1 2



 y

y

x
y  

2.16 
1)0(,

1 2



 y

y

y
y  

2.17   11,32  yyxy  2.18   11,2  yxyy  

2.19 
  12,

1



 y

x

y
y  

2.20 
  11,

1

1
2

2





 y

x

y
y  

2.21 
  11,  y

y

x
y  

2.22 
  10,  y

y

x
y  

2.23 
  30,

13



 y

x

y
y  

2.24 
 

2

1
0,

1

1
2

2





 y

x

y
y  

2.25 2)0(,0cos  yxyy  2.26   00,   yey yx  

2.27 
  10,0

3
 y

y
y  

2.28   20,0  yyy  

 

2.29 
  20,

2
 y

x

y
y  

2.30 
  01,

2

12




 y
yx

y
y  

 

3-тапсырма. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешуін (жалпы 

интегралын) табыңыз. 

13 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

3.1 
1

x

y
y  

3.2 

x

y
y

3
4   

3.3 
22 yx

xy
y


  

3.4 

x

y

x

y
y 

2

2

1  
3.5 

1
3

2

2


x

y

x

y
y  

3.6 
2

4
2

2


x

y

x

y
y  
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13 кестенің соңы 

3.7 
1

5


x

y
y  

3.8 
3

2

2


x

y
y  

3.9 

x

y

x

y
y ln  

3.10 

y

x

x

y
y   

3.11 
22

4

xy

xy
y


  

3.12 
3

2

2


x

y

x

y
y  

3.13 
2

2

x

xyy
y


  

3.14 
2

22 2

x

xy
y


  

3.15 

x

y

x

y
y 

2

23
 

3.16 

x

y

x

y
y

2
2

2

  
3.17 

22

3

yx

xy
y


  

3.18 

x

y
ey x

y

  

3.19 
1

2

2


x

y

x

y
y  

3.20 
1

3

2 2

2


x

y

x

y
y  

3.21 
4

5
2

2


x

y

x

y
y  

3.22 
2

22

x

xyy
y


  

3.23 

x

y

x

y
y

5
2

2

  
3.24 

yx

yx
y






3
 

3.25 

x

y

x

y
y ln  

3.26 

xy

yx
y






4
 

3.27 

x

x

y
yy

y

ln

  

3.28 

2

2

x

eyyx
y

y

x


  

3.29 

yx

y
y


  

3.30 
2

3
2

2


x

y

x

y
y  

 

4-тапсырма. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешуін табыңыз. 

14-кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

4.1 
x

x

y
y 

3
 

4.2 
21

2

xx

y
y


  

4.3 
1

1

2 


 х
x

y
у  

4.4 xxe
x

y
y   

4.5 

x

e

x

y
y

x2

2
  

4.6 
x

x

y
y sin  

4.7 xyy 32   4.8 xytgxy sin  4.9 2

2 xxexyy   

4.10 
x

x

y
y ln  

4.11 
22 1

1

1 xx

y
у





  

4.12 
x

x

y
y 

2
 

4.13 
x

х

y
у ln  

4.14 
1 x

x

y
y  

4.15 
3

3
x

x

y
y   

4.16 xytgxy 2sin  4.17 xxyy   4.18 xyy cos  

4.19 xxyy 42   4.20 xxyy sinsin   4.21 xexyy sincos   

4.22 
22

2

xx

y
y   

4.23 
 1ln

1



 x

x

y
y  

4.24 

xx

y
y

1

2
  

4.25 xyxy 3  4.26 ctgxytgxy   4.27 2

2 xexyy   

4.28 xe
x

y
у 

2
 

4.29 23
2

x
x

y
y   

4.30 3

3
хх

х

y
у   
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5-тапсырма. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешуін табыңыз. 

15 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

5.1 2

1
y

x

y
y 


  

5.2 
xy

x

y
y sin

2

3  
5.3 3332 yxxyy   

5.4 xeyyy  22  
5.5 2

4
xy

y
y   

5.6 yxyy   

5.7 
xy

x

y
y ln2  

5.8 

y

x
yy

2
4   

5.9 

y

x
yy  3  

5.10 22xyyy   5.11 222 yxyy   5.12 32xyyy   

5.13 22
y

x

y
y   

5.14 

2
2

2xy
yy   

5.15 2

3
xy

y
y   

5.16 22
y

x

y
y   

5.17 
yx

x

xy
y 




12
 

5.18 
yx

x

y
y 

4
 

5.19 xyyy cos  5.20 33 xyyy   5.21 23 xyyy   

5.22 xeyyy 22   
5.23 xeyyy 522   5.24 xeyyy 222   

5.25 3xyxyy   5.26 yxyy   5.27 22 yxyy   

5.28 222 yxyy   5.29 xyytgxy cos2  5.30 

x

y

x

y
y

2cos

2
  

 

6-тапсырма. Дифференциалдық теңдеудің жалпы интегралын табыңыз. 

16 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма 

6.1 
0

1
1

2


















 dy

x
ydx

x

y
 

6.2 
  0

3

2 322 







 dyyxxdxyyx  

6.3     022 3223  dyxyxdxyyx  6.4     031 23  dyxydxyx  

6.5     01  dyyedxye xx  6.6   0222  xydydxxyx  

6.7     033 22  dyyxdxyx  6.8     021 2  dyyxdxxy  

6.9     021  dyxeydxe yy  6.10     022 223  dyyxydxxyx  

6.11 
0

1
2222


































 dy

xyy

x
ydx

xy
x  

6.12 
02

1
3

2


















 dyy

y

x
dx

y
x  

6.13 
0

21

3

4
1

2

2

3












 dy

y

x
dx

y

x
 

6.14 
02

1
3

2


















 dyy

x
dx

x

y
 

6.15 
  0

3
2 








 dy

y
xdxyx  

6.16 
0

11
2 2 

















 dy

y
xdx

x
xy  

6.17     01 2222  dyyxyydxyxx  6.18     022  dyxyedxye yx  
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16 кестенің соңы 

6.19     0cos 22  dyeyxdxxxy y  6.20     022 223  dyyxydxxyx  

6.21     022 223  dyyxydxyx  6.22     0 dyyedxxye xx  

6.23 
02

2222






















 dy

yx

x
ydx

yx

y
 

6.24 

 
0

1

2

1

1
2

2














 dy

x

y
dx

x

y

x
 

6.25 
  0ln  dyxydx

x

y
 

6.26 
0

cossin
2

 dy
x

y
dx

x

y
 

6.27 
0

2222






dy

yx

y
dx

yx

x  6.28 
0

lnln
1 








 dy

y

xy
dx

x

y
 

6.29     023  dyxydxyx  6.30 
0

cos
2

2

2

 dy
y

x
xtgydx  

 

7-тапсырма. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешуін табыңыз. 

17 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

7.1 32   xey  7.2 xy 2cos  7.3 xxy cos2 4   

7.4 xy 5cos  7.5  1 xxy  7.6  512  xy  

7.7  2
31 xy   7.8 14  xy  7.9 xxy 2sincos  

7.10 xy  3  7.11 131   xey  7.12  3
54 xy   

7.13 xy 3sin  7.14 xey x   7.15 14sin  xxy  

7.16 
3

3

x
y   

7.17 
3

2

x

x
y


  

7.18 

 31

2




x
y  

7.19 xy 2sin  7.20 xy 3cos2  7.21 xy x  132  

7.22 

x
y

2cos

3
  

7.23 
2

1

x

x
y


  

7.24 

12 


x

x
y  

7.25 

x
y

2sin

1
2

  
7.26 xxy 22 cos2sin   7.27 xy 3cos  

7.28 

4

1
2 


x

y  
7.29 

3

4

x
y   

7.30 
21

2

x
y


  

 

8-тапсырма. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешуін табыңыз. 

18 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

8.1 xyy   8.2 42 xyxy   8.3 1 xyyx  

8.4 yxtgy  55  8.5 02  xyyx  8.6 xyxy   

8.7 xyxy coscos   8.8 23  yxyx  8.9 323  yxyx  

8.10 

x
yyx

12   
8.11 

2

1

x
yyx   

8.12 xyxy   
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18 кестенің соңы 

8.13 xyy  2  8.14 xyyx   8.15 14  yxyx  

8.16   12
2
 yyx  8.17 03  yxtgy  8.18   1212  yxxy  

8.19 xyxy  2  8.20   xyxyx 221 2   8.21 xeyxyx   

8.22 1 ytgxy  8.23 02  yxctgy  8.24 4xyyx   

8.25 

xx

y
y

1



  
8.26 

x

y
yyx


 ln  

8.27 xyyx 23   

8.28 024  yxyx  8.29   22 221 xyxyx 
 

8.30 xyxy  2  

 

9-тапсырма. Коши есебін шешіңіз. 

19 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

9.1 02  yyy , 

    20,10  yy  

9.2 034  yyy , 

    10,30  yy  

9.3 078  yyy , 

    20,20  yy  

9. 4 065  yyy , 

    60,10  yy  

9.5 054  yyy , 

    60,20  yy  

9.6 026  yyy , 

    00,10  yy  

9.7 035  yyy , 

    20,10  yy  

9.8 09  yy , 

    10,10  yy  

9.9 0 yy , 

    20,10  yy  

9.10 023  yyy , 

    10,30  yy  

9.11 02  yy , 

    10,00  yy  

9.12 02  yyy , 

    10,00  yy  

9.13 09  yy , 

    30,10  yy  

9.14 0452  yyy , 

    00,10  yy  

9.15 02  yyy

    30,10  yy  

9.16 065  yyy , 

    50,00  yy  

9.17 044  yyy , 

    00,10  yy  

9.18 023  yyy

    30,20  yy  

9.19 0168  yyy , 

    10,10  yy  

9.20 0584  yyy , 

    20,10  yy  

9.21 02  yyy

    10,00  yy  

9.22 084  yyy , 

    00,10  yy  

9.23 052  yyy , 

    00,20  yy  

9.24 0 yy

    30,00  yy  

9.25 023  yyy , 

    10,10  yy  

9.26 0 yy , 

    40,00  yy  

9.27 04  yy

    40,00  yy  

9.28 069  yyy , 

    30,10  yy  

9.29 0 yyy , 

    10,10  yy  

9.30 0134  yyy

    30,10  yy  

 

10 задание. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешуін табыңыз. 

20 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма 

10.1 12 2  xyyy  10.2 xeyy 2  
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20 кестенің соңы 

10.3 xyyy sin23   10.4 296 xyyy   

10.5 xeyyy 2544   10.6   xexyyy 12 2   

10.7 xxxxyy sincos4 2  10.8 34 2  xyy  

10.9 xeyyy  498  10.10   xexxyyy  232  

10.11 xxeyyy  2  10.12 xxyyy cos22   

10.13 xeyyy 33106   10.14 1365  xyyy  

10.15 12 2  xxyy  10.16 xxyy sin39   

10.17 xxyyy sin2   10.18 xeyyy x 2cos54 2  

10.19 xeyyy 432   10.20 xeyy sin4 2  

10.21 xxyy sin3cos22   10.22   xexyyy 2243   

10.23 756  yyy  10.24 xeyyy x cos2106 3  

10.25 xeyyy 33102   10.26   xexyyy 2436   

10.27 xyyy 222   10.28 xeyyy x 2cos87 2  

10.29 xyy sin4  10.30   xexyyy 32 1127   
 

11-тапсырма. Біртекті емес дифференциалдық теңдеуді ырықты 

тұрақтыны вариациялау әдісімен шешіңіз. 

21 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма 

11.1 xtgyyy 452   11.2 xx eeyy 22 1  

11.3 
xe

yyy



1

1
54  

11.4 

x
yy

sin

1
  

11.5 
xe

x
yyy

5
65   

11.6 

x
yy

4sin

1
16   

11.7 

x

e
yy

x9

9   
11.8 

x

x

e

e
yyy

3

3

1
23


  

11.9 
x

x

e

e
yy

4

4

1
4


  

11.10 
x

x

e

e
yy




1
 

11.11 
xe

yyy
32

1
34


  

11.12 tgxyyy  65  

11.13 
3

2 2

x

x
yy


  

11.14 

x

x
yy

cos
  

11.15 
x

x

e

e
yyy

2

2

2
44






  

11.16 
x

x

e

e
yyy








1
2  

11.17 xctgyyy 265   11.18 ctgxyy 2  
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21 кестенің соңы 

11.19 

x
yy

2sin

2
4   

11.20 
xe

yyy



1

2
69  

11.21 
x

x

e

e
yyy




4

3
78  

11.22 tgxyyy  23  

11.23 
x

x

e

e
yyy

7

7

1
76


  

11.24 
xe

yyy



2

1
2  

11.25 xx eeyy cos2  11.26 xx eeyyy sin45 2  

11.27 
2

2
x

e
yyy

x

  
11.28 

1
2

2 


x

e
yyy

x

 

11.29 
x

x

e

e
yyy

2

2

1
84


  

11.30 
x

x

e

e
yyy

2

2

3
584






 

 

2.3 ЕСЖ №2  әдістемелік нұсқаулар 

 

2.3.1 Бірінші тапсырмаға нұсқау. 

Берілген дифференциалдық теңдеуді қанағаттандыратын кез келген n  рет 

дифференциалданатын  функция  
n

CCxy ,...,,
1

  қарапайым    0,...,,,  nyyyxF  

дифференциалдық теңдеуінің шешімі деп аталады. 

Берілген функция дифференциалдық теңдеудің шешімі болатындығын 

анықтау үшін, функцияны және оның n  ретке дейінгі туындыларын теңдеудегі 

орындарынан қойып, оны тепе-теңдікке айналдыратындығын тексеру қажет. 

Егер функция теңдеуді қанағаттандырса, онда ол дифференциалдық теңдеудің 

шешімі болады.  

1-мысал. Берілген xCexy  21  функциясы дифференциалдық  

теңдеудің 32  xyy  шешімі болатындығын тексеріңіз. 

Шешуі. xCexy  21 , xCey  2 . Функцияны және оның туындысын 

дифференциалдық теңдеудегі орындарына қоямыз:  

  3223212  xxCexCe xx . 

Яғни,  xCexy  21  функциясы дифференциалдық теңдеудің шешімі 

болып табылады. 

 

2.3.2 Екінші тапсырмаға нұсқау. 

Берілген бастапқы шартты қанағаттандыратын қарапайым 

дифференциалдық теңдеудің дербес шешімін табу есебі Коши есебі деп 

аталады.  

n -ретті дифференциалдық теңдеудің бастапқы шарты  

       1

00

1

0000
,...,,   nn yxyyxyyxy  

түрінде жазылады. 

Бастапқы шарттар мәндерін дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі 

мен оның  1n -ретке дейінгі туындыларына қойғаннан алынған теңдеулер 
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жүйесінен белгісіз 
n

CC ,...,
1

 тұрақтыларын табамыз. Бұл мәндерді 

дифференциалдық теңдеудің жалпы шешіміндегі орындарына қойып, берілген 

теңдеудің дербес шешімін аламыз. 

2-мысал. Коши есебін шешіңіз    10,  yx
dx

dy
. 

Шешуі.   xdxdyx
dx

dy
,   C

x
y 

2

2

 - жалпы шешім. 

Бастапқы шарттан: 1,0  yx . Онда 101
2

2

 ССC
x

y .  

Сонымен, ізделінді дербес шешім 1
2

2


x

y . 

 

2.3.3 Үшінші тапсырмаға нұсқау. 

Егер теңдеуде  yxf ,  функциясы нөлінші ретті біртекті функция болса, 

онда қарапайым бірінші ретті  yxfy ,  дифференциалдық теңдеу біртекті 

болып саналады.  

Егер 

    0,,, 0  tyxfttytxf  

болса, онда  yxf ,  нөлінші ретті біртекті функция деп аталады.  

Біртекті  yxfy ,  дифференциалдық теңдеу txtytxy  ,  

алмастырулары негізінде айнымалылары ажыратылатын дифференциалдық 

теңдеуге келтіріледі. 

3-мысал. Дифференциалдық теңдеудің 
2

2

x

eyyx
y

y

x


  жалпы шешуін 

(жалпы интегралын) табыңыз. 

Шешуі. txtytxy  ,  алмастыруымен дифференциалдық теңдеудің  

 
tt

tx

x

etxtett
x

etxtx
txt

1

2

1

2

2

22

, 


  

түріне келеміз. 

Айнымалыларын ажыратып және интегралдап, 

Cxe
x

dx

t

dte
t

t






ln,
1

2

1

 

теңдігін аламыз. Кері 
x

y
t   қойылымы арқылы дифференциалдық теңдеудің 

жалпы интегралын 

Cxe y

x




ln  

аламыз. 
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2.3.4 Төртінші тапсырмаға нұсқау. 

Теңдеудің 

   xgyxpy   

түрі бірінші ретті сызықтық дифференциалдық теңдеу деп аталады.  

Сызықтық дифференциалдық теңдеуде белгісіз функция және туындысы 

бірінші дәрежелі болып келеді.  

Егер теңдеуде   0xg  болса, онда сызықтық дифференциалдық теңдеу  

  0 yxpy  

түрінде жазылады да, ол сызықтық дифференциалдық теңдеуге сәйкес бірінші 

ретті біртекті сызықтық дифференциалдық теңдеу деп аталады. Теңдеудің 

шешімін табудың екі әдісін қарастырайық: Бернулли және Лагранж (ырықты 

тұрақтыны вариациялау) әдістері. 

 1. Бернулли әдісі. Бұл әдіс бойынша сызықтық дифференциалдық 

теңдеудің шешімін    xvvxuuvuy  ,,  түрінде іздейміз. Олай болса,  

vuvuy  . Теңдеудегі орындарына y  және y  қойып,  

    xgvxpvuvu   

теңдігін аламыз. 

Бұл теңдіктегі   0 vxpv  өрнегінің айнымалыларын ажыратып және 

интегралдап шешуімін табамыз: 
 

dxxp

ev . Табылған мәнді алынған екінші  

 xgvu   теңдеуге қойсақ  
 

dxxp

exgu  теңдігіне келеміз. Интегралдау 

негізінде  
 


 dxexgu

dxxp

. Табылған u  және v  мәндерін ізделінді шешімге 

қойсақ, берілген сызықтық дифференциалдық теңдеудің шешімін аламыз: 

 
    






  

dxxpdxxp

eCdxexgy . 

Бұл формуланы бірінші ретті сызықтық дифференциалдық теңдеудің 

шешімін табуда дайын формула ретінде қолдануға болады. 

2. Лагранж (ырықты тұрақтыны вариациялау) әдісі. Бұл әдісте алдымен 

берілген сызықтық дифференциалдық теңдеуге сәйкес біртекті  

  0 yxpy  

түрінің жалпы шешімін табамыз: 
 

dxxp

Cey . Бұл шешімде Лагранж әдісінің 

негізі болып табылатын  xCC   деп аламыз:  
 

dxxp

exCy  . Бұл функция мен 

туындысын берілген дифференциалдық теңдеудегі орындарын қойып, алынған 

нәтижені интегралдай отырып  xC  табамыз. Табылған мәнді орнына қойып 

берілген бірінші ретті сызықтық дифференциалдық теңдеудің шешімін аламыз. 

Нәтиже теңдеудің Бернулли әдісімен алынған шешіміндей болады. 

 4-мысал. Дифференциалдық 12  x
х

y
у  теңдеудің жалпы шешімін 

табыңыз. 

. 
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Шешуі.     1,
1 2  xxg
х

xp . 

Дайын формуланы пайдаланып теңдеудің жалпы шешімін табамыз: 

    

  ,ln
2

11
1

11

2

2

lnln22

xCx
x

xCdx
x

xxCdx
x

x

eCdxexeCdxexy
xxx

dx

x

dx





















































 

 

 

  немесе   Cxxx
x

y  ln
2

3

. 

 

2.3.5 Бесінші тапсырмаға нұсқау. 

Бірінші ретті сызықтық емес дифференциалдық теңдеу түрі 

    1,0,,  nRnyxgyxpy n , 

Бернулли теңдеуі деп аталады. Мұнда    xgxp ,  - үздіксіз функциялар. 

Бернулли теңдеуі 











 

n

z
yyzy nn

1
,1

 қойылымы арқылы бірінші 

ретті сызықтық дифференциалдық теңдеуге келтіріледі. Оның шешу әдістері 4-

тапсырма нұсқауында келтірілгендіктен студенттерге өзіндік жұмыс ретінде 

қарастыру ұсынылады.  

 

2.3.6 Алтыншы тапсырмаға нұсқау. 

Бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің дифференциалдық формадағы  

    0,,  dyyxQdxyxP  

түрі толық дифференциалдық теңдеу  деп аталады. 

Яғни, теңдіктің сол жағы 
2

RD   аймағында қандай да бір  yxu ,  

функциясының дифференциалы болып табылады: 

     yxdudyyxQdxyxP ,,,  .  

Егер 
   

x

yxQ

y

yxP








 ,,
 болса, онда толық дифференциалдық теңдеудің 

шешімі айқын емес түрде   Cyxu ,  деп жазылады. Мұндағы  yxu ,  

функциясын 

       dxQdyPyxu
y

y

x

x

 
00

,,,
0

,   (1) 

түрінде, болмаса  

       dyQdxPyxu
y

y

x

x

 
00

,,,
0

   (2) 

формуласынан табамыз. Бұл формулаларда көбіне 
0

x  және 
0

y  мәндерін 0
0
x  

және 0
0
y  деп алады, яғни оларды таңдауда   Dyx 

00
,  болуы ескеріледі. 
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5-мысал. Дифференциалдық    0
3

21ln
3

2 







 dy

y

x
dxyx  теңдеудің жалпы 

интегралын табыңыз. 

Шешуі. Теңдеуден     2
3

,,1ln,
3

2 
y

x
yxQyxyxP .  

Яғни, 
 

y

x

y

yxP 2,





 және

 
y

x

x

yxQ 2,





. Демек, 

   
x

yxQ

y

yxP








 ,,
 

шарты орындалады. Берілген дифференциалдық теңдеу толық 

дифференциалдық теңдеу. Сонымен,  0
0
x ,  0

0
y  десек, 

   

.2ln
3

2
3

ln

2ln21ln,

3

0

3

00
0

2

00

2

yxy
x

yxy

dyddyyxu

x

yx
xyx



 





 

Ізделінді жалпы интеграл:  Cyxy
x

 2ln
3

3

. 

 

2.3.7 Жетінші және сегізінші тапсырмаларға нұсқау.  

Кейбір жағдайларда сызықтық біртекті қарапайым дифференциалдық 

теңдеулер шешімін біртіндеп интегралдап, ретін төмендете отырып табуға 

болады.  

1. Жоғарғы туындысы бойынша шешілген n -ретті дифференциалдық 

теңдеу түрі:    xfy n  , мұнда  xf  - аймақта үздіксіз функция. Біртіндеп 

интегралдау арқылы дифференциалдық теңдеудің ретін төмендетіледі және де 

ретінің әрбір төмендеуінде бір тұрақты қосылып остырады. 

2. Егер n -ретті  2n  дифференциалдық теңдеуде белгісіз функция 

немесе оның  1n -ретке дейінгі туындысы қатыспай тұрса, онда ретін 

төменедету үшін  
     xpppypy knn   ,,...,  

алмастыруларын енгіземіз. Мысалы, екінші ретті дифференциалдық теңдеуде 

ретін төмендету үшін  

 xpppypy  ,,  

алмастыруын қолданамыз. 

3. Егер n -ретті  2n  дифференциалдық теңдеуде тәуелсіз x  

айнымалысы қатыспай тұрса, онда ретін төмендету үшін жаңа белгісіз  ypy   

функциясын енгіземіз. Онда 
dy

dp
py   және т.с.с. 

6-мысал. Дифференциалдық xxy 32   теңдеудің жалпы шешімін 

табыңыз.  
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Шешуі.   
1

23

2

2

3

3
3 C

xx
dxxxy . 

 
21

34

1

23

2122

3

3
CxC

xx
dxC

xx
y 








  . 

 
32

2

1

45

21

34

2860212
CxC

x
C

xx
dxCxC

xx
y 








  . 

7-мысал. Дифференциалдық xxyy sinsin   теңдеудің жалпы шешімін 

табыңыз.  

Шешуі. Дифференциалдық теңдеуде белгісіз y  функциясы жоқ, 

сондықтан да  xpppypy  ,,  алмастыруын енгіземіз. Сонымен, 

алмастырудан кейін бірінші ретті сызықтық дифференциалдық теңдеуіне 

келеміз: xxpp sinsin  ,     xxgxxp sin,sin  . Дайын формула негізінде 

теңдеудің жалпы шешімін табамыз: 

 

  .1,1

sinsin

cos

1

cos

1

cos

1

cos

cos

1

cossin

1

sin

xxxx

xxxdxxdx

eCyeCeCe

eCdxexeCdxexp








 








 

 

  .cosarcsin

.lnarcsin
ln1

ln

ln1

ln1

lnarccos,

1

21

212121

2

cos

cos

1

CxCxy

CtCx
t

td
Cx

tt

dt
Cx

tt

dt
dx

txte

dxeCy

x

x
























 

 

2.3.8 Тоғызыншы тапсырмаға нұсқау. 

Дифференциалдық теңдеу түрі  

0 qyypy , constqp ,  

тұрақты коэффициентті екінші ретті сызықтық біртекті дифференциалдық 

теңдеу деп аталады.  

Мұндай теңдеудің дербес шешуі  
kxlxkx ekykeyey 2,   

түрінде ізделінеді. 

Алгебралық теңдеу 

02  qpkk  

тұрақты коэффициентті екінші ретті сызықтық біртекті дифференциалдық 

теңдеуге сәйкес сипаттамалық теңдеу деп аталады.  

Сипаттамалық теңдеу түбірлеріне байланысты тұрақты коэффициентті 

екінші ретті сызықтық біртекті дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімінің 

жазылуының 3 жағдайы қарастырылады. 
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1. Сипаттамалық теңдеу түбірлері әртүрлі нақты сандар  0D : 
21

kk  . 

Бұл жағдайда теңдеудің жалпы шешімі  
xkxk

eCeCy 21

21
  

түрінде жазылады. 

2. Сипаттамалық теңдеу түбірлері өзара тең нақты сандар  0D : 

kkk 
21

. Бұл жағдайда теңдеудің жалпы шешім:  

  kxexCCy
21

 . 

3. Сипаттамалық теңдеу түбірлері комплекстік түйіндес сандар  0D : 

ik  
2,1

. Бұл жағдайда теңдеудің жалпы шешім: 

 xCxCey x  sincos
21

 . 

8-мысал. Коши есебін шешіңіз 

    00,10,0126  yyyyy . 

Шешуі. 1,,2  ykyky  алмастыруларын дифференциалдық теңдеуге 

енгізіп, оған сәйкес 01262  kk  сипаттамалық теңдеуін аламыз.  Оның 

түбірлер комплекстік түйіндес сандар: ik 33
2,1

 . Сондықтан, үшінші жағдай 

негізінде жалпы шешім 

 xCxCey x 3sin3cos
21

3   

түрінде болады. 

Берілген теңдеудің дербес шешуін алу үшін жалпы шешімді 

дифференциалдап  

   xCxCexCxCey xx 3cos33sin33sin3cos3
21

3

21

3  , 

бастапқы 0,1,0  yyx  шарттын ескереміз: 


















.3

,1

033

,1

2

1

21

1

C

C

CC

C
 

Сонымен, Коши есебінің шешуі:  xxey x 3sin33cos3  . 

 

2.3.9 Оныншы тапсырмаға нұсқау. 

Дифференциалдық теңдеу түрі  

 xfqyypy  , constqp ,  

тұрақты коэффициентті екінші ретті сызықтық біртекті емес дифференциалдық 

теңдеу деп аталады.  

Тұрақты коэффициентті екінші ретті сызықтық біртекті емес 

дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі оның дербес *y  шешуі мен оған 

сәйкес біртекті түрінің жалпы y  шешулерінің қосындысынан тұрады:  

*
..

yyy
шж

 . 

Теңдеуге сәйкес біртекті түрінің жалпы y  шешуін табу 9-тапсырма 

нұсқауын келтірілген. 
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Тұрақты коэффициентті екінші ретті сызықтық біртекті емес 

дифференциалдық теңдеудің дербес *y  шешуін іздеу тәсілдерін қарастырайық: 

1) Егер тұрақты коэффициентті екінші ретті сызықтық біртекті емес 

дифференциалдық теңдеудің оң жағы     x

n
exPxf   түрінде болса, онда оның 

дербес шешуі   x

n

r exQxy *  түрінде ізделінеді. Мұнда r  саны сипаттамалық 

теңдеу түбірі ретінде   санының қайталану еселігі. Ал,  xQ
n

 - белгісіз 

коэффициентті  xP
n

 көпмүшелігімен бірдей дәрежелі көпмүшелік.   

2) Егер тұрақты коэффициентті екінші ретті сызықтық біртекті емес 

дифференциалдық теңдеудің оң жағы       xxQxxPexf
mn

x  sincos   

түрінде болса, онда оның дербес шешуі     xxNxxMexy
jl

xr  sincos*   

түрінде ізделінеді. Мұнда  xM
l

,  xN
l

 - белгісіз коэффициентті  mnl ,max  

дәрежелі көпмүшеліктер, ал  r  саны сипаттамалық теңдеу түбірі ретінде i   

санының қайталану еселігі. Белгісіз коэффиценттер анықталмаған 

коэффициентер әдісі бойынша *y  функциясын және оның туындыларын 

берілген теңдеудегі орындарына қою негізінде, яғни теңдіктің екі жағынан да 

бірдей дәрежелі айнымалылардың коэффициенттерін теңестіріп табамыз. 

9-мысал. Дифференциалдық xyy sin4    теңдеудің жалпы шешімін 

табыңыз. 

Шешуі. Теңдеудің жалпы шешімі:  *
..

yyy
шж

 . 

2,04,04:
2,1

2  kkyyy .  xx eCeCy 2

2

2

1
  . 

Теңдеудің оң жағы    xxexxf x sin1cos0sin 0   түрінде берілген. 

Сондықтан оның дербес шешуін     xxNxxMexy
jl

xr  sincos*   түрінде 

іздейміз. Мұнда ii   саны сипаттамалық теңдеу түбірлері ретінде 

кездеспейді, ал,   0,max  mnl .  Содықтан: 

xBxAy sincos*  . 

Бұдан  *y  және  *y  туындыларын тауып, теңдеудегі орындарына 

қоямыз:  

  xBxAy cossin* 


,    xBxAy sincos*   

xxBxAxBxA sinsin4cos4sincos  , 

xxBxA sinsin5cos5  . 

Теңдіктің екі жағынан да xx sin,cos  коэффиценттерін теңестіріп, белгісіз 

A  және B  коэффициенттерін табамыз: 

















.
5

1
,0

15

,05

:sin

:cos

B

A

B

A

x

x
 

Бұларды орындарына қойып, дербес xy sin
5

1
*   шешуін аламыз.  

Сонымен ізделінді жалпы шешу:  
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xeCeCy xx sin
5

12

2

2

1
  . 

 

2.3.10 Он бірінші тапсырмаға нұсқау. 

Тұрақты коэффициентті екінші ретті сызықтық біртекті емес 

дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі: *
..

yyy
шж

 . 

Теңдеуге сәйкес біртекті түрінің жалпы    xyCxyCy
2211

  шешуін табу 

9-тапсырма нұсқауында келтірілген. 

Теңдеудің дербес *y  шешуін іздеуде ырықты тұрақтыны вариациялау 

әдісін қолданамыз. Мұнда   2,1,  ixCC
ii

 деп, дербес шешуін 

       xyxCxyxCy
2211

*   

түрінде іздейміз. 

 xC
1
  және  xC

2
  белгісіздерді  

       

         







xfxyxCxyxC

xyxCxyxC

2211

2211
,0

 

теңдеулер жүйесінен табамыз. Табылған нәтижелерді интегралдап және орнына 

қойып теңдеудің ізделінді дербес шешуін аламыз. 

10-мысал. Біртекті емес дифференциалдық 
xxe

yyy
1

2   теңдеуді 

ырықты тұрақтыны вариациялау әдісімен шешіңіз. 

Шешуі. Берілген теңдеуге сәйкес біртекті  

02  yyy  

түрінің жалпы шешімін табамыз. Оның сипаттамалық теңдеуінің түбірлері: 

1,012
2,1

2  krk . 

Жалпы шешім: xx xeCeCy  
21

. Дербес шешуін   2,1,  ixCC
ii

 деп 

алып,  

    xx xexCexCy  
21

*  

түрінде іздейміз. Крамер ережесімен теңдеулер жүйесінен  

   

     















xxe
xexCexC

xexCexC

xx

xx

1
1

,0

21

21

 

   

    












.

1
1

,0

21

21

x
xxCxC

xxCxC

 

 xC
1
 ,  xC

2
  табамыз: 

1
11

1





x

x
,    1

1
1
0

1





x
x

x
,   

x
x

1
1

1

01

2



 .     1

1
 xC ,  

x
xC

1
2

 . 

Бұларды интегралдап  
11

CxxC  ,  
22

ln CxxC   және орындарына 

қойып теңдеуідің дербес шешуін жазамыз: 

     0,,ln*
2121
  CCxeCxeCxy xx

. 
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Сонымен, ізделінді жалпы шешім:  
xxxx exxxexeCeCy   ln*

21
. 

 

3. Есептеу-сызба жұмыс №3. Қатарлар. Ықтималдықтар теориясы 

және математикалық статистика элементтері 

 

Мақсаты: оңтаңбалы және кезектаңбалы қатарларды жинақтылыққа 

зерттеуді және сонымен бірге ықтималдықтар теориясы және математикалық 

статистика әдістерін  игеру. 

 

3.1  Теориялық сұрақтар 

 

1. Сандық қатарлар, негізгі түсініктер. 

2. Жинақтылықтың жеткілікті шарттары. 

3. Кезектаңбалы қатарлар. 

4. Абсолют және шартты жинақтылық. 

5. Функциялық қатарлар. 

6. Дәрежелік қатарлар. 

7. Қарапайым функцияларды Тейлор қатарына жіктеу. 

8. Қатарларды жуықтап есептеуде қолдану. 

9. Кездейсоқ оқиғалар, негізгі түсініктер. 

10. Ықтималдықтардың негізгі теоремалары. 

11. Бір өлшемді кездейсоқ шамалар. 

12. Таңдамалық теориясының негізгі түсініктері. 

13. Нүктелік, интервалдық бағалау және сенімділік интервалы. 

 

3.2 Есептік тапсырмалар 

 

1-тапсырма. Берілген сандық қатардың жазыңыз: а) 
n

a - жалпы мүшесін;  

б) 
n

S - n -ші дербес қосындысын; в) 
n

r  - қатар қалдығын; г) S - қатардың 

қосындысын. 

22 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

1.1 

  



 1 21

1

n nn
 1.2 

  



 1 1434

1

n nn
 1.3 

  



 1 32

1

n nn
 

1.4 

  



 1 3212

1

n nn
 1.5 

  



 1 2313

1

n nn
 1.6 

  



 1 5414

1

n nn
 

1.7 

  



 1 3414

1

n nn
 1.8 

  



 1 53

1

n nn
 1.9 

  



 1 3525

1

n nn
 

1.10 

  



 1 5212

1

n nn
 1.11 

  



 1 31

1

n nn
 1.12 

  



 1 5414

1

n nn
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22 кестенің соңы 

1.13 

 



 1 1

1

n nn
 1.14 

  



 1 43

1

n nn
 1.15 

  



 1 4313

1

n nn
 

1.16 

  



 1 1323

1

n nn
 1.17 

 



 1 1

1

n nn
 1.18 

  



 1 1212

1

n nn
 

1.19 

  



 1 65

1

n nn
 1.20 

  



 1 3212

1

n nn
 1.21 

  



 1 4323

1

n nn
 

1.22 

  



 1 32

1

n nn
 1.23 

  



 1 9252

1

n nn
 1.24 

  



 1 7434

1

n nn
 

1.25 

  



 1 4515

1

n nn
 1.26 




1 3

1

n
n
 1.27 















1 7

2

n

n

 

1.28 

  



 1 21

1

n nnn
 1.29 




 1
2 5124

1

n nn
 1.30 

 



 1 3

1

n nn
 

 

2-тапсырма. Сандық 


1n
n

a  қатары берілген. Қатардың жинақтылығының 

қажетті белгісі орындала ма? Орындалса, қатарды салыстыру белгісі бойынша 

жинақтылыққа зерттеңіз. 

23 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

2.1 



 



1
2

2

43

12

n n

n
 

2.2 



 



1
3 4

1

n n

n
 2.3 




 



1
2 2

1

n n

n
 

2.4 



 1 1

1

n n
 2.5 




 



1
5

2

3

1

n n

n
 

2.6 



 1
2 2

1

n n
 

2.7 



 



1
3 2

23

n n

n
 2.8 



















1

3

2

2

34

1

n n

n  
2.9 




 



1
2 13

3

n n

n
 

2.10 

 



 1 1ln

1

n n
 2.11 

 



 



1 2

1

n nn

n
 2.12 




 



1
7

2

4

12

n n

n
 

2.13 



 1 23

1

n n
 2.14 




 



1
2

2

1

2

n n

n
 

2.15 



 1
3 2

1

n n
 

2.16 







1

1

n n

n
 

2.17 



 



1
3 5 1

2

n n

n
 

2.18 



 1
3 1

1

n n
 

2.19 



 



1
2

3

43

12

n n

n
 

2.20 



 



1
5 3 2

1

n n

n
 

2.21 



 



1
21

1

n n

n
 

2.22 



1

2sin

n n

n
 

2.23 



 1
4 16

1

n nn
 2.24 

 



 1
3

1n n

n
 

2.25 






1
35

1

n
n

 2.26 







1
2sin

1

n nn

n
 

2.27 



 



1
4 3

2

n n

n
 

2.28  



 



1
22 ln

1lnsin

n nn

nn
 2.29 




 



1 14

13

n n

n
 2.30 




 



1
3 52

3

n n

n
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3-тапсырма. Даламбер белгісін қолданып, қатарды жинақтылыққа 

зерттеңіз. 

24 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

3.1  



 



1
2 3

!1

n
nn

n
 3.2 

 







1

1

!2

2

n

n

n
 

3.3 



 1 10

!

n
nn

n
 

3.4 







1

2

2

1

n
n

n
 

3.5 



 1
2 1

!

n nn

n
 3.6 




 



1 5

2

n
nn

n
 

3.7  



 



1
2 7

!1

n
nn

n
 3.8 








1

!3

n
n

n

n

n
 

3.9 

 



 1 41

!

n
nn

n
 

3.10 

 



 



1 !13

1

n
n n

n  3.11 







1
2

1

1

4

n

n

nn
 

3.12 







1
2

1

13

3

n

n

n
 

3.13 







1 6

4

n
n

n
 3.14  

 








1
1

2

31

1

n
nn

n
 

3.15 







1

3

!

1

n n

n
 

3.16 

 



 



1 !1

2!

n

n

n

n  
3.17 




1 4

!

n
n

n
 3.18 








1
3

1

1

3

n

n

n
 

3.19 








1
1

3

3

1

n
n

n
 

3.20 












 

1

1
2

n

n

n

n

n
 

3.21  








1
15

!1

n
nn

n
 

3.22 



 



1
2

2

3

2

n
nn

n
 

3.23 







1

2

!

12

n n

nn  
3.24 







1
12

!

n
n

n
 

3.25 

 







1

1

!2

3

n

n

n
 

3.26  







1

1

!

4!1

n

n

n

n  
3.27 








1
2

2

4

5

n

n

n
 

3.28  
 












1

21

!1

12

n

n

n

n  
3.29 

 



 1 !12

1

n n
 3.30  









1
13

!1

n
n

n
 

 

4-тапсырма. Радикалдық Коши белгісін қолданып, қатарды 

жинақтылыққа зерттеңіз. 

25 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

4.1 














1 13n

n

n

n
 

4.2 


















1

2

34

52

n

n

n

n
 

4.3 


















1 1

14

n

n

n

n
 

4.4 


















1
2 13

2

n

n

n

n
 

4.5 














1

2

3

1
arcsin

n

n

n
 

4.6 


















1

2

13

12

n

n

n

n
 

4.7 
 







 

1n 2

5
n

n

n
 

4.8 
 













1n
5

3

4

3
n

n

nn
 

4.9 







1 5

)2(

n
n

nn
 

4.10 



1 ln

1

n
n n

 4.11 
2

1 13

12
n

n n

n

















 

4.12 



















1

2

13

1

n

n

n

n
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25 кестенің соңы 

4.13 


















1
2

2

243

12

n

n

nn

nn
 

4.14 

nn

n 1
arcsin

1






 
4.15 

 



 1 1n
n

n

n

e
 

4.16 















1

2

1n

n

n

n
 

4.17 
 













1n 12

34
n

n

n
 

4.18 


















1
2

2

346

18

n

n

nn

nn
 

4.19 


















1 12

34

n

n

n

n
 

4.20 



1 ln

1

n
n n

 4.21 

1

1

1 



 n
arctg

n

n  

4.22 


















1 14

13

n

n

n

n
 

4.23 


















1
2

2

13

14

n

n

n

n
 

4.24 


















1
2

2

13

15

n

n

n

n  

4.25 


















1
2

2

343

532

n

n

nn

nn
 

4.26 

13

1

1

2





 n
arctg

n

n  
4.27 

 



 1
2 1ln

1

n
n n

 

4.28 



















1

2

2

2

14

1

n

n

n

n
 

4.29 



















1

2

2

14

n

n

n

n
 

4.30 22

1 32

52
n

n n

n

















 

 

5-тапсырма. Интегралдық Коши белгісін қолданып, қатарды 

жинақтылыққа зерттеңіз. 

26 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

5.1 

nnn ln

1

2






 
5.2 

7
1

1

nn






 
5.3 

nnn ln

1

2






 

5.4 

2
ln

1

3 n
n

n






 
5.5 

3
0

1
2

1














 nn

 
5.6 

 4
1 13

1





 nn

 

5.7 

   1ln1

1

1 



 nnn

 
5.8 

 3
1 12

1





 nn

 
5.9 

nnn
2

2 ln

1





 

5.10 

 51 3

1





 nn

 
5.11 

 nnn 3ln

1

1






 
5.12 

   13ln13

1
2

1 



 nnn

 

5.13 

 31 2

1





 nn

 
5.14 

3 2
2 ln

1

nnn






 
5.15 

   3ln3

1
3

0 



 nnn

 

5.16 

   22ln1

1
2

1 



 nnn

 
5.17 

 3 2
1 1

1





 nn

 
5.18 

   3 2
2 1ln1

1





 nnn

 

5.19 

   12ln12

1
3

1 



 nnn

 
5.20 

   13ln13

1

1 



 nnn

 
5.21 

 31 13

1





 nn

 

5.22 

 nnnn lnlnln

1

3 





 
5.23 

3

2

1 1 n

n

n 





 
5.24 

  2
3 lnlnln

1

nnnn 




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26 кестенің соңы 

5.25 
3 2

3 ln

1

nnn 





 
5.26 

   12ln12

1

1 



 nnn

 
5.27 

 51 13

1





 nn

 

5.28 

   1ln1

1
2

1 



 nnn

 
5.29 

 2
0 13

1





 nn

 
5.30 

   1ln1

1
3

1 



 nnn

 

 

6-тапсырма. Кезектаңбалы қатарды абсолют немесе шартты 

жинақтылыққа зерттеңіз. 

27 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

6.1  
 !1

1 3

1 





 n

n
n

n

 
6.2  

3 2

1

1 1

1











n

n

n

 
6.3 

 
n

n

n n

n


















1

1
1

1

 

6.4  
nn

n

n 









3

1
1

1

 
6.5 

 
n

n

n n

n














 1

2
1

2
1

 
6.6  

nn

n

n ln

1
1

1







  

6.7    
2

11
3

1

1 









n

n
n

n

 
6.8 

 
n

nn

n

ln
1

1

1






  
6.9  

n

n

n

1

1







 

6.10  
12

1

1 





 n

n

n

 
6.11  

1

1
3

1 
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
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



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2
1
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 !1

1
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1 









n

n
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6.14    

n

n

n

n

2
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1

1








  
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1 1

1











n

n

n

 

6.16    
3

1
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n

n
n

n







 
6.17  

 2

1

1 12

1











n

n
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6.18  

!

31
1

1 nn

nn

n 








  

6.19  
nn

n

n
2

1

1 ln

1







  

6.20  

2

1
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1 



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 n

n
n

n

 
6.21  
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1

1

1

n

n

n







  

6.22 
 

n

n

n













 4

1
1

1
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1

1

1 2!
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
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
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
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
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5.26 

 
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



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
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6.27  

2

1
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1

nn

n

n 








  

6.28    
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1 







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n

n
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




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


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


 15

4

1
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1
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1 
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
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n
n

n

 

 

7-тапсырма. Функциялық қатардың жинақтылық аймағын табыңыз. 

28 кесте 
№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

7.1  
 12

122

1 





 n

xn
n

n

n

 
7.2 

   11

32

1 





 nx

n
n

n

n

 
7.3 

 13 2
1 





 n

xn
n

n

n
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28 кестенің соңы 

7.4  
n

n

n

xn

3

13

1







 
7.5 

  nn
n x

n
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3

1 





 
7.6  

3
1
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n

x
nn

n







 

7.7 

 23 1
1 









n

xn
n

n

n

 
7.8  

n

x
n

n

n 





 2

13

1

 
7.9 2

141

n

n

n

n n

nx















 

7.10  
  2

1 1

21

nx

n
n

n

n 







 
7.11 

3
1 3 n

x
n

n

n 





 
7.12    

 23

1342

1 





 n

xn
n

n

n
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3
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1 


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
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n
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1 






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2
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1 






nn

xnn

n

 

7.16 
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
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
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8-тапсырма. Анықталған интегралды 0,001 дәлдікке дейін есептеңіз. 

29 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

8.1 



4,0

0
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x

dx
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



5,0

0

e dxx x  
8.3 


1

0

cos dxx  

8.4 
  sin

1

0

2

 dxx  
8.5 

  1
2/1

0

3
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
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29 кестенің соңы 

8.19 
  

1

1

0
4
x

dx
 

8.20 




0
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)1ln( 2
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x
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x
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9-тапсырма. Берілген интервалда l2  периодты  xf  функциясын 

Фурье қатарына жіктеңіз. 

30 кесте 

№ Тапсырма № Тапсырма № Тапсырма 

9.1 
 









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,02,0

x

x
xf  9.2 

 








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x
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 
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
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x

x
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 
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x

x
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 









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,04,0

x

x
xf  9.6 

 








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x

x
xf  

9.7 
 










30,3
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x

x
xf  9.8 

 









10,4

,01,0

x

x
xf  9.9 

 









21,2
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x

x
xf  

9.10 
 










42,4

,20,4

x

x
xf  9.11 

 









60,2

,06,0

x

x
xf  9.12 

 









35.1,3

,5.10,3

x

x
xf  

9.13 
 










84,2

,40,2

x

x
xf  9.14  










2/10,2

,02/10

x

x
xf  9.15 

 









2/10,3

,02/1,3

x

x
xf  

9.16 
 










42,8

,20,8

x

x
xf  

9.17 
 










80,4

,08,0

x

x
xf  9.18 

 









75.3,5

,5,30,5

x

x
xf  

9.19 
 










42,5

,205

x

x
xf  

9.20 
 










40,8

,04,0

x

x
xf  9.21 

 









2/30,3

,02/3,3

x

x
xf  

9.22 
 










70,5

,07,0

x

x
xf  9.23  










10,0

,01,3

x

x
xf  9.24 

 









75.3,0

,5.30,5

x

x
xf  

9.25  









12/1,3

,2/10,3

x

x
xf  9.26 

 









31,0

,10,2

x

x
xf  9.27 

 









20,6

,02,6

x

x
xf  

9.28 
 










63,3

,36,0

x

x
xf  9.29 

 









10,5

,01,5

x

x
xf  9.30 

 









63,0

,30,3

x

x
xf  

 

10-тапсырма. Бұл тапсырманың орындалуы оқиғалар алгебрасы, 

комбинаторика элементтері, ықтималдықтың классикалық анықтамасы және 

гипергеометриялық схема ықтималдығына негізделген. 
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10.1 Жәшікте 10 алма және 5 алмұрт бар. Кездейсоқ алынған 4 жемістің 

үшеуі алма  болуының ықтималдығы қандай. 

10.2 Қорапта 7 ақ және 3 қара шар бар. Қораптан кездейсоқ ретпен 

барлық шарларды бірінен соң бірін алғанда екінші шардың ақ болуының 

ықтималдығы қандай. 

10.3 Топтағы 9 адам дөңгелек стол басында отыр. Нақты екі адамның 

қатар отыруының ықтималдығын табыңыз. 

10.4 Екі ойын сүйегін лақтырғанда түскен ұпайлар қосындысы тоғыздан 

кем болмауының ықтималдығын табыңыз.  

10.5 Екі ойын сүйегін лақтырғанда түскен ұпайлар қосындысы беске, ал 

көбейтіндісі төртке тең болуының ықтималдығыыны табыңыз. 

10.6 Ойын сүйегін лақтырғанда түскен ұпайдың төрттен артық 

болмауының ықтималдығын табыңыз. 

10.7 Қоржында 6 ақ және 4 қара шар бар. Тәуекел алынған үш шардың 

екеуі ақ, ал біреуі қара болуының ықтималдығын табыңыз.  

10.8 Жәшіктегі 24 сигнал ракетасының 6-уы қызыл, ал қалғаны жасыл 

түсті. Тәуекел алынған 5 ракетаның 3-уі қызыл болуының ықтималдығын 

табыңыз.  

10.9 Студент бағдарламаның 60 сұрағының 45-не дайын. Әрбір емтихан 

билеті 3 сұрақтан тұрады. Табыңыз: а) студенттің билет сұрақтарының 

үшеуінде білуінің; б) тек екі сұрағын білуінің; в) тек бір сұрағын ғана білуінің  

ықтималдығын табыңыз. 

10.10 Қоржында 7 ақ және 4 қара шар бар. Шарларды араластырып, 

тәукеле алынған 3 шардың екеуі ақ, ал біреуі қара болуының ықтималдығын 

табыңыз. 

10.11 Екі ойын сүйегі лақтырылады. Келесі оқиғалардың 

ықтималдықтарын табыңыз: А – түскен ұпайлар қосындысы 6-ға тең; В - түскен 

ұпайлар көбейтіндісі 6-ға тең; С - түскен ұпайлар қосындысы оладың 

көбейтіндісінен артық. 

10.12  Кездейсоқ 36 картадан тұратын колода екіге бөлінді. Колоданың 

әрбір бөлігінде екі “тұз" болуының ықтималдығын табыңыз. 

10.13 Алты карточкада О, Ц, Е, Н, К, А әріптері жазылған. Карточкалар 

теріс аударылып араластырылды.  Бес карточканы кері аударғанда КОНЕЦ сөзі 

шығуының ықтималдығын табыңыз. 

10.14 Жәшіктегі 110 бұйымның 10-ы жарамсыз. Тәуекел алынған 5 

бұйымның 1-уі жарамсыз болуының ықтималдығын табыңыз. 

10.15 Екі ойын сүйегін лақтырғанда түскен ұпайлардың қосындысы 5-тен 

артық болмауының ықтималдығын табыңыз.  

10.16 Жәшікте 1-ден 10-ға дейін нөмірленген 10 бұйым бар. Тәуекел 

алынған 6 бұйымның ішінде 3-ке еселі нөмерлі бұйым болуының 

ықтималдығын табыңыз. 

10.17 Қоржында 8 ақ, 6 қара және 4 қызыл шарлар бар. Тәуекел алынған 2 

шардың түрлі түсті болуының ықтималдығын табыңыз. 

10.18 Барлығы 25 бұйымның  4-уі ақаулы. Тәуекел алынған екі бұйымның 
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ішінде ақаулы бұйымның болуының ықтималдығын табыңыз. 

10.19 Студент бағдарламаның 60 сұрағының 50-не дайын. Студенттің 

емтихан билетінің екі сұрағында білетіндігінің ықтималдығын табыңыз.  

10.20 Жәшіктегі 12 шардың 8-і ақ және 4-уі қара. Тәуекел алынған 5 

шардың 2-уі қара болуының ықтималдығын табыңыз. 

10.21 Қоржында 8 ақ және 4 қара шар бар. Тәуекел бір мезетте 2 шар 

алынды. Келесі оқиғалардың ықтималдығын табыңыз: А – екі шарда бір түсті; В 

– шарлар әртүрлі түсті. 

10.22 Екі ойын сүйегін лақтырғанда түскен ұпайлардың көбейтіндісі жұп 

болуының ықтималдығын табыңыз.  

10.23 Қоржында 8 ақ және 4 қара шар бар. Тәуекел алынған 3 шардың 2-уі 

ақ және 1-уі қара болуының ықтималдығын табыңыз.   

10.24 Екі ойын сүйегі  лақтырылды. Келесі оқиғалар ықтималдығын 

табыңыз:  А – түскен ұпайлар қосындысы 7-ге тең; В – түскен ұпайлар 

көбейтіндісі 7-ге тең; С - түскен ұпайлар қосындысы оладың көбейтіндісінен 

артық. 

10.25 Барлық 16 бұйымның 4-уі ақаулы. Тәуекел алынған 4 бұйымның 1-

уі ақаулы болуының ықтималдығын табыңыз. 

10.26 Бес ер адам және 10 әйел адам 5 столға кездейсоқ үш-үштен 

отырды. Әрбір столда ер адам болуының ықтималдығын қандай? 

10.27 Дүкенге түскен 45 жаңа теледидардың 5-уінің жасырын ақауы бар.  

Сатып алынған теледидардың ақаусыз болуының ықтималдығын табыңыз. 

10.29 «СТУДЕНТ» сөзінің әріптерінің орнын ауыстырудан қанша сөз 

құрауға болады? Сөздерді жазып шығыңыз. 

10.30 Екі ойын сүйегін лақтыруда келесі оқиғалар ықтималдығын 

табыңыз: А – түскен ұпайлар қосындысы 6-ға тең; В – түскен ұпайлар 

көбейтіндісі 6-ға тең; С - түскен ұпайлар қосындысы оладың көбейтіндісінен 

артық. 

 

11-тапсырма. Тиын n  рет лақтырылды.  «Елтаңба» жағының 
1

k  рет және  

кем дегенде 
2

k  рет түсуінің ықтималдығын табыңыз. 

31 кесте 

№ n  1
k  

2
k  № n  1

k  
2

k  

11.1 7 3 5 11.2 8 4 6 

11.3 4 2 2 11.4 7 2 5 

11.5 5 2 3 11.6 4 2 3 

11.7 6 4 5 11.8 5 1 2 

11.9 4 1 3 11.10 6 4 2 

11.11 8 3 7 11.12 4 3 3 

11.13 9 4 8 11.14 8 5 6 

11.15 6 2 4 11.16 9 6 7 

11.17 5 2 3 11.18 6 4 3 

11.19 8 3 6 11.20 5 2 2 
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31 кестенің соңы 

11.21 7 3 5 11.22 8 2 7 

11.23 4 2 3 11.24 6 5 4 

11.25 6 5 5 11.26 5 1 2 

11.27 7 2 6 11.28 7 3 5 

11.29 9 1 8 11.30 8 6 5 

 

3.3 ЕСЖ №3 әдістемелік нұсқаулар 

 

3.3.1 Бірінші тапсырмаға нұсқау. 

Өрнек 







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321
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n
nn

aaaaa    (1) 

сандық қатар деп аталады. Мұнда ...,,,
321

aaa   - сандық қатардың мүшелері,  
n

a  

- қатардың жалпы мүшесі. 

Егер сандық қатар нөлден бастап нөмірленсе, онда ол 







0

3210
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n
nn

aaaaaa  

түрінде жазылады. 

Сандық (1) қатардың алғашқы n  мүшелерінің қосындысы n -дербес 

қосындысы деп аталады:  









n

n
kn

n
nn

aaaaaaS
1

321
1

... . 

Қатардың алғашқы n  мүшелерінен кейінгілерінің қосындылары 
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k
raaaa 




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321
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оның n -ші қалдығы деп аталады. 

Сандық қатардың n -дербес қосындысының шекті не шексіз шегі сандық 

қатардың қосындысы деп аталады: 

n
n

SS


 lim .      (2) 

Егер сандық қатар жинақты болса, онда оның қосындысы шекті  S ,  

ал қатар жинақсыз болса, онда S  болады. 

1-мысал. Сандық 
  




 1 3747

1

n nn
 қатары берілген. Табыңыз: а) 

n
a - 

жалпы мүшесін;  б) 
n

S - n -ші дербес қосындысын; в) 
n

r  - қатар қалдығын; г) S - 

қосындысын. 

Шешуі.  

а) берілген сандық қатардың жалпы мүшесі: 
  3747

1




nn
a

n
; 

б) 
     3747

1
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2417
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1
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в)  
        

...
177107

1

10737

1

3747

1

1








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 
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 nnnnkk
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; 

г) қатардың жалпы мүшесін анықталмаған коэффициентер әдісі бойынша 

қарапайым бөлшектерге жіктейміз: 

  
    14737,

37473747
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BBn

  

Сондықтан,  

  
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Яғни, қатардың қосындысы 
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Берілген қатардың қосындысы шекті 
21

1
S , яғни қатар жинақты. 

 

3.3.2 Екінші тапсырмаға нұсқау. 

Теорема (жинақтылықтың қажетті белгісі). Егер сандық 


1n
n

a  қатары 

жинақты болса, онда жалпы мүшесінің шегі нөлге тең: 0lim 


n
n

a .  

Кері тұжырым дұрыс емес. Қатардың жинақтылығының қажетті 

белгісінің орындалуынан, қатарды жинақты немесе жинақсыз деп айта 

алмаймыз. Қатар жинақты немесе жинақсыз болуы мүмкін.  

Қатардың жинақтылығының қажетті белгісінің бұзылуында, яғни 

0lim 


n
n

a  немесе шек жоқ болса, онда сандық қатар жинақсыздықтың 

жеткілікті белгісі бойынша жинақсыз делінеді. 

Сандық қатар берілімі 




1

1

n
pn
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Дирихле қатары деп аталады. Ол, 1p  болуында жинақты, ал 1p  - 

жинақсыз. Дирихле қатарынан 1p  болуында жинақсыз гармониялық 


1

1

n n
 

қатары алынады. 

Жинақтылықтың жеткілікті белгілері: 

1) Салыстыру белгісі. Егер оң таңбалы 


1n
n

a  қатарының мүшелері 
nn

ba   

шартын қанағаттандырса, онда оң таңбалы 


1n
n

b  қатарының жинақтылығынан 




1n
n

a  қатарының жинақтылығы, ал, егер 
nn

ba   болса, онда 


1n
n

b  

жинақсыздығынан 


1n
n

a  жинақсыздығы шығады. 

2) Шектік салыстыру белгісі. Егер оң таңбалы 


1n
n

a  және 


1n
n

b  қатарлары 

үшін 

 


AA
b

a

n

n

n
0lim , 

қатынасы тура болса, онда бұл қатарлар бір мезетте жинақты немесе жинақсыз. 

2-мысал. Сандық 


 



1
6 34

2

n n

nn
 қатары берілген. Қатардың 

жинақтылығының қажетті белгісі орындала ма? Орындалса, қатарды салыстыру 

белгісі бойынша жинақтылыққа зерттеңіз. 

Шешуі. Қатардың жалпы мүшесі: 
34

2
6 




n

nn
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n
. Олай болса, 

0
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2
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Қатардың жинақтылығының қажетті белгісі орындалады. Әрі қарай 

жинақтылыққа зерттейміз. Берілген қатарды жинақты Дирихле қатарымен 

салыстырамыз:  
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3
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Сонымен, шектік салыстыру белгісі бойынша 
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болғандықтан, берілген қатар да жинақты. 
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3.3.3 Үшінші тапсырмаға нұсқау. 

Даламбер белгісі. Егер оң таңбалы 


1n
n

a  қатары үшін шекті немесе шексіз 
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1lim  

шегі бар болса, онда 1q -де қатар жинақты, ал, 1q  - жинақсыз. Егер 1q  

болса, онда қосымша зертеу қажет. 

3-мысал. Даламбер белгісін қолданып 
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Берілген қатар Даламбер белгісі бойынша жинақты, себебі: 
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3.3.4 Төртінші тапсырмаға нұсқау. 

Коши радикалдық белгісі. Егер оң таңбалы 
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1n
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a  қатары үшін шекті 
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шегі бар болса, онда 1q -де қатар жинақты, ал, 1q  - жинақсыз. Егер 1q  

болса, онда қосымша зертеу қажет. 

4-мысал. Коши радикалдық белгісін қолданып 
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Берілген қатар Коши радикалдық белгісі бойынша жинақсыз, себебі: 

1
1

1
1lim

1

2
lim

1

2
limlim

112


















































e

nn

n

n

n
a

n

n

n

n

n

nn

n

n
n

n
. 

 

3.3.5 Бесінші тапсырмаға нұсқау. 

Коши интегралдық белгісі. Егер  ,1  аралығында  xf  үзіксіз, оң, 

кемімелі функция болса, онда   


1n

nf  қатарының және  dxxf


1

 меншіксіз 
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интегралының жинақтылық жөніндегі тәртіптері бірдей: не екеуі де жинақты, 

не екеуі де жинақсыз болады.  

Яғни,  оң таңбалы қатар үшін Коши интегралдық белгісі: 

 











.,

,,

1 сызж

тыжA
dxxf  

5-мысал. Интегралдық Коши белгісін қолданып 
   








 


22 2ln1

1

nn
n

nn
a  

қатарын жинақтылыққа зерттеңіз.  

Шешуі. Берілген қатарды келесі қатармен салыстырамыз:  

     





















2222 2ln

1
~

2ln1

1

n
n

nnn
n

b
nnnn

a . 

Коши белгісін қанағаттандыратын меншіксіз интеграл: 

 
 
 

 
 

      .4lnln2lnlnlim2lnlnlim

2ln

2ln
lim

2ln

2ln

2ln

1

2

222













bx

x

xd

x

xd
dx

xx

b

b

b

b

b
 

Яғни, меншіксіз интеграл жинақсыз болғандықтан 


2n
n

b  қатары да 

жинақсыз. Ал, 
nn

ba   болғандықтан, берілген қатар да жинақсыз. 

 

3.3.6 Алтыншы тапсырмаға нұсқау. 

Қатардың мүшелерінің таңбаларының кезектесуінде  

 





1

1
n

n

n
a  

оны кезектаңбалы қатар деп атайды. 

Егер  na
n

,0  болса, онда кезек таңбалы қатарды Лейбниц қатары 

дейді. 

Лейбниц белгісі. Егер кезектаңбалы қатардың мүшелерінің абсолюттік 

шамасы монотонды кемімелі және жалпы  мүшесі 
n

a , n  нөлге ұмтылса, 

онда бұл қатар жинақты және оның қосындысы 
1

aS  .  

Кез келген абсолют жинақты қатар жинақты. 

Егер 


1n
n

a  қатары жинақты, ал 


1n
n

a  қатары жинақсыз болса, онда 

берілген  


1n
n

a  қатары шартты жинақты.  

6-мысал. 
 

n

n

n

1

1

1







  қатары берілген. Абсолют немесе шартты 

жинақтылыққа зерттеңіз. 
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Шешуі. Берілген қатардың мүшелерінің модульдерінен түзілген қатар 

гармониялық қатар, ол жинақсыз қатар: 
 

nn n

n

n

11

1

1

1














. Сонымен берілген 

қатар абсолют жинақты болмайды. Тізбек ...
3

1

2

1
1

1


n
 монотонды кемімелі 

n  нөлге ұмтылады. Яғни Лейбниц шарты орындалады, сондықтан да 

берілген қатар шартты жинақты. 

 

3.3.7 Жетінші тапсырмаға нұсқау.  

Мүшелері D  аймағында анықталған  xu
n

 функциясы болатын  

        Dxxuxuxuxu
n

nn
 





,......
1

21
,   (1) 

қатары функциялық қатар деп аталады. 

Егер (1) функциялық қатардың мүшелерінің Xx 
0

  мәндерінің сандық 

қатары жинақты болса, онда функциялық қатар бұл нүктеде жинақты. Қарсы 

жағдайда функциялық қатар жинақсыз.  

Функциялық қатардың алғашқы n  мүшелерінің қосындысы болатын  

           xuxuxuxuxuxS
n

n

k
kn




...
321

1

 

функциясы функциялық қатардың n -дербес қосындысы деп аталады. 

Алғашқы n  мүшелерінен кейінгілерінің қосындысы болатын  

          ...
321

1








 xuxuxuxuxr
nnn

nk
kn

, 

өрнегі  функциялық қатардың n -қалдығы деп аталады. 

Егер (1) функциялық қатар X  жиынында жинақты болса, онда  

   xSxS
n

n



lim  

шектілік функциясы функциялық қатардың қосындысы деп аталады.  

Функциялық қатардың  абсолют жинақтылық аймағын табу үшін 

Даламбер, не болмаса Коши белгілерінің бірі қолданылады: 

 
 

     xLxuxL
xu

xu
n

n
n

n

n

n







lim,lim 1 . 

Жинақтылық аймағын немесе жинақсыздығы аймағын анықтауда 

сәйкесінше   1xL  немесе   1xL  теңсіздіктерін шешеміз. 

 7-мысал. Берілген функциялық 
 

1

2

1 





 n

nx
n

n

 қатарының жинақтылық 

аймағын табыңыз. 

Шешуі.  
 
 

 
2

1

2
limlim 1 











x

n

nx

xu

xu
n

n
n

n

n
. 
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Қатар 12 x  абсолют жинақты, яғни абсолют жинақтылық интервалы 

 1;3  . 3x -те кезек таңбалы 
   

1

1

1

23

11 














 n

n

n

n
n

n

n

n

 қатарын аламыз. 

Бұл қатардың жалпы мүшесі n  ұмтылысында нөлге ұмтылады, яғни қатар 

жинақты. 1x  жинақсыз оң таңбалы 
 

11

21

11 












 n

n

n

n

n

n

n

 қатарын аламыз. 

Сонымен, берілген қатардың жинақтылық аймағы  1;3  .  

 

3.3.8 Сегізінші тапсырмаға нұсқау. 

Анықталған интегралды жуықтап есептеуде интегралданушы функцияны 

дәрежелік қатарға жіктейді.  

Элементар функциялардың дәрежелік қатарға жіктелісі: 

1)   




;,
!

...
!

...
!3!2

1
0

32

x
n

x

n

xxx
xe

n

nn

x . 

2)  
 

 
 

 






 








;,
!12

1
...

!12
1...

!5!3
sin

1

12112
1

53

x
n

x

n

xxx
xx

n

nnn
n

. 

3)  
 

 
 

 


 




;,
!2

1
...

!2
1...

!4!2
1cos

0

2242

x
n

x

n

xxx
x

n

nnn
n

. 

4)  
     

...
!

1...1
...

!2

1
11

2








n

xnx
xx

n



 

               
   

 1;1,
!

1...1
1

1




 




x
n

xn

n

n
. 

5)      1;1,1...1...1
1

1

0

32 







xxxxxx
x n

nnnn
. 

6)  
   

 1;1,
1

...
1

...
32

1ln
1

1132







 






x
n

x

n

xxx
xx

n

nnnn

. 

7) 
   

 1;1,
12

1
...

12

1
...

753 0

1212753










 







x
n

x

n

xxxx
xarctgx

n

nnnn

 

8) 
   

 1;1,
12

1

2
...

12

1
...

32 0

1211212










 







x
n

x

n

xx
xarcctgx

n

nnnn


. 

 8-мысал. Анықталған 
3/1

0

2sin dxx  интегралын 0,001 дәлдікке дейін 

есептеңіз. 

Шешуі.  xx 2cos1
2

1
sin2   түрлендіруін және  

 
 

 
 

 


 




;,
!2

1
...

!2
1...

!4!2
1cos

0

2242

x
n

x

n

xxx
x

n

nnn
n

 

жіктелісін қолдана отырып, табамыз: 
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  







 ...

!6

2

!4

2

!2

2
11

2

1
2cos1

2

1 36242 xxx
x . 

Сонымен,  

....
3645

1

243

2

18

1

...
459

2

2

1
...

!6

2

!4

2

!2

2

2

1
sin

3/1

0

43

2

3/1

0

362423/1

0

2




















 

xx
xdx

xxx
dxx

 

Мұнда  

001,00002,0
3645

1
,001.0008,0

243

2
,001,0056,0

18

1
  

болғандықтан, анықталған интегралдың жуық мәні:  

048,0
243

2

18

1
sin

3/1

0

2  dxx . 

 

3.3.9 Тоғызыншы тапсырмаға нұсқау. 

Тригонометриялық 

  





1

0 sincos
2

~
n

nn
l

nx
b

l

nx
a

a
xf


 

қатары  xf  функциясының  ll;  кесіндісіндегі Фурье қатары деп аталады. 

Мұндағы 

 

     



l

l

n

l

l

n

l

l

dx
l

nx
xf

l
bdx

l

nx
xf

l
adxxf

l
a


sin

1
,cos

1
,

1
0

 

сандарын Фурье коэффициенттері деп атайды. 

Егер  xf   жұп функция болса, онда Фурье қатарының түрі: 

  


1

cos~
n

n
l

nx
axf


, 

ал егер  xf   тақ функция болса, онда Фурье қатары 

  


1

sin~
n

n
l

nx
bxf


 

түрінде жазылады. 

9-мысал. Берілген  

 









lxl

lxC
xf

2,0

,0,
 

функциясын Фурье қатарына жіктеңіз. 

Шешуі. Фурье коэффициенттері:  

 
l l

n

l

l

nx

n

C
dx

l

nx
C

l
aCCdx

l
a

0 00

0
,0sincos

1
,

1 




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   


l
n

l

n
n

C

l

nx

n

C
dx

l

nx
C

l
b

0

1

0

.11cossin
1








 

Сонымен, Фурье қатары: 

  x
l

n

n

CC
xf

n













1

12
sin

12

12

2
~ . 
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