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Введение 

 

 Множество технических, социальных, биологических, экономических и 

других систем окружающей нас действительности можно представить 

различными моделями, среди которых выделяются два класса: 

детерминированных и вероятностных. Модели второго класса 

характеризуются невозможностью однозначно определить значения 

параметров и состояний систем. Теория вероятностей занимается изучением 

таких систем, она служит одним из краеугольных камней современной 

математики, обеспечивает теоретическую базу для широкого круга 

практических задач.  

 Методические указания содержат расчетно-графические работы по 

разделам «Теория вероятностей и математическая статистика». 

 По каждой части приведены теоретические вопросы и материалы. Дано 

решение типового варианта по каждому РГР. 

 Номер варианта каждого студента определяется по списку группы. 

Расчетно- графическая работа должна выполняться четко и разборчиво в 

ученической тетради. 

 

1 Расчётно-графическая работа №1. Случайные события   

 

Цели: ознакомиться с понятиями случайного события и его 

вероятностью, основными теоремами теории вероятностей. 

 

1.1 Теоретические вопросы 

 

1. Предмет теории вероятностей. Случайные события, частота. 

Статистическое и геометрическое определения вероятности.  

2. Пространство  элементарных  событий.   Алгебра событий. 

Классическое определение вероятности. 

3. Теоремы сложения и умножения вероятностей. Условная вероятность.  

4.  Формула полной вероятности. Формула Байеса. 

5.  Повторение испытаний. Формула Бернулли. 

6.  Локальная и интегральная теоремы Лапласа. Формула Пуассона. 

 

1.2 Расчётные  задания  
 

1. В лотерее N билетов, среди них M выигрышных. Найти:  

а) относительную частоту выигрышных билетов; 

б) вероятность того, что все m купленных билетов будут выигрышными; 

в) вероятность того, что среди m купленных билетов будет m1  

выигрышных; 

г) вероятность того, что среди m купленных билетов будет хотя бы один 

выигрышный. 
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 N M m m
1
  N M m m

1
 

1.1 70 8 5 3 1.16 100 25 10 8 

1.2 75 9 8 4 1.17 90 15 12 7 

1.3 85 6 5 2 1.18 85 10 7 4 

1.4 90 12 7 4 1.19 80 9 5 3 

1.5 87 10 8 3 1.20 95 15 9 3 

1.6 100 30 15 5 1.21 70 10 9 5 

1.7 90 20 9 3 1.22 80 15 7 5 

1.8 95 15 10 4 1.23 90 10 6 4 

1.9 85 10 7 2 1.24 75 10 8 4 

1.10 90 12 6 3 1.25 100 20 10 7 

1.11 85 10 5 2 1.26 90 10 8 5 

1.12 75 8 5 3 1.27 80 7 5 3 

1.13 100 15 9 4 1.28 95 10 8 5 

1.14 80 10 7 4 1.29 96 12 7 1 

1.15 85 7 5 2 1.30 89 13 5 2 

 

2.  В урне n шаров, среди них n
1
белых, n

2
чёрных, n 3 красных, n

4
синих 

( nn
i

i 
4

). Наудачу берут m шаров. Найти вероятность того, что среди них m
1
 

белых шаров, m
2
- чёрных, m 3 - красных, m

4
- синих ( mm

i

i 
4

). 

 

 n
1
 n 2  n 3  n 4  m

1
 m 2  m 3  m 4  

2.1 3 2 2 4 2 1 1 1 

2.2 4 3 2 3 2 1 2 1 

2.3 3 3 4 2 2 1 2 2 

2.4 2 4 5 1 2 2 3 1 

2.5 3 4 3 2 2 2 3 2 

2.6 2 5 2 3 1 3 1 2 

2.7 4 4 2 2 2 2 2 1 

2.8 2 7 2 1 1 5 2 1 

2.9 3 1 6 2 2 1 3 1 

2.10 1 3 3 2 1 3 1 1 

2.11 1 4 2 2 0 2 1 1 

2.12 2 3 1 3 1 2 0 1 

2.13 3 1 2 3 0 1 1 2 

2.14 3 2 3 1 2 2 2 0 

2.15 2 2 2 3 1 1 1 2 

2.16 1 2 3 4 1 1 2 1 

2.17 2 2 4 2 1 1 1 2 

2.18 2 3 4 1 1 2 3 1 
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2.19 1 4 2 3 1 2 1 2 

2.20 4 2 2 2 3 1 2 1 

2.21 3 2 3 2 2 1 3 1 

2.22 5 1 2 2 3 1 1 1 

2.23 2 5 2 1 1 3 1 1 

2.24 4 2 3 2 2 1 2 1 

2.25 3 3 4 2 2 1 1 2 

2.26 2 3 3 3 1 2 3 1 

2.27 1 3 4 3 1 2 2 1 

2.28 2 3 4 2 1 2 3 2 

2.29 1 2 3 5 1 1 2 3 

2.30 2 3 4 2 1 2 2 1 

 

 

3. Три стрелка стреляют по цели. Вероятность попадания в цель 
1p , 2p , 

3p  соответственно для первого, второго и третьего стрелка. Найти 

вероятность того, что:  

а) все трое попадут в цель; 

б) попадёт только один; 

в) попадут двое, один не попадёт; 

г) попадёт хотя бы один. 

 

 1p  2p  3p   1p  2p  3p   1p  2p  3p  

3.1 0.9 0.6 0.5 3.11 0.5 0.9 0.4 3.21 0.5 0.7 0.9 

3.2 0.8 0.7 0.6 3.12 0.7 0.8 0.5 3.22 0.6 0.5 0.8 

3.3 0.7 0.5 0.8 3.13 0.5 0.7 0.6 3.23 0.7 0.9 0.7 

3.4 0.6 0.9 0.8 3.14 0.4 0.6 0.7 3.24 0.8 0.4 0.6 

3.5 0.5 0.7 0.9 3.15 0.5 0.5 0.8 3.25 0.9 0.5 0.5 

3.6 0.9 0.6 0.8 3.16 0.6 0.9 0.5 3.26 0.4 0.6 0.8 

3.7 0.8 0.5 0.7 3.17 0.7 0.8 0.6 3.27 0.5 0.7 0.9 

3.8 0.5 0.8 0.6 3.18 0.8 0.5 0.7 3.28 0.6 0.8 0.7 

3.9 0.6 0.9 0.5 3.19 0.9 0.6 0.8 3.29 0.7 0.9 0.5 

3.10 0.7 0.9 0.4 3.20 0.9 0.4 0.9 3.30 0.8 0.9 0.4 

 

4. На сборку поступают детали с трёх автоматов: n1  - с первого 

автомата, n 2 - со второго, n 3 - с третьего ( 1000
3


i

in ). Первый автомат 

выпускает m
1
% нестандартных деталей, второй - m 2 %, третий - m 3 %.     

 а) найти вероятность поступления на сборку нестандартной детали; 

 б) на сборку поступила нестандартная деталь. Найти вероятность того, 

что она поступила с i – го автомата ( i =1,2,3). 
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 n
1
 n

2
 m

1
 m

2
 m 3  i  n

1
 n

2
 m

1
 m

2
 m 3  i 

4.1 520 220 5 8 7 1 4.16 100 250 7 8 5 1 

4.2 270 410 10 5 9 2 4.17 430 180 5 4 7 2 

4.3 250 140 8 7 4 2 4.18 170 540 6 5 8 3 

4.4 190 380 5 9 30 1 4.19 650 120 10 9 8 2 

4.5 290 610 6 3 3 2 4.20 400 180 7 10 5 1 

4.6 270 430 10 6 4 2 4.21 120 380 10 6 9 2 

4.7 280 360 7 10 9 1 4.22 270 340 9 5 4 3 

4.8 520 110 5 7 10 1 4.23 430 120 10 7 6 2 

4.9 240 290 9 8 4 3 4.24 360 120 5 10 8 1 

4.10 310 410 7 2 5 3 4.25 420 210 8 7 6 1 

4.11 520 110 3 6 7 2 4.26 370 130 10 6 5 2 

4.12 280 310 9 8 4 2 4.27 410 200 5 10 8 3 

4.13 400 320 4 5 8 1 4.28 280 510 10 6 5 3 

4.14 350 240 9 8 7 1 4.29 710 120 2 10 4 3 

4.15 190 520 5 2 4 3 4.30 460 240 5 9 7 1 

 

5. Среди деталей, которые делает рабочий бывает в среднем m % 

нестандартных. Найти вероятность того, что среди n взятых на испытание 

деталей окажется:  

а) ровно k
1
 нестандартных; 

б) не менее k 2  нестандартных; 

в) не более k 3  нестандартных; 

г) хотя бы одна нестандартная. 

 

 n k
1
 k 2  k 3  m  n k

1
 k 2  k 3  m 

5.1 5 3 4 2 8 5.16 4 2 3 2 9 

5.2 4 3 3 1 7 5.17 4 3 3 2 8 

5.3 4 2 3 2 6 5.18 5 4 4 2 7 

5.4 5 3 4 1 5 5.19 5 3 3 2 6 

5.5 6 4 5 2 4 5.20 6 5 5 1 5 

5.6 7 5 6 2 3 5.21 6 4 4 1 4 

5.7 8 3 7 2 2 5.22 7 5 5 2 3 

5.8 8 4 7 1 3 5.23 7 4 4 1 2 

5.9 7 5 6 2 4 5.24 8 4 7 2 3 

5.10 6 3 5 2 5 5.25 8 3 6 1 4 

5.11 5 2 4 1 6 5.26 7 4 6 2 5 

5.12 4 2 3 2 7 5.27 7 5 6 1 6 

5.13 5 3 3 3 8 5.28 6 3 4 2 7 

5.14 6 4 4 2 9 5.29 6 2 4 2 8 

5.15 7 5 6 1 9 5.30 5 4 4 1 9 
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6. Произведено  n полупроводниковых диодов. Вероятность брака при 

их формовке равна р. Найти вероятность того, что будут бракованными 

взятые наугад:  

а) ровно k
2
 диода; 

б) от k
1
 до k

2
; 

в) более k
2
; 

г) менее k
1
. 

 

 n k
1
 k

2
 p  n k

1
 k

2
 p 

6.1 100 90 95 0.6 6.16 100 80 90 0.8 

6.2 100 62 82 0.6 6.17 100 85 95 0.8 

6.3 100 50 70 0.8 6.18 100 70 95 0.8 

6.4 100 55 75 0.8 6.19 100 83 93 0.7 

6.5 100 45 80 0.8 6.20 100 50 60 0.7 

6.6 100 40 60 0.8 6.21  100 65 75 0.7 

6.7 100 35 70 0.3 6.22 100 70 80 0.7 

6.8 100 50 80 0.3 6.23 100 40 50 0.6 

6.9 100 40 65 0.3 6.24 100 65 80 0.75 

6.10 200 45 75 0.4 6.25 100 70 85 0.75 

6.11 200 100 150 0.4 6.26 100 78 92 0.75 

6.12 200 80 170 0.4 6.27 100 20 60 0.7 

6.13 300 150 180 0.8 6.28 100 30 85 0.7 

6.14 400 100 190 0.6 6.29 100 40 79 0.7 

6.15 400 200 295 0.7 6.30 100 80 95 0.6 

 

7. Прядильщица обслуживает n веретён. Вероятность обрыва нити на 

одном веретене в течение одной минуты равна р. Найти вероятность того, что 

в течение одной минуты обрыв произойдёт в k веретенах. 

 

 р n k  р n k  р n k 

7.1 0.004 500 9 7.11 0.01 200 8 7.21 0.002 1000 7 

7.2 0.005 600 9 7.12 0.01 300 8 7.22 0.003 1000 7 

7.3 0.01 400 9 7.13 0.02 200 8 7.23 0.004 1000 7 

7.4 0.01 500 9 7.14 0.01 500 8 7.24 0.005 1000 7 

7.5 0.01 600 9 7.15 0.02 300 8 7.25 0.006 1000 7 

7.6 0.007 1000 9 7.16 0.01 700 8 7.26 0.007 1000 7 

7.7 0.008 1000 9 7.17 0.02 400 8 7.27 0.008 1000 7 

7.8 0.009 1000 9 7.18 0.01 900 8 7.28 0.009 1000 7 

7.9 0.01 1000 9 7.19 0.02 500 8 7.29 0.01 1000 7 

7.10 0.012 1000 9 7.20 0.011 1000 8 7.30 0.011 1000 7 
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8. Решить задачи, используя алгебру событий,  классическое  или 

геометрическое определения вероятности. 

8.1 Код замка состоит из двух различных цифр. Какова вероятность 

набора правильного кода?  

8.2 В одном ящике 5 белых и 10 чёрных шаров, в другом - 10 белых и 5 

чёрных шаров. Из каждого ящика вынуто по одному шару. Найти вероятность 

того, что хотя бы один из них белый. 

8.3 Вероятность попадания в корабль для одной торпеды равна 0,5. 

Какова вероятность того, что три торпеды потопят корабль, если для этого 

достаточно одного попадания? 

8.4 В шкатулке 10 красных и 6 синих пуговиц. Вынимают наугад две 

пуговицы. Какова вероятность, что они будут одноцветными? 

8.5 Вероятность попадания в цель первым стрелком равна 0,7, вторым – 

0,95. Стрелки выстрелили одновременно. Чему равна вероятность того, что 

один из них попадёт в цель, другой промахнётся?  

8.6  Вероятность того, что изготовленная на первом станке деталь будет 

первого сорта, равна 0,7, для второго станка эта вероятность равна 0,8. На 

первом станке изготовлены 2 детали, на втором - 3. Найти вероятность того, 

что хотя бы на одном станке все изготовленные на нём детали будут первого 

сорта. 

8.7  32 буквы русского алфавита написаны на карточках разрезной 

азбуки. Три карточки вынимаются наугад одна за другой и укладываются в 

порядке появления. Найти вероятность того, что получится слово «бал». 

8.8 В цехе работают 7 мужчин и 3 женщины. По табельным номерам 

наугад отобраны З человека. Найти вероятность того, что среди отобранных 

лиц будет хотя бы одна женщина. 

8.9 Из партии изделий товаровед отбирает изделия высшего сорта.  

Вероятность того, что наудачу взятое изделие будет высшего сорта, равна 0,8. 

Найти вероятность того, что из 3 проверенных изделий только 2 высшего 

сорта. 

8.10 Вероятность того, что при одном измерении некоторой физической 

величины будет допущена ошибка, равна 0,4. Произведены 3 независимые 

измерения. Найти вероятность того, что только в одном из них допущена 

ошибка. 

8.11  Вероятность одного попадания в цель при одном залпе из двух 

орудий равна 0,38. Найти вероятность поражения цели при одном выстреле  

первым из орудий, если известно, что для второго орудия эта вероятность 

равна 0,8. 

8.12 На полке в библиотеке в случайном порядке расставлено 16 

учебников, среди которых 5 по физике. Библиотекарь берёт наудачу 3 

учебника. Найти вероятность того, что хотя бы один из них будет по физике. 

8.13 Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что на 

каждой из выпавших граней появится 5 очков. 

8.14 В круг радиуса 10 вписан правильный треугольник. Внутрь круга 
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наудачу брошены 4 точки. Найти вероятность того, что все 4 точки попадут 

внутрь треугольника. 

8.15 Внутрь круга радиуса 20 см. помещены две непересекающиеся 

окружности с радиусами 6 см. и 8 см. Какова вероятность, что точка, 

брошенная в большой круг, попадёт внутрь одной из малых окружностей? 

8.16 Код замка состоит из трёх различных цифр. Какова вероятность 

набора правильного кода?  

8.17 В одном ящике 6 белых и 12 чёрных шаров, в другом - 11 белых и 5 

чёрных шаров. Из каждого ящика вынуто по одному шару. Найти вероятность 

того, что только один из них белый. 

8.18 Вероятность попадания в корабль для одной торпеды равна 0,4. 

Какова вероятность того, что 2 торпеды потопят корабль, если для этого 

достаточно одного попадания? 

8.19  В шкатулке 14 красных и 8 синих пуговиц. Вынимают наугад две 

пуговицы. Какова вероятность, что они будут разноцветными? 

8.20 Вероятность попадания в цель первым стрелком равна 0,8, вторым 

— 0,85. Стрелки выстрелили одновременно. Чему равна вероятность того, что 

хотя бы один из них попадёт в цель? 

8.21 Вероятность того, что изготовленная на первом станке деталь будет 

первого сорта, равна 0,8, для второго станка эта вероятность равна 0,9. На 

первом станке изготовлены 3 детали, на втором - 2. Найти вероятность того, 

что все детали, изготовленные на двух станках, будут первого сорта. 

8.22 32 буквы русского алфавита написаны на карточках разрезной 

азбуки. Четыре карточки вынимаются наугад одна за другой и укладываются в 

порядке появления. Найти вероятность того, что получится слово «вода». 

8.23 В цехе работают 8 мужчин и 4 женщины. По табельным номерам 

наугад отобрано 4 человека. Найти вероятность того, что среди отобранных 

лиц будут все мужчины. 

8.24 Из партии изделий товаровед отбирает изделия высшего сорта. 

Вероятность того, что наудачу взятое изделие будет высшего сорта, равна 0,8. 

Найти вероятность того, что из 3 проверенных изделий только 1 высшего 

сорта. 

8.25 Вероятность того, что при одном измерении некоторой физической 

величины будет допущена ошибка, равна 0,3. Произведены 4 независимые 

измерения. Найти вероятность того, что хотя бы в одном из них допущена 

ошибка. 

8.26 Вероятность одного попадания в цель при одном залпе из двух 

орудий равна 0,4. Найти вероятность поражения цели при одном выстреле 

первым из орудий, если известно, что для второго орудия эта вероятность 

равна 0,7. 

8.27 На полке в библиотеке в случайном порядке расставлено 15 

учебников, среди которых 5 по биологии. Библиотекарь берёт наудачу 3 

учебника. Найти вероятность того, что только один из них будет по биологии. 

8.28 Брошены 4 игральные кости. Найти вероятность того, что на 
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каждой из выпавших граней появится 6 очков. 

8.29 В круг радиуса 12 вписан правильный треугольник. Внутрь круга 

наудачу брошены 3 точки. Найти вероятность того, что все 3 точки попадут 

внутрь треугольника. 

8.30 Внутрь круга радиуса 30 см. помещены три непересекающиеся 

окружности с радиусами 5 см., 6 см. и 8 см. Какова вероятность, что точка, 

брошенная в большой круг, попадёт внутрь одной из малых окружностей? 

 

1.3 Решение типового варианта 

 

1. В лотереи 120 билетов, среди них 40 выигрышных. Найти: 

а) относительную частоту выигрышных билетов;  

б) вероятность того, что все 20 купленных билетов будут 

выигрышными;  

в) вероятность того, что среди 20 купленных билетов будет 9 

выигрышных;  

г) вероятность того, что среди 20 купленных билетов будет хотя бы 

один выигрышный. 

Решение: 

а) относительной частотой события А (обозначается Р * (А)) называется 

отношение числа m испытаний, в которых событие А появилось, к общему 

числу n произведённых испытаний: Р * (А) = m/ n.  

Пусть событие А – покупка выигрышного билета, тогда Р * (А) = 40/120= 

= 1/3. 

В пунктах б) и в) используем классическое определение вероятности 

события А: Р(А) = m/ n, где m – число испытаний, благоприятствующих 

появлению события  А, n – общее число испытаний; 

б) пусть событие А - все 20 купленных билетов будут выигрышными. 

Общее число элементарных событий равно числу различных способов взять 

20 билетов  из 120 билетов, т.е. n = С 20

120 ; число благоприятствующих событий 

равно числу различных способов взять из 40 выигрышных билетов 20, т.е. m = 

= С 20

40 . Таким образом, Р(А) = m/ n = С 20

40 / С 20

120 = 4,67910 12 ;  

в) пусть событие А – среди 20 купленных билетов будет  9 выигрышных.  

 Как выше сказано, n = С 20

120 ; число m благоприятствующих событий получим, 

комбинируя каждое из С 9

40  сочетаний (С 9

40  равно числу различных способов 

выбрать 9 выигрышных из 40 выигрышных билетов) с каждым из С11

80  

сочетаний (С 11

80  равно числу различных способов выбрать 11 не выигрышных 

из 80 не выигрышных билетов), т.е. m = С 9

40 С 11

80 . Таким образом, Р(А) = m/ n = 

С 9

40 С 11

80  / С 20

120 = 0,097.  

 г) пусть событие А – среди 20 купленных билетов будет хотя бы один 

выигрышный, тогда противоположное событие A  - среди 20 купленных 

билетов не будет ни одного выигрышного. Как в случае б) вероятность этого 
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события найдём по формуле Р( A ) = m/ n = С 20

80 / С 20

120 = 1,210 4 . Тогда 

вероятность события А равна 1102,11)(1)( 4  APAP , т.е. это событие 

почти достоверное. 

При вычислении числа сочетаний была использована функция combin в 

Mathcad. Ниже приведена копия файла, в котором combin(Q,R) введена как 

функция пользователя C(Q,R), позволяющая получать значения сочетаний при 

произвольных Q и R.  
 
                                                            

 C 40 20( ) 1.378 10
11


C 80 20( )

C 120 20( )
1.2 10

4


1 C 10 0( ) 0.8
0

 0.2
10

 1
 

 

 

2. В урне 10 шаров, среди них 3 белых, 4 чёрных, 2 красных, 1 синий. 

Наудачу берут 5 шаров. Найти вероятность того, что среди них 2 белых шара, 

2 - чёрных, 1 - красный, 0 - синих. 

Решение: пусть событие А - среди 5, выбранных наудачу шаров 2 белых 

шара, 2 - чёрных, 1 - красный, 0 - синих. Для решения задачи также 

используем классическое определение вероятности события А: Р(А) = m/ n, где 

n число всех возможных способов выбора 5 шаров из имеющихся 10, т.е. n = 

С 5

10 =252. Число m благоприятствующих событию А элементарных событий 

равно  m = С 2

3 С 2

4 С 1

2 С 0

1 = 36. Поэтому Р(А) = 36/252=1/7. 

Заметим, что при небольших числах число сочетаний проще найти 

вручную по формуле      
m

mnnn

mnm

nm
n

C








...21

)1...()1(

)!(!

!
, причём 

дробь лучше начинать заполнять со знаменателя, т.к. в числителе столько же 

сомножителей, сколько в знаменателе. 

 

3. Три стрелка стреляют по цели. Вероятность попадания в цель 0,75, 

0,8, 0,9 соответственно для первого, второго и третьего стрелка. Найти 

вероятность того, что:  

а) все трое попадут в цель; 

б) попадёт только один; 

в) попадут двое, один промахнётся; 

г) попадёт хотя бы один. 

Решение: пусть событие 
1A  – попадание в цель первым стрелком, 2A  – 

вторым,  3A  – третьим. По условию P(
1A )=0,75, P( 2A )=9,8, P( 3A )=0,9. 

C Q R( ) combin Q R( ) , 

C 120 20( ) 2.946 10
22

 , C 40 20( ) 1.378 10
11

 , 

C 80 11( ) 1.048 10
13

 , 

C 40 9( ) C 80 11( )

C 120 20( )
0.097

.

 

C 40 9( ) 2.734 10
8

 , 
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а) пусть событие А - все трое попадут в цель, тогда 321 AAAA   и, т.к. 
1A , 

2A , 3A  события независимые, то P(А) = P( 321 AAA ) = P(
1A )P(

2A )P( 3A ) = 

= 9,08,075,0  = 0,54; 

б) пусть событие В - попадёт только один, тогда 

321321321 AAAAAAAAAB  , где 321 ,, AAA  события противоположные
1A , 

2A , 3A , 

т.е. промах первого, второго и третьего стрелка соответственно. Так как 

25,075,01)(1)( 11  APAP , 2,08,01)(1)( 22  APAP ,  )(1)( 33 APAP  

1,09,01   и т.к. слагаемые есть события несовместные, то 

)()()()( 321321321 AAAPAAAPAAAPBP  = 9,02,025,01,08,025,01,02,075,0  = 

0,08; 

в) событие С - попадут двое, один промахнётся, составляется 

аналогично, как в предыдущем пункте, т.е. 321321321 AAAAAAAAAC  . Его 

вероятность определяется также аналогично: 

)(CP = 9,02,075,09,08,025,01,08,075,0  =0,3456; 

г) пусть событие D - попадёт хотя бы один стрелок, рассмотрим 

противоположное событие D - промахнутся все трое. Т.к. 321 AAAD  , то 

)(1)( DPDP   = )(1 321 AAAP = 1,02,025,01  =0,995. 

 

4. На сборку поступают детали с трёх автоматов: n
1
=100 с первого 

автомата, n 2  = 300 - со второго, n 3  = 1000 - 21 nn  = 600 с третьего 

( 1000
3


i

in ). Первый автомат выпускает 5% нестандартных деталей, второй - 

4%, третий - 6%.     

 а) найти вероятность поступления на сборку нестандартной детали; 

 б) на сборку поступила нестандартная деталь. Найти вероятность того, 

что она поступила со 2 – го автомата. 

 Решение: пусть событие А – поступление на сборку нестандартной 

детали, а события В
1
, В 2 , В 3  -  деталь поступила соответственно с первого, 

второго, третьего автоматов (эти события называются гипотезами). 

 а) вероятность события А находится по формуле полной вероятности: 

Р(А) = Р(В 1 )Р(А/ В 1 )+Р(В 2 )Р(А/ В 2 )+Р(В 3 )Р(А/ В 3 ), где  Р(А/ В i ) – условные 

вероятности того, что поступившая на сборку деталь с i– го автомата (i=1,2,3). 

По условию задачи имеем: Р(В1 ) = 100/1000 = 0,1; Р(В 2 ) = 300/1000 = 0,3; 

Р(В 3 ) = 600/1000 = 0,6; Р(А/ В1 )=0,05; Р(А/ В 2 )=0,04; Р(А/ В 3 )=0,06. Поэтому  

Р(А) = 06,06,004,03,005.01.0  = 0,053; 
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 б) в этом пункте требуется найти условную вероятность Р(В
2
/А). 

Используем для этого формулу Байеса: 





n

k

kk

ii

i

BAPBP

BAPABP
ABP

1

)/()(

)/()/(
)/( , ni ,...,2,1 . 

В нашем случае  





2

1

22
2

)/()(

)/()/(
)/(

k

kk BAPBP

BAPABP
ABP  = 

053,0

04,03,0 
= 0,226. 

 

5. Среди деталей, которые делает рабочий бывает в среднем 8 % 

нестандартных. Найти вероятность того, что среди 10 взятых на испытание 

деталей окажется:  

а) ровно 8 нестандартных (событие А); 

б) не менее 9 нестандартных (событие В); 

в) не более 2 нестандартных (событие С); 

г) хотя бы одна нестандартная (событие D). 

Решение: для определения вероятности события А используем формулу 

Бернулли: knkk

nn
qpCkP )( , где )(kP

n
 - вероятность появления k  раз 

),...2,1,0( nk   некоторого события в серии  n  независимых испытаний, 

pq 1 . Вероятности событий В и С определяются как суммы вероятностей: 

)(...)1()( nPkPkP
nnn

 - вероятность того, что событие произойдёт не 

менее, чем k раз в n  независимых испытаниях, т.е. или k , или k +1,…, или n  

раз; )(...)1()0( kPPP
nnn

 - вероятность того, что событие произойдёт не 

более k раз в n  независимых испытаниях, т.е. или 0, или 1, или 2,…, или k  

раз. Эти вероятности называют комулятивными (накопленными). Таким 

образом:  

а) )(AP = 288

1010 92,008,0)8( CP =
81039,6  ; 

б) )(BP  )10()9(
1010

PP
910246,1  ; 

в) )(CP  )2()1()0(
101010

PPP 0,96; 

г) рассмотрим событие ,D противоположное D. D  - в серии  n  

независимых испытаний некоторое событие не появилось ни разу. Тогда 

)(1)( DPDP  = )0(1
10

P 0,566. 

Ниже приведена копия файла из Mathcad с вычислениями.   
 

 

C 10 8( ) 0.08
8

 0.92
2

 6.39 10
8

  

C 10 9( ) 0.08
9

 0.92
1

 C 10 10( ) 0.08
10

 0.92
0

 1.246 10
9

  C 10 9( ) 0.08
9

 0.92
1

 C 10 10( ) 0.08
10

 0.92
0

 1.246 10
9



C 10 0( ) 0.08
0

 0.92
10

 C 10 1( ) 0.08
1

 0.92
9

 C 10 2( ) 0.08
2

 0.92
8

 0.96  

1 C 10 0( ) 0.08
0

 0.92
10

 0.566  
 

C Q R( ) combin Q R( ) , 
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6. Произведено  100 полупроводниковых диодов. Вероятность брака при 

их формовке равна 0,8. Найти вероятность того, что будут бракованными 

взятые наугад:  

а) ровно 80 диодов (событие А); 

б) от 70 до 80 (событие В); 

в) более 80 (событие С); 

г) менее 70 (событие D). 

Решение: поскольку число независимых испытаний n  велико, то 

вероятность )(kP
n

 появления k раз  некоторого события в n  испытаниях 

определяется по локальной теореме Муавра-Лапласа и приближённо равна 

)(
1

)( x
npq

kP
n

 , где 
npq

npk
x


 , 10  p , )2/exp(

2

1
)( 2xx 


  (значения 

этой функции находят из таблиц или с помощью встроенной функции dnorm в 

системе Mathcad).  

Для определения вероятностей событий В, С и D используют 

интегральную теорему Муавра-Лапласа: вероятность ),(
21

kkP
n

того, что число 

k появления некоторого события будет находиться в промежутке от 
1

k  до 
2

k  

приближённо равна )()(),(
1221

xxkkP
n

 , где 
npq

npk
x


 2

2
, 

npq

npk
x


 1

1
, 

dttx
x

)2/exp(
2

1
)(

0

2

 


 - функция Лапласа, значения которой находятся из 

специальных таблиц или с помощью встроенной функции pnorm в системе 

Mathcad. 

а) 
2,08,0100

8,010080




x =0, 09975,04/399,0)0(

2,08,0100

1
)80(100 


 P ; 

б) 0
2
x , 5,2

1
x , 494,0)()()80,70(

12100
 xxP ; 

в) 5
3
x , 5,0)()()100,80()80(

23100100
 xxPkP ; 

г) 20
4

x , 006,0)()()70,0()70( 41100100  xxPkP . 

Ниже приведена копия файла, в котором сделаны вычисления в системе 

Mathcad.  

 

 

 

 

 

 
 

n 100 , k1 70 , k2 80 , 

p 0.8 , q 1 p , 

x1
k1 n p

n p q


,

 x2
k2 n p

n p q


,

 x3
n n p

n p q


,

 x4
0 n p

n p q


,

 

x1 2.5 , x2 0 . dnorm x2 0 1( ) 0.399 , 

pnorm x2 0 1( ) pnorm x1 0 1( ) 0.494 , 
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pnorm x3 0 1( ) pnorm x2 0 1( ) 0.5 , 

 

pnorm x1 0 1( ) pnorm x4 0 1( ) 6.21 10
3

 , 

 

или другой вариант  

 

 

 

 

 

 

 

7. Прядильщица обслуживает 1000 веретён. Вероятность обрыва нити на 

одном веретене в течение одной минуты равна 0,003. Найти вероятность того, 

что в течение одной минуты обрыв произойдёт в 6 веретенах. 

Решение: поскольку n  велико, p  мало, а произведение pn   - 

небольшое число, то вместо формулы Бернулли для определения вероятности 

)(kP
n

 появления k раз  некоторого события в серии  n  независимых 

испытаний правильнее использовать формулу Пуассона !/)( kekP k

n

  . 

В нашей задаче n =1000, k =6, p =0,003, 3003,01000  , поэтому 

!6/3)6( 36

1000

 eP =0,05.  

При вычислении можно использовать таблицу значений функции 

!/),( kekp k   , приводимую в некоторых учебниках, или функцию dpois в 

Mathcad. Ниже приведена копия файла, в котором проведены вычисления в 

Mathcad.  

 

 

 

          2 Расчётно-графическая работа №2. Случайные величины 

 

Цели: ознакомиться с законами распределения и числовыми 

характеристиками дискретных и непрерывных случайных величин, 

основными законами распределения случайных величин. 

 

2.1  Теоретические вопросы 

 

  1.  Дискретные    и   непрерывные   случайные   величины.   Законы  

 распределения дискретной случайной величины.  

2. Интегральная функция распределения (функция распределения). 

3. Плотность распределения. 

 x( ) pnorm x 0 1( ) 0.5 , 

P k1 k2( )  x2( )  x1( ) . 
 
 
 

 x1( ) 0.494 ,  x2( ) 0 , 

P k1 k2( ) 0.494 , x3 5 , x4 20 , 

 x3( ) 0.5 ,  x4( ) 0.5 , 

 x3( )  x2( ) 0.5 ,  x1( )  x4( ) 6.21 10
3

 . 
 

p 6 3( ) 0.05 . 
p k ( ) dpois k ( ) , 
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4. Числовые характеристики случайных величин. Математическое 

ожидание дискретных и непрерывных случайных величин. 

5.  Дисперсия и среднее квадратическое отклонение дискретных и   не- 

прерывных  случайных величин. 

 6. Биномиальное распределение, распределение Пуассона. 

7. Равномерное и показательное распределения, функция надёжности. 

8. Нормальное распределение (вероятность попадания в интервал, 

функция Лапласа, функция распределения, вероятность заданного 

отклонения, правило трёх сигм). 

9. Понятие о предельных теоремах. Закон больших чисел, центральная 

предельная теорема. 

 

          2.2 Расчётные задания 

 

1. Дискретная случайная величина Х задана рядом распределения. 

Найти: 

а) её функцию распределения F(x), построить график F(x); 

б) математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 

отклонение, моду; 

в) вероятность попадания Х в интервал (a;b). 

 
 Х х

1
 х

2
 х 3  х

4
 х 5  х 6  а b 

Р р
1
 р 2  р 3  р 4  р 5  р 6  

1.1 

 

Х 0 1 2 4 6 9 -2 7 

Р 0.05 0.15 0.3 0.25 0.15 0.1 

1.2 Х -3 -2 -1 0 2 4 -1 3 

Р 0.15 0.3 0.02 0.14 0.18 0.21 

1.3 

 

Х 1 2 3 5 7 8 -3 6 

Р 0.3 0.14 0.16 0.1 0.2 0.1 

1.4 

 

Х -4 -3 -2 0 1 2 0 1 

Р 0.2 0.08 0.23 0.27 0.12 0.1 

1.5 

 

Х 1 2 4 5 7 9 3 8 

Р 0.19 0.21 0.06 0.14 0.12 0.28 

1.6 

 

Х -1 0 2 3 5 7 -4 4 

Р 0.26 0.14 0.07 0.2 0.03 0.3 

1.7 

 

Х -2 -1 0 3 5 7 1 6 

Р 0.18 0.09 0.01 0.2 0.22 0.3 

1.8 Х 1 2 4 5 6 8 0 6 

Р 0.3 0.17 0.13 0.1 0.2 0.1 

1.9 Х 1 2 3 4 7 9 5 8 

Р 0.11 0.29 0.06 0.14 0.17 0.23 

1.10 Х 0 1 2 3 7 9 4 8 

Р 0.06 0.14 0.3 0.25 0.15 0.1 
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1.11 Х -3 -2 0 1 2 4 -1 3 

Р 0.15 0.3 0.01 0.14 0.19 0.21 

1.12 Х -1 0 3 5 7 8 1 6 

Р 0.25 0.14 0.16 0.1 0.2 0.15 

1.13 Х -4 -3 -2 0 2 4 -1 3 

Р 0.2 0.07 0.24 0.26 0.13 0.1 

1.14 Х -3 -1 0 3 4 7 -2 6 

Р 0.12 0.09 0.01 0.2 0.28 0.3 

1.15 Х -1 0 1 3 7 8 2 6 

Р 0.26 0.14 0.15 0.2 0.1 0.15 

1.16 Х -2 -1 0 1 2 7 -3 5 

Р 0.17 0.09 0.01 0.3 0.23 0.2 

1.17 Х 1 2 3 5 6 7 0 4 

Р 0.1 0.14 0.16 0.1 0.2 0.3 

1.18 Х -3 -1 0 3 5 6 -2 4 

Р 0.16 0.09 0.01 0.3 0.24 0.2 

1.19 Х 1 2 5 6 7 8 3 6 

Р 0.2 0.15 0.15 0.1 0.3 0.1 

1.20 Х -1 0 2 4 7 8 1 5 

Р 0.23 0.18 0.12 0.2 0.1 0.17 

1.21 Х 1 2 4 5 6 8 0 7 

Р 0.3 0.14 0.16 0.03 0.2 0.17 

1.22 Х -4 -3 -1 0 1 3 -2 2 

Р 0.2 0.03 0.24 0.26 0.17 0.1 

1.23 Х 1 2 3 4 7 9 0 8 

Р 0.17 0.23 0.09 0.11 0.12 0.28 

1.24 Х 0 1 3 5 7 8 2 6 

Р 0.2 0.14 0.16 0.12 0.3 0.08 

1.25 Х -5 -3 -2 0 1 3 -4 2 

Р 0.2 0.06 0.21 0.29 0.14 0.1 

1.26 Х 1 2 3 5 8 9 4 7 

Р 0.18 0.22 0.05 0.15 0.12 0.28 

1.27 Х 1 3 4 5 7 8 2 6 

Р 0.3 0.16 0.14 0.01 0.2 0.19 

1.28 Х -5 -3 -1 0 1 3 -4 2 

Р 0.1 0.03 0.14 0.36 0.17 0.2 

1.29 Х 0 2 3 4 6 8 1 7 

Р 0.26 0.14 0.05 0.15 0.12 0.28 

1.30 Х -1 0 2 3 7 8 1 6 

Р 0.21 0.16 0.14 0.1 0.2 0.19 

 

2. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 

F(x). Найти: 
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а) её плотность распределения f(x);  

б) математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 

отклонение, моду, медиану; 

в) вероятность попадания Х в интервал (a;b). 

 Построить графики F(x) и f(x). 

 

 F(x) а b  F(x) а b 

2.1 
2

0, 0

,0 5
25

1, 5

x

x
x

x





 




 

1 4 2.16 
2

0, 0

,0 7
49

1, 7

x

x
x

x





 




 

4 5 

2.2 
2

0, 0

,0 3
9

1, 3

x

x
x

x





 




 

1 2 2.17 
2

0, 1

,1 2
2 2

1, 2

x

x x
x

x





  




 

0 1,5 

2.3 
3

0, 0

,0 1

1, 1

x

x x

x




 
 

 
0,5 1 2.18 

2

0, 0

,0 1

1, 1

x

x x

x




 
 

 
0,2 0,9 

2.4 
0,

2

cos , 0
2

1, 0

x

x x

x






 




  






 

 

 

4


  

 

 

 
  

2.19 
0, 0

sin ,0
2

1,
2

x

x x

x






 



 





 

-
6


 

6


 

2.5 
2

0, 3

( 3) ,3 4

1, 4

x

x x

x




  
 

 
2 4 2.20 

2

0, 3

0,25( 3) ,3 5

1, 5

x

x x

x




  
 

 
0 4 

2.6 
0, 0

2 sin ,0
4

1,
4

x

x x

x






 



 





 

-
4


 

6


 

2.21 
0,

4

cos2 ,
4 2

1,
2

x

x x

x



 









 






 
3


 

2


 

2.7 

2

0, 0

1
4 3 ,0

4

1
1,

4

x

x x x

x


 



  





 

0,1 0,2 2.22 

2

0, 0

1
3 2 ,0

3

1
1,

3

x

x x x

x


 



  





 

0,1 0,5 

2.8 
2

0, 2

0,25( 2) ,2 4

1, 4

x

x x

x




  
 

 
3 4 2.23 

2

0, 5

( 5) ,5 6

1, 6

x

x x

x




  
 

 
5,5 6 
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2.9 
2

0, 0

,0 6
36

1, 6

x

x
x

x





 




 

1 5 2.24 

2

0, 0

,0 2
4

1, 2

x

x
x

x





 




 

1 2 

2.10 
2

0, 1

( 1)
,1 5

16

1, 5

x

x
x

x





 




 

3 4 2.25 
2

0, 2

( 2)
,2 7

25

1, 7

x

x
x

x





 




 

3 6 

2.11 
2

0, 6

( 6)
,6 8

4

1, 8

x

x
x

x





 




 

5 7 2.26 
2

0, 7

( 7) ,7 8

1, 8

x

x x

x




  
 

 

7,5 8 

2.12 
2

0, 5

( 5)
,5 8

9

1, 8

x

x
x

x





 




 

4 7 2.27 
2

0, 4

( 4)
,4 7

9

1, 7

x

x
x

x





 




 

5 6 

2.13 
0, 0

2sin ,0
6

1,
6

x

x x

x






 



 





 

-
6


 

6


 

2.28 
0,

2

cos ,
2

1,

x

x x

x













  






 

0 3

4


 

2.14 
2

0, 2

2
,2 3

3

1, 3

x

x x
x

x





 




 

2,5 3 2.29 
2

0, 1

,1 3
6

1, 3

x

x x
x

x





 




 

1 2 

2.15 

2

0, 0

1
5 4 ,0

5

1
1,

5

x

x x x

x


 



  





 

0 0,1 2.30 
0, 0

sin 2 ,0
4

1,
4

x

x x

x






 



 





 

-
6


 

6


 

 

3. Непрерывная случайная величина Х задана плотностью 

распределения f(x). Найти: 

а) её функцию распределения F(x);  

б) математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 

отклонение, моду, медиану; 

в) вероятность попадания Х в интервал (a;b). 

 Построить графики F(x) и f(x). 
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 f(x) а b  f(x) а b 

3.1 0, 0, 4

,0 4
8

x x

x
x

 



 


 
1 3 3.16 




















30,
3

1
3

2

3,0,0

x
x

xx

 
-1 2 

3.2 

2

0, 3, 2

6
, 3 2

x x

x
x

   



   


 
-2,5 0 3.17 

0, 0,
6

4sin2 ,0
6

x x

x x






 


  


 

0 

12


 

3.3 
0, ,

2 2

0,5cos ,
2 2

x x

x x

 

 


  


   


 
0 

4


 

3.18 

2

0, 1, 2

2
,1 2

x x

x
x

 



 


 
0 1,5 

3.4 

2

0, 0, 1

4
,0 1

(1 )

x x

x
x

 



  

 
0 3

3
 

3.19 












32,
5

2

3,2,0

x
x

xx

 
1 2,5 

3.5 














4/30,
1

2

4/3,0,0

2
x

x

xx



 
0 1

2
 

3.20 

2

1
0, 0,

3

6 1
,0

(1 ) 3

x x

x
x


 



  
 

 
0,1 1 

3.6 0, 0,

0,5sin ,0

x x

x x





 


 
 

0 

2


 

3.21 












21,)1(
9

1

2,1,0

2 xx

xx

 
0 1 

3.7 0, 0, 2

2
,0 2

6

x x

x
x

 

 

 


 
1 2 3.22 

2

1
0, 0,

2

6 1
,0

21

x x

x
x


 


  
 

 
1

4
 

1 

3.8 












54,
9

2

5,4,0

x
x

xx

 
3 4,5 3.23 

2

0, 3, 5

7,5
,3 5

x x

x
x

 



 


 
2 4 

3.9 5
0, ,

2 6

5
2cos ,

2 6

x x

x x

 

 


 


  


 
0 2

3


 

3.24 
0, 0,

6

6sin3 ,0
6

x x

x x






 


  


 

0 

12


 

3.10 

2

0, 1, 2

3( 1) ,1 2

x x

x x

 


  
 

1,5 2 3.25 0, 1, 2

2 2,1 2

x x

x x

 


  
 

0 1,5 

3.11 
0, 0,

4

2cos2 ,0
4

x x

x x






 


  


 8


 

4


 

3.26 

2

0, 2, 2

1
4 , 2 2

2

x x

x x


  



   


 
0 1 

3.12 0, 0, 4

1
(1 ),0 4

2 4

x x

x
x

 



  

 
1 3 3.27 0, 0, 5

2
(1 ),0 5

5 5

x x

x
x

 



  


 
1 4 
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3.13 0, 0, 2

1
,0 2

4

x x

x
x

 

 

 

 
-1 1 3.28 

0, 0,
6

3cos3 ,0
6

x x

x x






 


  


 12


 

9


 

3.14 
2

0, 0, 1

3 ,0 1

x x

x x

 


 

 0,2 1,2 3.29 

2

0, 3, 3

1
9 , 3 3

2

x x

x x


  



   


 
0 2 

3.15 
0, 0,

3

2sin ,0
3

x x

x x






 


  


 

0 

6


 

3.30 0, 1, 4

2
,1 4

15

x x

x
x

 



 


 
2 3 

 

4. Найти закон распределения дискретной случайной величины Х, 

которая принимает два значения  х
1
 и  х

2
( х

1
< х

2
). Известны математическое 

ожидание М(х), дисперсия D(x) и вероятность р
1
 возможного значения х

1
. 

 

 р
1
 М(х) D(x)   р

1
 М(х) D(x)  

4.1 0.9 3.1 0.09 4.16 0.8 3.2 0.16 

4.2 0.8 1.4 0.64 4.17 0.9 1.2 0.36 

4.3 0.7 2.6 0.84 4.18 0.8 2.4 0.64 

4.4 0.6 3.4 0.24 4.19 0.7 3.3 0.21 

4.5 0.5 3 1 4.20 0.6 1.8 0.96 

4.6 0.4 3.2 0.96 4.21 0.5 2 1 

4.7 0.3 3.7 0.21 4.22 0.4 3.6 0.24 

4.8 0.2 2.6 0.64 4.23 0.3 2.4 0.84 

4.9 0.1 3.8 0.36 4.24 0.2 3.6 0.64 

4.10 0.2 3.8 0.16 4.25 0.1 3.9 0.09 

4.11 0.3 3.4 0.84 4.26 0.2 3.8 0.16 

4.12 0.4 2.2 0.96 4.27 0.3 2.4 0.84 

4.13 0.5 3.5 0.25 4.28 0.4 3.6 0.24 

4.14 0.6 2.8 0.96. 4.29 0.1 2.8 0.36 

4.15 0.7 1.6 0.84 4.30 0.9 2.2 0.36 

 

 Биномиальное распределение. 

5. Среди N отобранных деталей m% нестандартных. Составить закон 

распределения числа нестандартных деталей среди отобранных (случайная 

величина Х). Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее 

квадратическое отклонение этой случайной величины. 

 

 N m  N m  N m 

5.1 3 10 5.11 4 15 5.21 3 11 

5.2 2 12 5.12 5 13 5.22 2 16 
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5.3 4 20 5.13 3 14 5.23 4 29 

5.4 5 25 5.14 2 20 5.24 5 10 

5.5 3 30 5.15 4 27 5.25 3 17 

5.6 2 10 5.16 5 20 5.26 2 21 

5.7 4 15 5.17 3 19 5.27 4 22 

5.8 5 17 5.18 2 23 5.28 5 24 

5.9 3 12 5.19 4 11 5.29 3 18 

5.10 2 15 5.20 5 28 5.30 2 22 

 

Распределение  Пуассона.  

6. Радиоаппаратура состоит из N элементов. Вероятность отказа одного 

элемента в течение одного года работы равна р и не зависит от состояния 

других элементов: а) составить закон распределения числа отказавших 

элементов; б) какова вероятность отказа не менее m элементов в год? 

 

 N m р  N m р 

6.1 2000 4 0,001 6.16 1500 3 0,002 

6.2 1000 5 0,007 6.17 2000 4 0,001 

6.3 3000 7 0,004 6.18 1000 5 0,007 

6.4 2000 5 0,002 6.19 3500 1 0,002 

6.5 1000 6 0,005 6.20 2000 5 0,001 

6.6 5000 2 0,001 6.21 1000 6 0,005 

6.7 2000 4 0,001 6.22 4500 2 0,003 

6.8 1500 5 0,008 6.23 2000 4 0,001 

6.9 3500 7 0,004 6.24 1000 5 0,007 

6.10 2000 2 0,003 6.25 3000 7 0,004 

6.11 1500 6 0,005 6.26 2000 5 0,002 

6.12 4000 2 0,006 6.27 1000 6 0,005 

6.13 8000 2 0,001 6.28 6500 8 0,007 

6.14 6500 6 0,002 6.29 7000 6 0,002 

6.15 3000 2 0,005 6.30 5500 9 0,004 

 

Равномерное распределение. 

  7а. Варианты 1-15.  

Цена деления измерительного прибора равна a. Показания прибора 

округляются до ближайшего целого деления. Случайная величина Х – ошибка 

при округлении отсчёта. Найти:  

а) её плотность распределения f(x); 

б) функцию распределения F(x);  

в) математическое ожидание, дисперсию; 

г) вероятность того, что при отсчёте будет сделана ошибка, меньшая 

(большая) m. 

Построить графики F(x) и f(x). 
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 7б. Варианты 16 – 30.  

Трамваи некоторого маршрута идут строго по расписанию. Интервал 

движения а минут. Случайная величина Х – время ожидания трамвая. Найти:  

а) её плотность распределения f(x); 

б) функцию распределения F(x);  

в) математическое ожидание, дисперсию; 

г) вероятность того, что пассажир, подошедший к остановке, будет 

ожидать трамвай менее (более) m минут. 

Построить графики F(x) и f(x). 

 

 а m  а m  а m 

7.1 0,2 0,04 7.11 0,3 0,08 7.21 19 8 

7.2 0,3 0,02 7.12 0,6 0,01 7.22 20 5 

7.3 0,1 0,06 7.13 0,9 0,06 7.23 25 5 

7.4 0,5 0,01 7.14 0,5 0,05 7.24 9 3 

7.5 0,6 0,05 7.15 0,8 0,07 7.25 14 7 

7.6 0,9 0,02 7.16 5 3 7.26 18 9 

7.7 0,1 0,08 7.17 10 4 7.27 24 8 

7.8 0,7 0,01 7.18 15 5 7.28 6 3 

7.9 0,4 0,06 7.19 6 2 7.29 12 6 

7.10 0,5 0,07 7.20 20 10 7.30 16 8 

 

 Показательное распределение. 

8. Время безотказной работы элемента (случайная величина Т) имеет 

показательное распределение с параметром  , где   - интенсивность отказов, 

т.е. среднее число отказов в единицу времени. Найти:  

а) плотность распределения f(t); 

б) функцию распределения F(t), указать её вероятностный смысл; 

в) функцию надёжности R(t), указать её вероятностный смысл; 

г) математическое ожидание, дисперсию; 

д) вероятность того, что за время t элемент откажет и вероятность того, 

что за время t элемент не откажет. 

Построить графики F(t), R(t) и f(t). 

 

   t    t    t 

8.1 1 5 8.11 2 5 8.21 3 8 

8.2 2 10 8.12 3 10 8.22 4 4 

8.3 3 6 8.13 4 6 8.23 6 3 

8.4 4 8 8.14 6 8 8.24 7 2 

8.5 6 4 8.15 7 4 8.25 8 1 

8.6 7 3 8.16 8 3 8.26 9 10 

8.7 8 2 8.17 9 2 8.27 10 6 

8.8 9 1 8.18 10 1 8.28 1 7 
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8.9 10 7 8.19 1 10 8.29 2 8 

8.10 1 9 8.20 2 6 8.30 3 2 

 

Нормальный закон распределения. 

9. Случайная ошибка измерения (случайная величина Х) подчинена 

нормальному закону распределения с параметрами а и  . Найти:  

а) плотность распределения f(х); 

б) функцию распределения F(х); 

в) математическое ожидание, дисперсию; 

г) вероятность попадания в интервал  ; ; 

д) вероятность того, что измерение будет произведено с ошибкой, не 

превосходящей по абсолютной величине  . 

Построить графики F(t) и f(t). 

 

 а          а         

9.1 10 1 8 14 2 9.16 10 2 9 14 2 

9.2 12 2 7 14 3 9.17 12 4 5 14 3 

9.3 14 3 10 15 5 9.18 14 1 9 15 5 

9.4 11 5 9 12 3 9.19 11 6 8 12 3 

9.5 13 2 6 13 2 9.20 13 4 6 17 2 

9.6 12 3 7 15 4 9.21 12 9 8 15 4 

9.7 10 2 8 17 2 9.22 10 3 6 17 2 

9.8 12 4 6 14 6 9.23 12 5 6 13 6 

9.9 14 6 11 19 5 9.24 14 2 12 19 5 

9.10 15 5 8 12 3 9.25 15 3 4 12 3 

9.11 17 4 6 14 2 9.26 17 1 5 14 2 

9.12 12 5 7 18 4 9.27 12 4 9 18 4 

9.13 18 5 6 12 3 9.28 11 3 4 12 3 

9.14 10 4 6 15 2 9.29 17 2 5 19 5 

9.15 12 3 5 18 4 9.30 13 5 6 18 3 

 

2.3 Решение типового варианта 

 

1. Дискретная случайная величина Х задана рядом распределения 

 

Х 0 10 20 30 40 50 

Р 0,05 0,15 0,3 0,25 0,2 0,05 

 

Найти: 

а) её функцию распределения F(x), построить график F(x); 

б) математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 

отклонение, моду; 

в) вероятность попадания Х в интервал (15;45). 
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Решение: 

а) функция распределения F(x) (интегральная функция распределения) 

случайной величины Х определяет вероятность события Х<х. Для дискретной 

случайной величины она находится по формуле 



xx

i

i

pxXPxF )()( = 

= )(



xx

i

i

xXP ,  где суммирование ведётся по всем  i , для которых xx
i
 . 

Итак, 1) если 0x , то 0)0()(  XPxF ; 

2) если 100  x , то 05,0)0()(  XPxF ; 

3) если 2010  x , то 2,015,005,0)10()0()(  XPXPxF ; 

4) если 3020  x , то )20()10()0()(  XPXPXPxF 5,03,02,0  ; 

5) если 4030  x , то )30()20()10()0()(  XPXPXPXPxF = 

75,025,05,0  ; 

6) если 5040  x , то )30()20()10()0()(  XPXPXPXPxF + 

+ )40( XP 95,02,075,0  ; 

7) если 50x , то )30()20()10()0()(  XPXPXPXPxF + 

+ )50()40(  XPXP 105,095,0  . 

 Таким образом, 

































50,1

5040,95,0

4030,75,0

3020,5,0

2010,2,0

100,05,0

0,0

)(

xесли

xесли

xесли

xесли

xесли

xесли

xесли

xF .  

График построен в системе Mathcad (см. ниже); 

б) найдём числовые характеристики. Для дискретной случайной 

величины математическое ожидание равно сумме произведений всех её 

возможных значений на вероятности этих значений: 
i

ii
pxXM )( . Поэтому  

 05,0502,04025,0303,02015,01015,00)(XM 25,5. 

Дисперсия случайной величины Х находится либо по формуле 
2)]([)( XMXMXD  , либо по формуле 22 )]([)()( XMXMXD  . Для 

дискретной случайной величины эти формулы перепишутся так: 

i
i

i
pXMxXD 

2))(()(  или 22
)()(

i
i

ii
i

i
pxpxXD   . Среднее 

квадратическое отклонение равно )()( xDx  ; мода дискретной случайной 

величины (обозначается 
0

M ) – это её значение, принимаемое с наибольшей 

вероятностью; вероятность попадания Х в интервал (а;b) находится по 

формуле )()();( aFbFbaP  . В нашей задаче эти величины равны: 
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D(x)=154,75; 44,1275,154)( x ;  
0

M =20; 

)15()45()45;15( FFP  =0,75. 

Ниже приведена копия файла, в котором сделаны вычисления в системе 

Mathcad, причём вычисление дисперсии проведено по обеим формулам.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения 

















3,1

32,)2(

2,0

)( 2

xесли

xеслиx

xесли

xF .     

ORIGIN 1 

M s
T

p
T

 , 

s 0 10 20 30 40 50( ) , 

p 0.05 0.15 0.3 0.25 0.2 0.05( ) , 

s0

25.5

15.5

5.5

4.5

14.5

24.5























,

 

M 25.5 , 

s0 s
T

M , 

D s0 s0( )







T

p
T

 , 

D 154.75 , 

s2 0
2

10
2

20
2

30
2

40
2

50
2  , 

D1 s2
T

p
T

 M
2

 , 
F x( ) 0 x 0if

0.05 0 x 10if

0.2 10 x 20if

0.5 20 x 30if

0.75 30 x 40if

0.95 40 x 50if

1 x 50if



,

 

D1 154.75 , 

 D 12.44 , 

0 20 40 60 80

1

1

F x( )

x

 

 

F 45( ) F 15( ) 0.75 . 
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Найти: 

а) её плотность распределения f(x);  

б) математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 

отклонение, моду, медиану; 

в) вероятность попадания Х в интервал (1; 2,5). 

 Построить графики F(x) и f(x). 

Решение:  

а) плотность распределения вероятностей непрерывной случайной 

величины равна производной её функции распределения: )()( xFxf  , 

поэтому 
















3,0

32),2(2

2,0

)()(

xесли

xеслиx

xесли

xFxf ; 

б) числовые характеристики непрерывных случайных величин 

находятся по формулам: математическое ожидание - 





)(

)(

)()(
b

a

dxxxfxM ;  

дисперсия - 





)(

)(

2 )())(()(
b

a

dxxfxMxxD  или  





)(

)(

22 )()()(
b

a

xMdxxfxxD  

(пределы интегрирования зависят от того, принадлежат ли возможные 

значения случайной величины всей оси Ох или интервалу (a;b)); среднее 

квадратическое отклонение - )()( xDx  ; модой непрерывной случайной 

величины X  называется то её значение 
o

M , при котором плотность 

распределения максимальна; медианой непрерывной случайной величины 

X называется такое её значение 
e

M , для которого одинаково вероятно, 

окажется ли случайная величина меньше или больше 
e

M , т.е. 

5,0)()( 
ee

MXPMXP . 

Таким образом, в нашей задаче  
3

2

)2(2)( xxxM =8/3; 

18/1)3/8()2(2)(
3

2

22

  dxxxxD ; 18/1)( X = 0,236. Для определения 

моды надо найти максимум функции )2(2)(  xxf  на отрезке [2; 3]. 

Поскольку эта функция монотонна, то её максимум достигается на конце 

отрезка, т.е. 2)3(
max

 ff . Итак, 
o

M =3. Медиану можно найти из условия 

5,0)( 
e

MXP , где вероятность )(
e

MXP  =  )(
e

MXP  

)2(
e

MXP   находится по формуле 
b

a

dxxfbXaP )()(   или по формуле 

)()()( aFbFbXaP  - вероятность попадания случайной величины в 

промежуток (a; b). Так как  
eM

e
dxxMXP

2

)2(2)2( = 2)2( 
e

M , то, решая 
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уравнение 2)2( 
e

M = 0,5, получим  два корня 1,29 и 2,71, из которых 

подходит один: 
e

M = 2,71; 

в) вероятность попадания Х в интервал (1; 2,5) находим по выше 

приведённым формулам  )5,22()21()5,21( XPXPXP  

25,0)2(20
5,2

2

  dxx  или )1()5,2()5,21( FFXP  = 25,00)25,2( 2  . 

 Графики функций F(x) и f(x) построим в системе Mathcad: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Заметим, что вычисление интегралов и другие вычисления можно 

проводить в системе Mathcad, например,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Непрерывная случайная величина  Х задана плотностью 

распределения  

















3,0

30),3(
9

2

0,0

)( 2

xесли

xеслиxx

xесли

xf .  

F x( ) 0 x 2if

x 2( )
2

2 x 3if

1 x 3if



,

 
f x( ) 0 x 2if

2 x 2( )[ ] 2 x 3if

0 x 3if



,

 

4 2 0 2 4

4

2

2

4

f x( )

x

 

2 0 2 4

2

2

F x( )

x

 

2

3

x2 x x 2( )




d
8

3
 2.667

,

 

2

3

x2 x
2

 x 2( )




d
8

3









2


1

18
 0.056

,

 
1

18
0.236

,

 

2

y

x2 x 2( )




d y 2( )
2



,

 

y 2( )
2

0.5 solve
1.2928932188134524756

2.7071067811865475244











.
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Найти: 

а) её функцию распределения F(x);  

б) математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 

отклонение, моду, медиану; 

в) вероятность попадания Х в интервал (1;4). 

 Построить графики F(x) и f(x). 

 Решение: 

а) функцию распределения находим по формуле 



x

dxxfxF )()( . Итак, 

если 0x , то 0)( xf , поэтому 00)(
0

 


dxxF ;  

если 30  x , то dxxxdxxF
x

)3(
9

2
0)(

0

2

0

 


= - 
27

)92(2 xx
;  

если 3x , то 10)3(
9

2
0)(

3

3

0

2

0

 


x

dxdxxxdxxF .  

Таким образом, искомая функция распределения имеет вид 





















3,1

30,
27

)92(

0,0

)(
2

xесли

xесли
xx

xесли

xF ; 

б) математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 

отклонение, моду, медиану находим как в предыдущей задаче.  

 
3

0

2 )3(9/2)( dxxxxxM =1,5;  
3

0

222 5,1)3(9/2)( dxxxxxD 0,45; 

45,0)( X = 0,671.  

Для определения моды надо найти максимум функции 

)3(9/2)( 2xxxf   на отрезке [0; 3]. Для этого находим производную и 

приравниваем её к нулю: 9/43/2)( xxf  , 0)(  xf  при х=3/2, эта точка 

критическая. Проверяем её на экстремум: 0)2(,0)1(  ff , итак, при 

переходе через точку х=3/2 знак производной сменился с плюса на минус, 

значит,  х=3/2 точка максимума, поэтому 
o

M =3/2.  

Медиану находим из условия 5,0)( 
e

MXP , где )(
e

MXP  = 

=  )(
e

MXP  )0(
e

MXP  .  Так как  )0(
e

MXP  
eM

dxxx
0

2 )3(9/2 = 

= - 27/)92(
2


ee

MM , то, решая уравнение  - 27/)92(
2


ee

MM =0,5, получим 

три корня, из которых подходит один: 
e

M = 1,5.  

Ниже приведёна копия файла с вычислениями в системе Mathcad. 

f x( )
2

9
3 x x

2
 

,

 9

20
0.671

,
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в) вероятность попадания Х в интервал (1;4) равна 

)3()31()41(  XPXPXP   0)3(9/2
3

1

2 dxxx  0,741  

или    )41( XP )3()31(  XPXP = )1()3( FF   =  

= 27/)912(127/)932(3 22  = 741,0259,01  . 

 Ниже приведёна копия файла из Mathcad с вычислениями. 

 

 

 

 

 

Графики функций F(x) и f(x) построим в системе Mathcad: 
 

 

 

0

3

xx f x( )




d
3

2
 1.5

,

 

0

3

xx
2

f x( )




d
3

2









2


9

20
 0.45

,

 

x
f x( )

d

d

2

3

4 x

9


,

 

f1 x( )
x

f x( )
d

d


,

 

f1 x( ) solve
3

2


,

 

0

y

xf x( )




d
y

2
2 y 9( )

27


,

 

 

f1 2( ) 0.222 , 

 

f1 1( ) 0.222 , 

y
2

2 y 9( )

27
 0.5 solve

4.0980762113533159403

1.0980762113533159403

1.5













4.098

1.098

1.5













;

 

1

3

xf x( )




d
20

27
 0.741

,

 f2 x( )
x
2

2 x 9( )

27


,

 

f2 1( ) 0.259 , f2 3( ) 1 , 1 0.259 0.741 . 

f x( ) 0 x 0if

2

9
3 x x

2
 









0 x 3if

0 x 3if



,

 F x( ) 0 x 0if

x
2

9 2 x( )

27
0 x 3if

1 x 3if



,
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4. Найти закон распределения дискретной случайной величины Х, 

которая принимает два значения  х
1
 и  х

2
( х

1
< х

2
). Известны математическое 

ожидание М(х) =1,4, дисперсия D(x) = 0,24 и вероятность р
1
= 0,6 возможного 

значения х
1
. 

Решение: так как сумма вероятностей всех возможных значений 

дискретной случайной величины равна единице, то вероятность того, что 

случайная величина примет значение х 2  равна р
2
= 1- 0,6 = 0,4.  

Напишем закон распределения Х:  

Х х
1
 х

2
 

Р 0,6 0,4 

Чтобы найти х
1
 и  х 2 , составим систему двух уравнений, используя 

формулы вычисления математического ожидания и дисперсии для 

дискретных случайных величин: 
i

ii
pxXM )(  и  22

)()(
i

i
ii

i
i

pxpxXD   . 

 Эта система имеет вид: 








24,04,14,06,0

4,14,06,0
22

2

2

1

21

xx

xx
.  

Решим её в Mathcad: 

 

Итак, система имеет два решения х1 =1, х 2 =2 и х1 =1,8, х 2 =0,8. По 

условию х
1
< х 2 , поэтому задаче удовлетворяет первое решение х

1
=1, х 2 =2. 

Таким образом, искомый закон распределения:   

Х 1 2 

Р 0,6 0,4 

 

5. Среди  6  отобранных  деталей  25%  нестандартных. Составить закон  

2 0 2 4

2

1

1

2

F x( )

x

 

2 0 2 4

2

1

1

2

f x( )

x

 

0.6
1.4 0.4 x( )

0.6









2

 0.4 x
2

 1.4
2

 0.24 solve
2.0

0.8










.

 

x1 0.8 , 
x2 2 , 1.4 0.4 x1( )

0.6
1.8

. 

1.4 0.4 x2( )

0.6
1

,
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распределения числа нестандартных деталей среди отобранных (случайная 

величина Х). Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее 

квадратическое отклонение этой случайной величины. 

Решение: дискретная случайная величина Х – число нестандартных 

деталей среди отобранных. Её возможные значения: 0
1
x (нет нестандартных 

деталей среди отобранных), 1
2
x (одна нестандартная деталь среди 

отобранных) и т.д. 6
7
x  (шесть нестандартных деталей среди отобранных). 

Возможные значения независимы и вероятность появления каждого из них 

одинакова и равна р=0,25, поэтому случайная величина Х распределена по 

биномиальному закону: knkk

nn
qpCkPkXP  )()( , где 6,...,2,1,0k , 

pq 1 , 6n . 

 Итак, 600

66
75,025,0)0()0( CPXP  =0,178; 

511

66
75,025,0)1()1( CPXP  =0,356; 422

66
75,025,0)2()2( CPXP  =0,297; 

333

66
75,025,0)3()3( CPXP  =0,132; 244

66
75,025,0)4()4( CPXP  =0,033; 

155

66
75,025,0)5()5( CPXP  =0,004; 066

66
75,025,0)6()6( CPXP  =0,0002. 

  

Искомый закон распределения: 

Х 0 1 2 3 4 5 6 

р 0,178 0,356 0,297 0,132 0,033 0,004 0,0002 

 

Числовые характеристики  биномиального распределения можно 

определить по известным формулам для дискретных случайных величин:   


i

ii
pxXM )( , 

i
i

i
pXMxXD 

2))(()(  или 22
)()(

i
i

ii
i

i
pxpxXD   . 

Однако, проще воспользоваться свойствами математического ожидания и 

дисперсии, когда Х – число появления события в n испытаниях: npXM )( , 

npqXD )( . Итак, в нашем случае 5,125,06)( XM , 

125,175,025,06)( XD . )()( XDx  1,06. 

Ниже приведена копия файла из Mathcad с вычислениями. 

Анализ биномиального распределения удобно проводить в 

среде  Mathcad с использованием специальных функций с корневым 

словом binom (dbinom, pbinom, qbinom, rbinom). Например, функция 

dbinom(k,n,p) выводит значения вероятностей и т.д. 

C Q R( ) combin Q R( )  

C 6 2( ) 0.25
2

 0.75
4

 0.297  

C 6 0( ) 0.25
0

 0.75
6

 0.178  

C 6 3( ) 0.25
3

 0.75
3

 0.132  

C 6 1( ) 0.25
1

 0.75
5

 0.356  

C 6 5( ) 0.25
5

 0.75
1

 4.395 10
3

  
C 6 4( ) 0.25

4
 0.75

2
 0.033  

C 6 6( ) 0.25
6

 0.75
0

 2.441 10
4

  
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 6. Радиоаппаратура состоит из 1000 элементов. Вероятность отказа 

одного элемента в течение одного года работы равна 0,001 и не зависит от 

состояния других элементов.  

а) составить закон распределения числа отказавших элементов;  

б) какова вероятность отказа не менее 2 элементов в год? 

Решение: 

а) дискретная случайная величина Х – число отказавших элементов 

распределена по закону Пуассона (предельный для биномиального закон 

распределения, когда вероятность р появления события в каждом испытании 

мала, а число n проводимых испытаний велико):   e
k

kPkXP
k

n
!

)()( , где 

np = 001,01000  =1, 1000,...,2,1,0k , 1000n . 

Таким образом, 1

0

1000
!0

1
)0()0(  ePXP =0,368; 

1

0

1000
!1

1
)1()1(  ePXP = 0,368; 1

2

1000
!2

1
)2()2(  ePXP =0,184;  

1

3

1000
!3

1
)3()3(  ePXP 0,061, и т.д. 1

10

1000
!10

1
)10()10(  ePXP =0,0000001 и 

т.д. Искомый закон распределения: 

Х 0 1 2 3 … 10 … 

р 0,368 0,368 0,184 0,061 … 0,0000001 … 

 Ниже приведена копия файла из Mathcad с вычислениями. 

 

 

 

 

 

 

 б) вероятность отказа не менее двух элементов вычисляется по 

формуле: 







2

1000
)()2(

k

kPXP  или )1()0(1)2(  XPXPXP  = 1 - 0,368 - 0,368 = 

0,264. 

 В среде  Mathcad закону распределения Пуассона соответствуют 

специальные функции с корневым словом pois (dpois, ppois, qpois, rpois). 

Например, функция dpois(k,n,p) выводит значения вероятностей и т.д. 

 

 7а. Цена деления измерительного прибора равна 0,2. Показания прибора 

округляются до ближайшего целого деления. Случайная величина Х – ошибка 

при округлении отсчёта. Найти:  

p k ( ) dpois k ( )  

p 0 1( ) 0.368  p 4 1( ) 0.015  

p 1 1( ) 0.368  p 5 1( ) 3.066 10
3

  

p 2 1( ) 0.184  p 10 1( ) 1.014 10
7

  

p 3 1( ) 0.061  p 1000 1( ) 0  
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а) её плотность распределения f(x); 

б) функцию распределения F(x);  

в) математическое ожидание, дисперсию; 

г) вероятность того, что при отсчёте будет сделана ошибка, меньшая 

(большая) 0,04. 

Построить графики F(x) и f(x). 

Решение: случайная величина Х – ошибка при округлении отсчёта 

распределена равномерно между двумя целыми делениями; 2,0 ab  –  

длина интервала, в котором заключены возможные значения Х. Плотность 

равномерного распределения находится по формуле 













),(,0

),(,
1

)(

baxесли

baxесли
abxf , функция распределения –  




















bxесли

bxaесли
ab

ax

axесли

xF

,1

,

,0

)( ; математическое ожидание и дисперсия – 

2
)(

ba
XM


 , 

12

)(
)(

2ab
XD


 ; вероятность попадания в интервал ),(   –  

ab
XP







 )( .  

Поэтому в нашей задаче:  

 а) 













)2,0;0(,0

)2,0;0(,5
2,0

1

)(

xесли

xесли
xf ; 

 б) 
















2,0,1

2,00,5
2,0

0,0

)(

xесли

xеслиx
x

xесли

xF ; 

 в) 1,0
2

02,0
)( 


XM ;  003,0

12

)02,0(
)(

2




XD ; 

г) ясно, что при отсчёте будет сделана ошибка, меньшая 0,04, если она 

попадёт в интервал (0; 0,04) или в интервал (0,16; 0,2) (событие А), т.е. 

вероятность этого события равна  

)(AP = )04,00(  XP + )2,016,0(  XP =
2,0

16,02,0

2,0

004,0 



=0,4;   

при отсчёте будет сделана ошибка большая 0,04, если она попадёт в интервал 

(0,04; 0,16) (событие В), т.е. вероятность этого события равна 

)(BP = )16,004,0(  XP =
2,0

04,016,0 
=0,6 или )(1)( APBP  . 

Построим графики F(x) и f(x) в системе Mathcad. 
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Рисунок 2.1 

 

7б.  Трамваи некоторого маршрута идут строго по расписанию. 

Интервал движения 5 минут. Случайная величина Х – время ожидания 

трамвая. Найти:  

а) её плотность распределения f(x); 

б) функцию распределения F(x);  

в) математическое ожидание, дисперсию; 

г) вероятность того, что пассажир, подошедший к остановке, будет 

ожидать трамвай менее (более) 3 минут. 

Построить графики F(x) и f(x). 

Решение: случайная величина Х – время ожидания трамвая 

распределена равномерно между двумя последовательными прибытиями 

автобуса; 5 ab  – длина интервала, в котором заключены возможные 

значения Х. Все формулы для равномерного распределения смотри в 

предыдущей задаче 3а.  

В нашей задаче:  

 а) 












)5;0(,0

)5;0(,2,0
5

1

)(

xесли

xесли
xf ; 

 б) 
















5,1

50,2,0
5

0,0

)(

xесли

xеслиx
x

xесли

xF ; 

 в) 5,2
2

05
)( 


XM ;  08,2

12

)05(
)(

2




XD ; 

г) ясно, что пассажир будет ждать трамвай менее 3 минут, если он 

подойдёт к остановке в интервал времени (0; 3) или, что всё равно, в интервал 

(2; 5) (событие А), т.е. вероятность этого события равна )(AP = )30(  XP = 

F x( ) 0 x 0if

5 x( ) 0 x 0.2if

1 x 0.2if

   

f x( ) 0 x 0if

5 0 x 0.2if

0 x 0.2if

  

1 0.5 0 0.5 1

1

1

2

F x( )

x

 

1 0.5 0 0.5 1

2

4

6

f x( )

x
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=
5

03 
=0,6; пассажир будет ждать трамвай более 3 минут, если он подойдёт к 

остановке в интервал времени (0; 2) или, что всё равно, в интервал (3; 5) 

(событие В), т.е. вероятность этого события равна   )(BP = )53(  XP  = 

=
5

35 
=0,4 или )(1)( APBP  . 

Построим графики F(x) и f(x) в системе Mathcad. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок  2.2 

 

В среде  Mathcad равномерному закону распределения соответствуют 

специальные функции с корневым словом unif: dunif(x,a,b)– выводит значения 

плотности распределения; punif(x,a,b) –  выводит значения функции 

распределения;  runif(n,a,b) – выводит массив из n значений независимых 

случайных чисел, распределённых равномерно в интервале (a,b). 

  

8. Время безотказной работы элемента (случайная величина Т) имеет 

показательное распределение с параметром 5,0 , где   –  интенсивность 

отказов, т.е. среднее число отказов в единицу времени. Найти:  

а) плотность распределения f(t); 

б) функцию распределения F(t), указать её вероятностный смысл; 

в) функцию надёжности R(t), указать её вероятностный смысл; 

г) математическое ожидание, дисперсию; 

д) вероятность того, что за время t=5 ч. элемент откажет и вероятность 

того, что за время t=5 ч. элемент не откажет. 

Построить графики F(t), R(t) и f(t). 

Решение: показательным называют закон распределения непрерывной 

случайной величины Х с плотностью 









 0,

0,0
)(

xеслиe

xесли
xf

x
. Другие 

понятия и формулы для показательного распределения: 

f x( ) 0 x 0if

0.2 0 x 5if

0 x 5if

  F x( ) 0 x 0if

0.2 x( ) 0 x 5if

1 x 5if

  

2 0 2 4 6

1

0.5

0.5

1

f x( )

x

 

2 0 2 4 6
1

1

2

F x( )

x
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








 0,1

0,0
)(

xеслиe

xесли
xF

x
- функция распределения; если случайная величина 

Х=Т –  время безотказной работы элемента, то tetTPtF  1)()(  

определяет вероятность отказа элемента за время t; tetTPtR  )()( –  

функция надёжности, определяет вероятность безотказной работы элемента за 

время  t;  



1
)( XM , 

2

1
)(


XD , 




1
)( X ;     eeXP )( . 

 В нашей задаче, учитывая то, что 0t , имеем: 

 а) tetf 5,05,0)(  ; 

 б) tetTPtF 5,01)()(  , определяет вероятность отказа элемента за 

время t;  

 в) tetR 5,0)(  , определяет вероятность безотказной работы элемента за 

время t; 

 г) 2
5,0

1
)( XM ; 4

5,0

1
)(

2
XD ; 

д) поскольку функция распределения определяет вероятность отказа за 

время t, то, подставив в неё t=5, получим вероятность отказа за время t=5ч: 
5,255,0 11)5(   eeF =0,918; события «элемент откажет» и «элемент не 

откажет» - противоположные, поэтому вероятность безотказной работы 

элемента за время t=5 равна 1-0,918=0,082. Этот же результат можно  

получить непосредственно, пользуясь функцией надёжности: 
5,255,0)5(   eeR =0,082.  

Построим графики F(t), R(t) и f(t) и сделаем некоторые вычисления в 

системе Mathcad: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f t( ) 0 t 0if

0.5 e
0.5 t

 t 0if

  F t( ) 0 t 0if

1 e
0.5 t

 t 0if

  

0 2 4

1

0.5

0.5

1

f t( )

t

 

0 2 4
1

1

2

F t( )

t

 

e
2.5

0.082  

R t( ) 0 t 0if

e
0.5 t

t 0if

  

 

1 e
2.5

 0.918  
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Рисунок 2.3 

 

В среде  Mathcad показательному закону распределения соответствуют 

специальные функции с корневым словом exp: dexp(x, ) – выводит значения 

плотности распределения; pexp(x,  ) –  выводит значения функции 

распределения;  rexp(n,  ) – выводит массив из n значений независимых 

случайных чисел, распределённых по показательному закону с параметром  . 

 

9. Случайная ошибка измерения (случайная величина Х) подчинена 

нормальному закону распределения с параметрами а=10 и  =2. Найти:  

а) плотность распределения f(х); 

б) функцию распределения F(х); 

в) математическое ожидание, дисперсию; 

г) вероятность попадания в интервал  14;12 ; 

д) вероятность того, что измерение будет произведено с ошибкой, не 

превосходящей по абсолютной величине  =3. 

Построить графики F(х) и f(х).  

Решение: нормальным называют закон распределения непрерывной 

случайной величины Х с плотностью 
2

2

2

)(

2

1
)( 



ax

exf




 , где а =M(Х) – 

математическое ожидание,  )(X –  среднее квадратическое отклонение Х. 

Другие понятия и формулы для нормального распределения: функция 

распределения – 



x

dttfxF )()( dt
atx











 
2

2

2

)(
exp

2

1


 или 

5,0)( 






 




ax
xF , где dtex

x t





0

2

2

2

1
)(


 –  функция Лапласа, её значения 

табулированы или их можно найти в системе Mathcad;  

 )()()(  FFXP
a a 

 

    
    
   

;  

вероятность того, что случайная величина отклонится от своего 

математического ожидания не более чем на  ,  находится по формуле: 














 2)( aXP . 

В нашей задаче:  

0 2 4
1

1

2

R t( )

t
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а) 8

)10( 2

22

1
)(





x

exf


; 

б) 5,0
2

10
)( 







 


x
xF ; 

в) 10)(  aXM , 2)(  X , 4)( 2 XD ; 

г)  )1412( XP 






 








 


2

1012

2

1014
=    12  =0,4772-

0,3413=0,1359; 

д) вероятность того, что измерение произведено с ошибкой, не 

превосходящей по абсолютной величине  =3, будет равна 











2

3
2)310( XP = )5,1(2 =0,4332.  

Здесь значения функции Лапласа взяты из таблицы, хотя их можно было 

бы найти в системе Mathcad, где нормальному закону распределения 

соответствуют функции, в названии имеющие корневое слово norm и 

начинающиеся с букв d, p, q, r.  Например, dnorm (x,a, ) – выводит значения 

плотности распределения f(x); pnorm (x,a, ) –   выводит значения функции 

распределения F(x). Воспользуемся этими функциями для построения 

соответствующих графиков. Копия файла из Mathcad приведена ниже. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2.4 

 

3 Расчётно-графическая работа  №3. Элементы математической 

статистики  

  

Цели: изучить основные задачи математической статистики: задачи 

обработки и анализа результатов наблюдений случайных массовых явлений. 

  

3.1 Теоретические вопросы 

 

f x( ) dnorm x 10 2( )  F x( ) pnorm x 10 2( )  

0 10 20

1

1

2

f x( )

F x( )

x
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 1. Предмет математической статистики и её основные задачи. Основные 

понятия (выборка, объём выборки, варианты, статистический ряд, 

интервальный ряд). 

2. Эмпирическая функция распределения, полигон, гистограмма. 

3. Определение неизвестных параметров распределения (выборочная 

средняя, выборочная и исправленная выборочная дисперсии). 

4. Точечные и интервальные оценки параметров распределения.  

5. Точность и надёжность оценки. Доверительный интервал.  

6. Доверительный интервал для оценки математического ожидания 

нормально распределённой случайной величины с известным  . 

7. Доверительный интервал для оценки среднего квадратического 

отклонения нормально распределённой случайной величины. 

8. Понятие корреляционной зависимости. Функции и линии регрессии. 

3.2 Расчётные  задания  
 

1. Для данной выборки выполнить задачу обработки и систематизации,  

определить: 

а) вариационный ряд (выборку в порядке возрастания); 

б) статистические ряды частот и относительных частот;  

в) интервальные статистические ряды частот и относительных частот 

(минимальную и максимальную варианты, размах выборки, число интервалов, 

длину интервалов); 

г) дискретные (группированные) статистические ряды частот и 

относительных частот.  

 2. Для данной выборки выполнить задачу анализа и оценки,  

определить: 

а) по интервальному статистическому ряду построить гистограмму 

частот и относительных частот; 

б) по дискретному статистическому ряду найти: 

   - полигон частот и относительных частот; 

   - эмпирическую функцию распределения; 

   - выборочную среднюю; 

   - выборочную и исправленную выборочную дисперсии; 

   - исправленное выборочное среднеквадратическое отклонение; 

   - выборочные моду и медиану, 

   - выборочные начальные моменты третьего и четвёртого порядков; 

   - выборочный эксцесс; 

   - выборочный коэффициент асимметрии. 
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3. Найти доверительный интервал для оценки математического 

ожидания а нормального распределения с надёжностью  , зная выборочную 

среднюю вx , объём выборки n и среднее квадратическое отклонение  . 

 

   вx  n      вx  n      вx  n   

3.1 0.95 75.17 36 6 3.11 0.97 5.21 46 6 3.21 0.92 11.48 36 6 

3.2 0.97 7.27 56 7 3.12 0.96 55.23 38 5 3.22 0.94 23.38 39 8 

3.3 0.93 75.17 35 5 3.13 0.92 5.21 36 7 3.23 0.93 30.44 56 7 

3.4 0.94 8.27 58 9 3.14 0.95 55.23 68 7 3.24 0.99 15.32 38 5 
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3.5 0.98 76.17 46 6 3.15 0.98 7.21 56 6 3.25 0.95 10.48 46 6 

3.6 0.99 7.37 58 7 3.16 0.93 65.23 78 5 3.26 0.98 13.38 39 8 

3.7 0.93 65.13 34 6 3.17 0.92 8.21 49 7 3.27 0.93 20.44 66 7 

3.8 0.94 9.27 53 8 3.18 0.95 51.23 58 9 3.28 0.97 14.32 58 6 

3.9 0.93 85.17 35 6 3.19 0.94 5.21 39 6 3.29 0.94 30.44 86 7 

3.10 0.95 8.27 57 9 3.20 0.95 85.23 58 7 3.30 0.99 16.32 38 9 

 

4. Для данных задач 1-2 и результатов этих задач, предполагая, что 

задано нормальное распределение, найти: 

а) точность оценки математического ожидания а по выборочной 

средней вx  с надёжностью  ; 

б) доверительный интервал для оценки математического ожидания а с 

надёжностью  . 

  Выборочную среднюю вx , объём выборки n, среднее квадратическое 

отклонение   взять из задач 1-2,  - из задачи 3. 

  

 5. Глубина моря измеряется прибором, систематическая ошибка 

которого равна нулю, а случайные ошибки измерения распределены 

нормально со средним квадратическим отклонением  . Сколько надо сделать 

независимых измерений, чтобы определить глубину моря с ошибкой не более 

  при надёжности  ?  

 

                     

5.1 0.95 23 6 5.11 0.97 15 5 5.21 0.92 11 4 

5.2 0.97 14 8 5.12 0.96 14 6 5.22 0.94 23 8 

5.3 0.93 21 9 5.13 0.92 23 4 5.23 0.93 25 7 

5.4 0.94 15 5 5.14 0.95 12 3 5.24 0.99 17 5 

5.5 0.98 13 6 5.15 0.98 14 8 5.25 0.95 10 3 

5.6 0.99 20 4 5.16 0.93 20 6 5.26 0.98 13 4 

5.7 0.93 24 7 5.17 0.92 22 7 5.27 0.93 21 7 

5.8 0.94 18 4 5.18 0.95 19 5 5.28 0.97 14 5 

5.9 0.93 16 7 5.19 0.94 16 3 5.29 0.94 24 8 

5.10 0.95 19 6 5.20 0.95 18 4 5.30 0.99 12 4 
 

 3.3 Решение типового варианта 

 

1. Для данной выборки выполнить задачу обработки и систематизации,  

определить: 

а) вариационный ряд (выборку в порядке возрастания); 

б) статистические ряды частот и относительных частот;  
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в) интервальные статистические ряды частот и относительных частот 

(минимальную и максимальную варианты, размах выборки, число интервалов, 

длину интервалов); 

г) дискретные (группированные) статистические ряды частот и 

относительных частот.  

 

2. Для данной выборки выполнить задачу анализа,  определить: 

а) по интервальному статистическому ряду построить гистограмму 

частот и относительных частот; 

б) по дискретному статистическому ряду найти: 

   - полигон частот и относительных частот; 

   - эмпирическую функцию распределения; 

   - выборочную среднюю; 

   - выборочную и исправленную выборочную дисперсии; 

   - выборочное и исправленное выборочное среднеквадратические 

отклонения; 

   - выборочные моду и медиану; 

в) по статистическим рядам частот и относительных частот найти: 

   - выборочные начальные и центральные моменты третьего и 

четвёртого порядков; 

  - выборочный эксцесс; 

  - выборочный коэффициент асимметрии. 
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Решение: заметим, что вычисления и построение графиков 

производится в среде Mathcad. Копия файла из Mathcad приведена ниже. То, 

что получено в Mathcad, следует оформить и пояснить. 

1. а) объём выборки n = 55. Вариационный ряд (выборка в порядке 

возрастания):  

 

 
 

(в среде Mathcad эта таблица просматривается вся нажатием на указатель 

направления движения); 

 б) по вариационному ряду посчитаем, сколько раз имеет место каждая 

варианта, т.е. частоту ( in ) каждой варианты. Полученные данные занесём в 

таблицу – статистический ряд частот: 

Y
T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 10 11 12 13 13 14 14 14 14 ...
  
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ix  10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 

in  1 1 1 2 4 4 5 7 6 8 7 5 1 2 

 Относительные частоты вариант найдём по формуле 
n

n
p i

i 
* , где n 

объём выборки, полученные результаты занесём в таблицу - статистический 

ряд относительных частот:  

 

ix  10 11 12 13 14 15 16 17 18 
*

ip  0,018 0,018 0,018 0,036 0,073 0,073 0,091 0.127 0,109 

ix  19 20 21 22 23     
*

ip  0,145 0,127 0,091 0,018 0,036     

 

2. для построения интервального статистического ряда определим 

сначала следующее: наибольшая и наименьшая варианты: 10
min

xa , 

23max  xb ; размах выборки: 13 abR ; величину интервалов 

найдём по формуле Стерджеса 
n

min
x

min
x

h

2
log1


 , h = 1,917 и округляем до 

целого 2h ; число интервалов –  знаменатель этой формулы  nm
2

log1  

или 
h
R

m  =6,781, округляем до целого 7m ; за начало первого интервала 

рекомендуется брать величину 
2

h
min

x
нач

x  , 9041,9 начx ; число 

вариант, попавших в каждый интервал ( т.е. частоты in ) и относительные 

частоты (  т.е. 
n

i
n

ip  ) найдены в среде Mathcad (см. 
Tw1 и 

Tw2 ).  

Таким образом, искомый интервальный ряд имеет вид: 

 

интервалы [9,11) [11,13) [13,15) [15,17) [17,19) [19,21) [21,23] 

in  1 2 6 9 13 16 8 

n

i
n

ip   0,018 0,036 0,109 0,164 0,236 0,291 0,145 

 

в) для построения дискретного статистического ряда (или в некоторых 

учебниках его называют группированным статистическим рядом) найдём 

середины интервалов 
2

1 ii xx
 (см. 

Tx в  Mathcad), им будут отвечать 

соответствующие частоты и относительные частоты из интервального ряда.  
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 Искомый дискретный статистический ряд: 

 

2

1 ii xx
 

10 12 14 16 18 20 22 

in  1 2 6 9 13 16 8 

ip  0,018 0,036 0,109 0,164 0,236 0,291 0,145 

 

2. а) по интервальному статистическому ряду построим гистограмму 

частот и относительных частот (в среде Mathcad): 

Рисунок 3.1 

 

б) по дискретному статистическому ряду найдём: 

   - полигон частот и относительных частот: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                               

Рисунок 3.2 

 

 - эмпирическую функцию распределения (см.
TF и )(yF  в  Mathcad):  
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                                                                              Рисунок 3.3 

 

- выборочную среднюю (см. mean(X) в  Mathcad): 
n

i
i

n
i

x

вx



  или 

ip

i
i

xвx  =17,564; 

- выборочную и исправленную выборочную дисперсии (см. var(X) и s2 в  

Mathcad): 
n

вx
i

x
i

n

вD

 



2)(

 или  2
2

вx
n

i
i

x
i

n

вD 







 = 8,428 –  выборочная 

дисперсия; вD
n

n
s

1

2


 = 8,584 –  исправленная выборочная дисперсия; 

  - выборочное среднеквадратическое отклонение (см. stdev(X) или   в  

Mathcad) и исправленное выборочное среднеквадратическое отклонение (см. s 

в Mathcad): 903,2 вD ;  93,22  ss                                

- выборочные моду и медиану (см. mode(X) и median(X) в  Mathcad): 

мода 0M = 19 определяет варианту, имеющую наибольшую частоту (мода 

может быть не одна, её просто найти по статистическому ряду частот); 

медиана eM =18 определяет середину вариационного ряда и зависит от 

чётности объёма выборки: 












 



knпри
xx

knприx

M kk

k

e 2,
2

12,

1

1

; 

 в) по статистическим рядам частот и относительных частот (см. у и р в 

Mathcad) найдём: 

   - сначала выборочные начальные и центральные моменты k-го порядка 

(М(k) и m(k) в  Mathcad), затем, полагая k равно 3 и 4, выборочные начальные 

М(3)=
310355,5  , М(4)=

410852,9   и выборочные центральные 645,2)3( m , 

375,147)4( m  моменты третьего и четвёртого порядков; 

 

0 10 20 30

0.5

1

1.5

F y( )

y
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 - выборочный эксцесс 117,0
)3(

3




m
ax ; 

 - выборочный коэффициент асимметрии 696,03
)4(

4




m
cx . 

 Заметим, что здесь найдены также выборочная средняя 

вxM  826,16)1( , выборочная дисперсия вDm  997,7)2( , выборочное 

среднеквадратическое отклонение 828,2)2(  m . Они отличаются от 

рассмотренных выше, т.к. определены по другим статистическим рядам. 

Копия файла из Mathcad :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n 55  

X 20 15 17 19 23 18 21 15 16 13 20 16 19 20 14 20 16 14 20 19 15 19 17 16 15 22 21 12 10 21 18 14 14 18 18 19 18 20 23 16 20 19 17 19 17 21 17 21 17 19 17 13 18 19 11( )  

Y sort X
T   

Y
T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 10 11 12 13 13 14 14 14 14 ...
  

X
T

0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

20

15

17

19

23

18

21

15

16

13

20

16

19

20

14

...

  

b max X( )  a min X( )  

a 10  b 23  
R b a  R 13  

h
b a

1
ln 55( )

ln 2( )


  h 1.917  

h1 2  
m

R

h
  

x0 a
h

2
  x0 9.041  

a1 9  m1 7  
m 6.781  

j 0 m1  i 0 m1 1  

tj a1 h1 j  
xi ti

h1

2
  

w2
w1

n
  w1 hist t X( )  

x
T

10 12 14 16 18 20 22( )  

t
T

9 11 13 15 17 19 21 23( )  

w1
T

1 2 6 9 13 16 8( )  
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s2
n

n 1
x2

 

 

     s2 8.584                           s s2                                    s 2.93  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.4 

 

 

 

 

0 10 20

10

20

w1

t

 

w2
T

0.018 0.036 0.109 0.164 0.236 0.291 0.145( )  

0.018 0.036 0.109 0.164 0.236 0.291 0.145 0.999  

0 10 20

0.1

0.2

0.3

0.4

w2

t

 

mode X( ) 19  

x1 mean X( )       x1 17.564  

       M median X( )  

         M 18  

           x2 var X( )  
 

x2 8.428                    
stdev X( ) 2.903  

 w3 hist x X( )  
w4

w3

n
  

0 10 20

10

20

w3

x

 

    

0 10 20

0.1

0.2

0.3

0.4

w4

x

 

Fi

0

i

j

w j


  

i 0 6  
w 0.018 0.036 0.109 0.164 0.236 0.291 0.145( )

T
  



 

 54 

 

0 10 20 30

0.5

1

1.5

F y( )

y

 

                              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.5 

y 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 13( )
T

  

p 0.018 0.018 0.018 0.036 0.073 0.073 0.091 0.127 0.109 0.145 0.127 0.091 0.018 0.036( )
T



 

M k( )

0

13

i

yi k pi









                   

m k( )

0

13

i

yi M 1( ) k pi









 
M 1( ) 16.826          m 2( ) 7.997         m 2( )          2.828  
 

m 3( )


3

0.117

        

m 4( )


4

3 0.696

 

M 3( ) 5.355 10
3

                       m 3( ) 2.645  
 

M 4( ) 9.852 10
4

                      m 4( ) 147.375  
 

3. Найти доверительный интервал для оценки математического 

ожидания а нормального распределения с надёжностью 0,95, зная 

F
T

0.018 0.054 0.163 0.327 0.563 0.854 0.999( )  

F y( ) 0 y 10if

0.018 10 y 12if

0.054 12 y 14if

0.163 14 y 16if

0.327 16 y 18if

0.563 18 y 20if

0.854 20 y 23if

1 y 23if

  

0 10 20 30

0.5

1

1.5

F

t
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выборочную среднюю 18, объём выборки 25 и среднее квадратическое 

отклонение 3. 

 Решение: доверительный интервал для оценки математического 

ожидания а имеет вид  
n

txa
n

tx вв


 . Все величины, кроме t,  

известны. Найдём t из соотношения 475,0
2

95,0

2
)( 


t , где )(t  функция 

Лапласа, её значения табулированы. По таблице 96,1t . Таким образом, 

25

3
96,118

25

3
96,118  a . Ответ: (16,824; 19,176). 

 

4. Для данных задач 1-2 и результатов этих задач, предполагая, что 

задано нормальное распределение, найти: 

а) точность оценки математического ожидания а по выборочной 

средней вx  с надёжностью  ; 

б) доверительный интервал для оценки математического ожидания а с 

надёжностью  . 

  Выборочную среднюю вx , объём выборки n, среднее квадратическое 

отклонение   взять из задач 1-2,  - из задачи 3. 

 Решение: из задач 1-2 выборочная средняя вx =17,564, объём выборки 

n=55, среднее квадратическое отклонение  =2,903, из задачи 3 =0,95;  

 а) точность оценки математического ожидания а определяется 

формулой  
n

t 



 .  t найдено в задаче 3: 96,1t . Поэтому точность будет 

равна 



55

903,296,1
 0,77; 

 б) по формуле, указанной в задаче 3, найдём доверительный интервал: 

55

903,2
96,1564,17

55

903,2
96,1564,17  a  или 334,18794,16  a . 

 

 5. Глубина моря измеряется прибором, систематическая ошибка 

которого равна нулю, а случайные ошибки измерения распределены 

нормально со средним квадратическим отклонением  =15. Сколько надо 

сделать независимых измерений, чтобы определить глубину моря с ошибкой 

не более  =5 при надёжности  =0,9?  

 Решение: из формулы, определяющей точность оценки математического 

ожидания 
n

t 



 , найдём 

2

22



t
n  . Определим t из соотношения 

45,0
2

9,0

2
)( 


t . По таблице 65,1t . Поэтому 5025,24

5

1565,1
2

22




n . Таким 

образом, надо сделать не менее 25 измерений. 
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