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1-дәріс. Кездейсоқ оқиғалар және олардың ықтималдықтары. 

Ықтималдықтың негізгі теоремалары  

 

Дәрістің құрамы: ықтималдық теориясының пәні (қалыптасуы). 

Комбинаторика элементтері. Элементар оқиғалар кеңістігі. Оқиғалар 

алгебрасы. Ықтималдықтың классикалық, статистикалық және геометриялық 

анықтамалары, қасиеттері. Ықтималдықтарды көбейту және қосу 

теоремалары. 

Дәріс мақсаты: көптеген біртекті кездейсоқ оқғалардың 

заңдылықтарынан туындайтын ықтималдық теориясының негізгі ұғымдарын 

және анықтамаларын беру. Қайталанба тәжірбиелердің көп санындағы  

оқиғалардың жилігі мен  заңдылықтарымен таныстыру. 

 

Кездейсоқ эксперименттердің математикалық моделін оқу математика 

бөлімдерінде ықтималдықтар теориясы деп аталады. 

Шарттар мен амалдардың белгілі бір жиынтығын орындауды сынақ 

немесе тәжірибе дейміз, оның қорытындысы сынақ нәтижесі болады. 

Кездейсоқ нәтиже беретін тәжірибе кездейсоқ эксперимент деп, ал нәтиженің 

өзі кездейсоқ оқиға деп аталады.  

Оқиғалар латын алфавитінің бас А, В, С, ... әріптерімен белгіленеді. 

Оқиға үш түрге бөлінеді: ақиқат, мүмкін емес және кездейсоқ. 

Сынақ қорытындысында пайда бола алмайтын нәтиже мүмкін емес 

оқиға деп аталады. Ал, пайда болуы міндетті, сынақтың бірден-бір мүмкін 

қорытындысы болатын нәтиже ақиқат оқиға деп аталады. Пайда болуы немесе 

пайда болмауы да мүмкін байқаулар нәтижесі кездейсоқ оқиға деп аталады. 

Сынақтық әрбір жеке мүмкін нәтижесі элементар оқиға болып саналады. Ал, 

сынақтардың бүкіл мүмкін нәтижелері элементар оқиғалар кеңістігі болады. 

Кездейсоқ оқиғаның негізгі бір сандық сипаттамасы оның ықтималдығы 

болады.  

Көп мөлшерде қайталанған сынақтарда маңына оқиғаның пайда болу 

жиілігінің мәндері топтанатын  10  pp  саны сол оқиғаның ықтималдығы 

деп аталады.  

Сонымен, сынақ нәтижесінде оқиғаның пайда болу дәрежесінің сандық 

мәні оқиға ықтималдығы делінеді. Ақиқат оқиға ықтималдығы: 1p , мүмкін 

емес оқиға ықтималдығы 0p , кездейсоқ оқиға ықтималдығы 10  p .   

Екі немесе бірнеші оқиғалардың сынақ нәтижесінде бірінің басқасынан 

жиі пайда болуына негіз жоқ болса, онда олар тең ықтималды (тең 

мүмкіндікті) оқиғалар деп аталады. Мысалы, теңгені бір рет үйіргенде елтаңба 

немесе цифр жағының түсуінің мүмкіндіктері бірдей, яғни ықтималдықтары 

0,5 тең. 

Сынақ нәтижесінде бір мезгілде пайда бола алатын А және В оқиғалары 

бірігетін оқиғалар болып табылады.   Қарсы жағдайда  А және В  бірікпейтін 

оқиғалар болады. Оқиғалар қосындысы BA  қосылғыш оқиғалардың кем 
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дегенде біреуі пайда болса жарайтынын сипаттайтын оқиға. Оқиғалардың 

көбейтіндісі BA  көбейткіш оқиғалардың қосарлана пайда болуын білдіретін 

оқиға. Оқиғалардың айырымы BA  оқиға ретінде ол А-ның пайда болып, В-

ның жоқ екенін өрнектейді.  

Мысал ретінде 4 элементтен түзілген электр тізбегін қарастыралық (1-

сурет). Мұнда  4,1iA
i

  оқиғалары i  элементінің істен шығуы десек, онда 

тізбектің істен шығуы - A  оқиғасы, 
1

A  немесе 
432

AAA  оқиғаларының бірінің 

пайда болуын көрсетеді, яғни 
321

AAAAA  . Ал, тізбектің жұмыс 

жасауы - A  оқиғасы:  
4321

AAAAA   түрінде болады. 

Сынақтың бірден-бір мүмкін нәтижесі бола тұра, бірікпейтін A  және A  

оқиғаларын қарама-қарсы оқиғалар, олар толық топ құрайды. Яғни,  

    1 qpAPAP . 

Классикалық анықтама. Кездейсоқ сынақта A  оқиғасының пайда болу 

ықтималдығы оның пайда болуына ықпал ететін нәтижелер санының барлық 

мүмкін нәтижелердің санына қатынасына тең:  

 
n

m
AP  .      (1) 

Жалпы классикалық анықтама элементар оқиғалардың шекті санында 

және де тең ықтималдылықты оқиғаларда  қолданыс табады. Бірақ та, 

әрдайым элементар оқиғалар санын шекті және тең мүмкіндікті бола 

бермейді, мұның өзі анықтаманың кемшілігі болып табылады. 

Есеп. Ойын сүйегін үйіруде жұп ұпай санының түсу ықтималдығы 

қандай? 

Шешуі:  
2

1

6

3
,3,6  APmn . 

Статистикалық анықтама. Кездейсоқ эксперимент шарттары өзгермеген 

күйінде N рет қайталанды, соның ішінде біз мүдделі болып отырған оқиға 

 NMM 0  рет байқалды делік, олай болса, М және 
N

M
 сандары 

оқиғаның пайда болуының абсолют және салыстырмалы жиіліктері деп 

аталады.  Соңғы қатынас табыс жиілігінің негізгі көрсеткіші болып саналады. 

Сонымен, салыстырмалы жиілік: 
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 
N

M
AW  . 

Геометриялық ықтималдық. Шексіз көп санды сынақта оқиғаның пайда 

болу ықтималдығын табуда классикалық анықтама қолданысы төмен, 

сондықтан да нүктенің кейбір аймаққа (кесіндіге, жазықтық бөлігіне т.с.с) 

түсу ықтималдығы (геометриялық ықтималдық) түсінігі қолданылады. 

Аймаққа қатысты А оқиғасының пайда болуына ықпал ететін аймақ 

өлшемінің бүкіл аймақ өлшеміне қатынасы геометриялық ықтималдық деп 

аталады.  

Үздіксіз   және   жиындары сандық осьте  R , жазықтықта  2R  

немесе кеңістікте  3R  белгілі бір аймақ құрайды. Сәйкес аралықтың 

ұзындығын, жазық фигураның ауданын немесе дененің көлемін сол 

нысандармен анықталатын жиынның өлшемі (mesure) деп атап,  mes  және 

 mes  арқылы белгілейді.  

  аймақ өлшемінің   аймақ өлшеміне қатынасы болатын  AP  саны A  

оқиғасының ықтималдығы деп аталып,  

 
 
 


m

m
AP


     (2) 

түрінде табылады. 

Комбинаторика.  Әр элементіне сандардың натурал қатарынан нөмір 

табылған шекті жиынды реттелген шекті жиын дейміз. Реттелген шексіз жиын 

санамалы жиын делінеді.  

Бір-бірінен элементтерінің ретімен (орындарымен) ғана ажыратылатын 

п элементті әртүрлі (реттелген) жиындар п элементтен жасалған 

орынауыстырулар деп аталады. Олардың саны  

!nP
n
 .      (3) 

Бір-бірінен құрамымен ғана (реті ескерілмей) ажыратылатын барлық 

мүмкін ω қосылыстары п элементтен m-нен жасалған терулер деп аталады. 

Олардың саны  

  
   

 !!

!

!

1...1

mnm

n

m

mnnn
Сm

n





 .   (4) 

Бұл сан биномдық коэффициенттер деп те аталады.  

Бір-бірінен не құрамымен, не элементтерінің ретімен ажыратылатын п 

элементтен m-нен  mn   жасалған  қосылыстар п элементтен m-нен жасалған 

орналастырулар деп аталады. п элементтен m-нен жасалған 

орналастырулардың саны 

   
 

.
!

!
11

mn

n
mnnnPCA

m

m

n

m

n


     (5) 

Мысалдар: 

1) Төрт элементтен жасалған орынауыстырулар: 244321!4
4

P .  
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2) 10 элементтен 3-ден жасалған терулер: 120
321

89103

10





С .  

3) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 сандарынан құралған 3 таңбалы сандар саны: 

504789
!6

!93

9
A . 

Есеп: қорапта 2 ақ және 5 қызыл шарлар бар. Тәуекел алынған 2 шардың 

да қызыл болуының ықтималдығын табыңыз. 

Шешу: жалпы сынақ саны 2

7
Cn  , ал, 2 қызыл шар алыну саны 2

5
Cm  . 

Сонымен, 2 шардың да қызыл болуының ықтималдығы: 

 
21

10

42

20

21

67
21

45

2

7

2

5 









C

C

n

m
AP . 

Ықтималдықтарды көбейту  теоремасы. Кездейсоқ эксперименттің 

нәтижесінде пайда болу ықтималдықтары нөлге тең емес:     0BPAP  

болатын А және В оқиғаларының бірі пайда болғанда екіншісінің 

ықтималдығы өзгермейтін болса, онда оларды өзара тәуелсіз дейміз. Қалған 

жағдайларда олар тәуелді болады. Тәуелсіз оқиғалар үшін: 

     BPAPABP  .     (6) 

Тәуелді оқиғалар үшін  

 
 
 

   
 
 

  0,/0,/  AP
AP

ABP
ABPBP

BP

ABP
BAP  (7) 

саны кездейсоқ эксперименттің нәтижесінде оқиғалардың бірі пайда болғанда 

екіншісінің де пайда болуының шартты ықтималдығы деп аталады.  

Тәуелді оқиғалар үшін ықтималдықтарды көбейту формуласы:  

         .// BAPBPABPAPABP      (8) 

түрінде жазылып, оқиғалардың бірге пайда болуының ықтималдығын табу 

үшін қолданыла алады.  

Ықтималдықтарды қосу теоремасы. Бірікпейтін бірнеше оқиғаның 

қайсысы болса да біреуінің пайда болуының ықтималдығы олардың 

ықтималдықтарының қосындысына тең: 

   kjjiAAAPAP
ji

k

i
i

k

i
i

,1,
11












.   (9) 

Бірікпейтін А1=А, A2=B (k=2) оқиғалары үшін  қосу теоремасы 

     BPAPBAP   түрінде жазылады. Ал, бірігетін А+В  оқиғалар үшін 

үшін ықтималдықтарды қосу теоремасы:  

       ABPBPAPBAP  .    (10) 

Бірігетін п оқиға үшін ықтималдықтарды қосудың жалпыланған 

формуласы:  

         
n

nji nkji

n

kjiji

n

i
i

n

i
i

AAPAAAPAAPAPAP 
1

1 1

1

11

1 
 












 .   



9 
 

Қосылғыштардың саны өскен сайын оны қолданылуы күрделі 

есептеулерді талап етеді. Мысалы, бірігетін  үш оқиғаның кем дегенде 

біреуінің пайда болу ықтималдығы:  

               ABCPBCPACPABPCPBPAPCBAP  . (11) 

Оқиғалардың толық тобын құру арқылы есептеуді азайтуға болады. 

Қарама-қарсы оқиғалар қашанда толық топ құрайды: 

    1 qpAPAP .    (12) 

Бұл шарт А+В+С және CBA  қарама-қарсы оқиғалары үшін де 

орындалады. Тәуелсіз А, В және С оқиғаларының ең болмаса біреуінің пайда 

болу ықтималдығы:           
321

1 qqqCPBPAPAPCBAP  .  

  

2-дәріс. Ықтималдық теориясының негізгі теоремаларының 

салдары 

 

Дәрістің құрамы: толық ықтималдық формуласы. Байес формуласы. 

Сынақтарды қайталау сұлбасы. Бернулли формуласы. Лапластың локальдық 

және интегралдық теоремасы. Пуассон теоремасы. 

Дәріс мақсаты: шекті санды болжамдардың қосарлана пайда 

болуындағы оқиғалар ықтималдығын анықтауды баяндау және үйрету. 

 

Қос-қостан үйлесімсіз және сынақ нәтижесінде міндетті түрде ең 

болмаса біреуі пайда болатын H1,…, Hn оқиғалары гипотезалар (болжамдар) 

деп аталады. 

Белгілі бір кездейсоқ эксперименттің нәтижесінде байқалатын А 

оқиғасы сол тәжірибенің толық топ құрайтын, А-ға қарағанда H1,…, Hn  

нәтижелерінің бірімен ғана қосарласа пайда бола алсын. Онда 

ықтималдықтарының  APHP
n

i
i










1

 қосындысы А оқиғасының толық 

ықтималдығы деп аталады.  

Теорема. А оқиғасының толық ықтималдығы болжамдардың 

ықтималдықтары мен әрбір болжамға сәйкес есептелінген оқиғаның шартты 

ықтималдықтарының көбейтінділерінің қосындысына тең 

Сонымен, толық ықтималдық  формуласы: 

         
nn

HAPHPHAPHPAP /.../
11

  

түрінде жазылады. 

Теорема. Егер кейбір кездейсоқ А оқиғасы және H1,…, Hn  болжамдары 

үшін болжамдардың ықтималдықтары    
n

HPHP ,...,
1

 және әрбір болжамға 

сәйкес есептелінген оқиғаның шартты ықтималдықтары  

   
n

HAPHAP /,...,/
1

 белгілі болса, онда  шарты    niAHP
i

,1,/   

ықтималдықтары Байес формуласымен анықталады. 

Болжамдардың тәжірибеден кейінгі ықтималдықтары: 
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 
   

 
   

       
nn

iiii

i
HAPHPHAPHP

HAPHP

AP

HAPHP
AHP

/.../

//
/

11


 . 

Байес формулалары деп аталатын бұл теңдіктер бақыланып отырған А 

оқиғасының пайда болғаны туралы ақпарат алынғаннан кейін әрбір 

болжамның орындалу ықтималдығын есептеуге мүмкіндік береді.  

Есеп. Бірдей үш қоржындардың біріншісінде 4 ақ және 5 қызыл шарлар, 

екіншісінде 3 ақ және 4 қара шарлар, үшіншісінде  - 1 ақ және 9 қызыл шарлар 

бар. Тәуекел таңдалған қоржыннан  бір шар алынды.  

Табыңыз:  

а) алынған шардың ақ болуының ықтималдығын;  

б) алынған ақ шардың бірінші қоржыннан болуының ықтималдығын. 

Шешуі:  

а) есептің шарты бойынша тәуекел таңдалған қоржындар сәйкес  

321
,, HHH  болжамдары, олар тең ықтималдықты:      

3

1
321
 HPHPHP . 

Әрбір болжамға сәйкес А оқиғасының пайда болуының шартты 

ықтималдықтары: 

     
10

1
/,

7

3
/,

9

4
/

321
 HAPHAPHAP . 

Олай болса, толық ықтималдық  формуласы (1) бойынша алынған 

шардың ақ болуының ықтималдығы: 

  324,0
10

1

3

1

7

3

3

1

9

4

3

1
AP ; 

б) алынған ақ шардың бірінші қоржыннан болуының ықтималдығы 

Байес формуласынан (2): 

  457,0
324,0

9

4

3

1

/
1





AHP . 

Бір сынақты n  рет немесе n  бірдей сынақты бір мезгілде өткізу 

қайталама сынақтар тізбегі деп аталады. Яғни, бір прибормен n  сынақ немесе  

осы прибор үлгісі негізінде n  прибормен сынақ өткізуге болады. 

Сынақтар бірдей жағдайда көп қайталануында оқиғаның дәл m -рет 

пайда болуының ықтималдығы Бернулли формуласы арқылы есептеу тиімді:  

  mnmm

nn
qpCmP  , 

мұнда әрбір сынақта оқиғаның пайда болу ықтималдығы p  тұрақты; 

m - оқиғаның пайда болу саны, mn   оқиғаның пайда болмау саны.  

Бұл формуланы Биномдық формула деп те айтады.  

Бернулли формуласы негізінде n  сынақта оқиғаның көп дегенде 
k

m   рет 

кем дегенде 
1

m  рет пайда болу ықтималдығы   



n

m

mnmm

nkn
qpCmmmP

1
1

 

формуласымен табылады. Жеке жағдайда nmm 
21

,1  болғанда, яғни,  n  
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сынақта ең болмаса оқиғаны бір рет пайда болу ықтитмалдығы:  

    99,0
6

1
1111

10

10









 qmP  формуласымен табылады. 

Сынақтардың саны п өскен сайын Бернулли формуласының қолдануда 

есептеу қиындықтары да арта түседі. Сондықтан француз ғалымдары: 1730 

жылы Муавр 5,0 qp  жағдайы үшін, кейін Лаплас кез келген  10  pp  

үшін:  

 



npm

xemP
x

n






,
2

1
2

2

; npq  

жуық формуласын қолдануға болатынын дәлелдеді.  

Мұндағы  mP
n

  өрнегі ықтималдық функциясы деп аталып,  x  

арқылы белгіленеді. Оның сызбасын ықтималдық қисығы дейміз. Қолдануды 

жеңілдету үшін 

  2

2

2

1 x

ex





  

функциясы мәндері кестеде түзілген. Кестенің не сызбасының көмегімен  

 
 






x
emP

x

n



2

2

2

1
 

ықтималдығын жуықтап табуға болады. Мұндағы  x  функциясы жұп 

функция, яғни оның мәнін табуда    xx    теңдігін ескереміз. 

Неғұрлым   саны үлкен болса, Лапластың асимптоталық формуласы 

 mP
n

  ықтималдығын соғұрлым дәлірек анықтайды.   

Интервалдық ықтималдықтарды табуда есептеу қиындықтары арта 

түседі. Ол қиындықтарды азайтып, іздеп отырған ықтималдықтарды берілген 

дәлдікпен табу үшін  Лапластың интегралдық теоремасы қолданылады. 

Егер  сынақ саны n  өте көп, сонымен бірге оқиғаның пайда болу p  

ықтималдығы және пайда болмау q  ықтималдықтары да үлкен болса, онда 

интервалдық ықтималдық, яғни, сынақ нәтижесінде оқиғаның 
1

m  мен 
2

m  

аралығында пайда болу ықтималдығы Муавр-Лапластың интегралдық 

     xxmmmP
n


21

 

формуласынан табылады. Мұнда  


npm
x

npm
x





 21 , , ал Лаплас 

  



x z

dzex
0

2

2

2

1


 функциясы тақ функция:    xx  , оның мәндері 

кестеде келтірілген.  

Жеке сынақтарда табыс ықтималдығы р құнарсыз аз болса, онда А сирек 

оқиғалар қатарына жатқызылады. Егер q нөлге таяу болса, онда А -ны сирек 

кездесетін оқиға деп санаймыз.  Сирек оқиғалардың қайталанба тәуелсіз п 
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сынақта m рет пайда болуының ықтималдығын табу үшін  Пуассонның 

асимптоталық формуласы деп аталатын: 

    e
m

mP
m

n
!

 

теңдігін пайдаланған тиімді. Оның дәлдігі 10 np    болғанда айырықша 

байқалады. Пуассонның үлестірілуі үшін интервалдық ықтималдық: 

  .
!

2

1

21

 



 e
m

mmmP
m

mm

m

 

 

3-дәріс. Кездейсоқ шамалар, олардың үлестірілім заңдары және 

сандық сипаттамалары 

 

Дәрістің құрамы:  кездейсоқ шамалар, үлестірілім функциясы, 

үлестірілім заңдары. Дискретті және үздіксіз кездейсоқ шамалар, олардың 

сандық сипаттамалары. 

Дәрістің мақсаты: кездейсоқ шамалар және олардың сандық 

сипаттамалары ұғымдарын беру және оларды есептерді шешудегі қолданысын 

үйрету. 

 

Мәндері кездейсоқ эксперимент нәтижелеріне тәуелді айнымалыны 

кездейсоқ шама дейміз. Кездейсоқ шамалардың қабылдайтын мәндер жиыны 

оның мүмкін мәндер жиыны делінеді.  

Кездейсоқ шаманың мәндер жиынынан мән қабылдау ықтималдығын 

табу ережесі оның үлестірілім заңы деп аталады. Кездейсоқ шаманың 

үлестірілім функциясы оның жалпы үлестірілім заңы болып табылады. 

      ,, xxXPxF  формуласымен анықталатын  xF  

функциясы кездейсоқ шаманың үлестірілім функциясы деп аталады. 

Үлестірілім функциясының қасиеттері:  

1)    xxF ,10 .                 

2)     1,0  FF .  

3) үлестірілім функциясы кемімейтін функция,    
12

xFxF  .  

4) кездейсоқ шаманың мәндерінің берілген  вa,  аралығына түсу 

ықтималдығы үлестірілім функциясының аралық шекараларындаға 

мәндерінің айырымына тең:  

     аFвFвXaP  . 

Кездейсоқ шамалар (КШ) дискретті және үздіксіз типті болып бөлінеді.  

Айнымалының мүмкін мәндері жиыны  
i

x  шекті  ki ,,1  немесе 

санамалы   ,,,1 ki   болса, ол кездейсоқ шамалар дискретті типті деп 

аталады. 

Сандық осьтің қандай да болмасын шекті не шексіз аралығында жатқан 

барлық мәндерді қабылдай алатын Х айнымалысын үздіксіз типті кездейсоқ 

шама деп атайды. 
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Дискретті кездейсоқ шаманың мүмкін мәндерінің қабылдану 

ықтималдықтарының қосындысы бірге тең 






 
i

i
p 1 , ол нормалау шарты 

болып табылады. 

Кездейсоқ шаманың 
i

x  мүмкін мәндері мен сәйкес 
i

p  қабылдану  

ықтималдықтарының тізбегі  дискретті кездейсоқ шаманың үлестірілім заңы 

деп аталады. 

Үлестірілім заңы кесте, аналитикалық тәуелділік немесе графиктік 

түрлерде беріледі. Абсцииса осінде кездейсоқ шаманың мүмкін мәндері, ал 

ордината осінде сәйкес ықтималдықтары болатын нүктелерді қосатын үздіксіз 

қисық үлестірілім көпбұрышы деп аталады. 

Дискретті кездейсоқ шаманың үлестірілім функциясы: 

 






























.,1

,,

,

,,

,,

,,0

1121

3221

211

1

n

nnn

xx

xxxPPP

xxxPP

xxxP

xx

xF




 

Дискретті кездейсоқ шаманың үлестірілім функциясының графигі: 

 
2 сурет 

 

Үздіксіз кездейсоқ шама үлестірілім функциясынан басқа үлестірілім 

тығыздығы арқылы да беріледі. Ол, үлестірілім функциясының бірінші 

туындысына тең:   )(xFxf  . Үздіксіз кездейсоқ шама үшін үлестірілім 

тығыздық түсінігі қолданылмайды. Ықтималдықтың үлестірілім 

тығыздығының қаcиеттері:  

1) Үлестірілім тығыздығы теріс кемімейтін функция:   0xf .  
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2) Нормалау шарты:   1




dxxf . 

3) Үздіксіз кездейсоқ шаманың мәндерінің берілген аралыққа түсу 

ықтималдығы:    
в

а

dxxfвXaP .  

4) х  үлестірілім функциясы тұрақты, яғни   0xf . 

Үлестірілім функциясы 

   



x

dxxfxF  

формуласымен анықталады, кездейсоқ шаманың бұл берілімінде үлестірілім 

заңын интегралдық заңы деп атайды. Үлестірілім тығыздығында үлестірілім 

заңын дифференциалдық заң деп атайды. 

Кездейсоқ шамалардың үлестірілім заңынан басқа оның сандық 

сиапттамалары, яғни  орын сипаттамасы (математикалық күтім, мода, медиана 

және т.б) және шашырандылық сипаттамасы (дисперсия, ортаквадраттық 

ауытқу, үлестірілімнің біріншіден жоғарғы әртүрлі моменттері және т.б.) 

арқылы беріледі. Сандық сиптамалар кездейсоқ шамалардың мәндері маңына 

топтанатын кейбір орта мәнді немесе олардың орта мән маңындағы 

шашырандылық дәрежесін анықтайды. Орын сипаттамалары кездейсоқ 

шамалардың  сандық остегі орнын сипаттайды. 

Дискретті кездейсоқ шаманың математикалық күтімі (орта мәні) 

олардың мүмкін мәндері мен сәйкес ықтималдықтарының көбейтінділерінің 

қосындысына тең:  

  



n

i
ii

pxXM
1

. 

Үздіксіз кездейсоқ шаманың математикалық күтімі (орта мәні) деп 

   




 dxxxfXM  

интегралын айтады. 

Математикалық күтім қасиеттері:  

а) тұрақты шаманың математикалық күтімі тұрақты шаманың өзіне тең:  

  CCM  ;  

б) тұрақты көбейткішті математикалық күтім белгісінің сыртына 

шығаруға болады:    XCMCXM  ;      

в) кездейсоқ шамалардың қосындысының математикалық күтімі сол 

шамалардың математикалылық күтімдерінің қосындысына тең:  

     YMXMYXM  ;  

г) екі тәуелсіз кездейсоқ шамалардың көбейтіндісінің математикалық 

күтімі олардың математикалық күтімдерінің көбейтіндісіне тең: 

     YMXMYXM  ;  

д) математикалық күтім шамасы кездейсоқ шаманың ең кіші мәнінен 

кем емес және ең үлкен мәнінен көп емес. 
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Дискретті кездейсоқ шаманың  мәндерінің қабылдану ықтималдығының 

ең үлкен mx  мәні оның модасы деп аталады. Үздіксіз кездейсоқ шама үшін 

мода ықтималдықтарының үлестірілім тығыздығының максимум нүктесі 

алынады. Егер, mx  жоқ, әлде жалғыз болса,  онда кездейсоқ шама унимодалы, 

ал көп мәнді болса, онда ол мультимодалы үлестірілімді деп аталады. 

    5,0 ee MXPMXP  шартын қанағаттандыратын кездейсоқ 

шаманың мәні оның медианасы деп аталады, ол  
2

1
xF  теңдеуінің түбірі 

болып табылады.  Ол көп те болуы мүмкін.  

Х үздіксіз кездейсоқ шаманың үлестірілімінің p -ретті квантилі 

  ptXP
p
   шартын қанағаттандыратын pt  санын айтады. Яғни, ол 

  pxF   теңдеуінің түбірі болады. 

X кездейсоқ шаманың орта мәнінен ауытқуының квадратының 

математикалық күтімі оның  XD  дисперсия деп аталады:  

    2XMXMXD  . 

Дискретті және үздіксіз кездейсоқ шамалардың дисперсиясын табу 

формулалары сәйкесінше: 

     
k

kk pXMxXD
2

;      

      




 dxxfXMxXD
2

 

формулаларынан табылады. Дискретті кездейсоқ шамалар үшін дисперсия 

формуласы  

    22
XMpxXD

k
kk   

түрінде де жазылады.  

Дисперсия қасиеттері:  

а) тұрақты шама дисперсиясы нөлге тең:   0CD ;  

б) тұрақты көбейткіш дисперсия белгісінің сыртына квадраттап 

шығарылады:    XDCCXD 2 ;   

в) кездейсоқ шамалардың алгебралық қосындысының дисперсиясы 

олардың дисперсияларының қосындысына тең:      YDXDYXD  . 

Теорема.  Кездейсоқ шаманың квадратының математикалық күтімінен 

кездейсоқ шаманың математикалық күтімінің квадратының айырымы оның 

дисперсиясы болады: 

       .22 XMXMXD   

 2XM  шамасы дискретті кездейсоқ шамалар үшін   



n

k
kk

pxXM
1

22 , ал 

үздіксіз кездейсоқ шамалар үшін:   

   




 dxxfxXM 22  
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 формулаларынан табылады. Дисперсия теріс емес шама. Кейде кездейсоқ 

шаманың дисперсиясын оның екінші орталық моменті деп те атайды:  

    XDXMXM 
2

2
 . Орташа квадраттық ауытқу:    XDX  . 

Анықтама.  XMX   шамасының к дәрежесінің математикалық күтімі 

оның к-ретті орталық моменті деп аталады:    k

k
XMXM  . Ол:  

дискретті кездейсоқ шамалар үшін -    
k

k

k

kk
pXMx , үздіксіз 

кездейсоқ шамалар үшін -     




 dxxfXMx
k

kk
  түрлерінде анықталады.  

Анықтама. Кездейсоқ шамалардың к дәрежесінің математикалық күтімі 

оның к-ретті бастапқы  моменті деп аталады.  

к-ретті бастапқы  моменттер дискретті кездейсоқ шамалар үшін - 

 k

k
XMv  ,  үздіксіз кездейсоқ шамалар үшін -  





 dxxfxv k

k
 түрлерінде 

табылады. 1k -де бірінше бастапқы момент математикалық күтім:  

 XMv 
1

,  ал, 2k -де  екінші орталық момент - дисперсия:  XD
2

  

болады. 

Кездейсоқ шаманың ассиметрия коэффициенті: 
3

3






S
A , үлестірілімінің 

эксцесс коэффициенті: 3
4

4 





X
 түрлерінде табылады. Ассиметрия 

арифметикалық орташаға қарағанда үлестірілімінің симметриялығын 

сипаттайды.   

 

4-дәріс. Кездейсоқ шамалардың үлестірілім түрлері 

 

Дәрістің құрамы: дискретті кездейсоқ шамалардың үлестірілім түрлері:   

биномдық, Пуассон, геометриялық, гипергеометриялық. Үздіксіз кездейсоқ 

шамалардың кейбір үлестірілім түрлері: бірқалыпты, көрсеткіштік, қалыпты. 

Дәрістің мақсаты: практикада жиі кездесетін кездейсоқ шамалардың 

үлестірілім түрлерімен таныстыру. 

 

Биномдық үлестірілім  pnB , . n  тәуелсіз сынақтың  әрқайсысында 

оқиғаның пайда болу p  ықтималдығы тұрақты делік. X  кездейсоқ шамасы 

ретінде осы n  тәуелсіз сынақта оқиғаның пайда болу санын қарастырамыз. X  

кездейсоқ шамасының үлестірілу заңын жазу үшін оның мүмкін мәндері мен 

оған сәйкес ықтималдықтарын анықтап, кестеге енгіземіз. Х-тің мүмкін 

мәндеріне сәйкес қабылдану ықтималдықтары Бернулли формуласынан 

    mnmm

nn
ppCmXP


 1  

табамыз. 
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Осының негізінде дискретті кездейсоқ шамалардың биномдық 

үлестірілім заңы: 

Х  0 ... m  ... 1n  n  
р  nq  ... mnmm

n
qpC   ... qnp n 1  mp  

түрінде жазылады. 

Кездейсоқ шаманың биномдық үлестірілімінде оның математикалық 

күтімі:   npXM  , ал, дисперсиясы   npqXD   түрлерінде табылады. 

n=1 –де биномдық үлестірілім Бернулли үлестірілімі  В(1,р) делінеді. 

Пуассон үлестірілімі  ;mP . n  тәуелсіз сынақтың  әрқайсысында 

оқиғаның пайда болу  ықтималдығы p  тұрақты, өте аз делік. Егер сынақ саны 

өте үлкен болса, онда Бернулли формуласын қолдану қиындайды. Және де 

Лаплас жуық формуласы да тиімсіз, өйткені әрбір сынақта оқиғаның пайда 

болу ықтималдығы өте аз  01.0p . Сондықтан да, үлестірілім 

ықтималдығын Пуассон асимпотикалық формуласы бойынша табамыз: 

    e
m

mXP
m

!
, мұнда np . Бұл формула ДКШ-ның Пуассон үлестірілім 

заңын өрнектейді: 

Х  0 1 2 .... m  
р  e   e   e

!2

2

 
... 

 e
m

m

!
 

Кездейсоқ шаманың Пуассон үлестірілімінде оның математикалық 

күтімі мен дисперсиясы тең:    XDXM   . 

Геометриялық үлестірілім. Бүтін оң мәндер қабылдайтын дискретті 

кездейсоқ шамалардың мәндер қабылдау ықтималдығы 

  1 mpqmXP  

формуласымен табылуда, оны  геометриялық үлестірілімді дейді: 

X 1 2 … m … 

P p pq … рq
m-1

 … 

 

Үлестірілімнің бұл түрінде математикалық күтімі мен дисперсиясы 

сәйкесінше 

   
2

,
1

p

q
XD

p
XM   

формулаларынан табылады. 

Гипергеометриялық үлестірілім. Дискретті кездейсоқ шамалардың 

мәндер қабылдау ықтималдықтарының 

 
n

N

mn

MN

m

M

C

CC
mXP






  

формуласымен есептелінуде гипергеометриялық үлестірілім орын алады. Бұл 

үлестірілімде математикалық күтімі мен дисперсиясы сәйкесінше 
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    






 








 




N

nN

N

MN

N

Mn
XD

N

Mn
XM

1
,  

формулаларынан табылады. 

Бірқалыпты үлестірілім  вaR , . Үлестірілім тығыздығы  вa;   

кесіндісінде тұрақты және кесінді сыртында нөлге тең: 

 
 

 












вax

ав

вax

xf
;,

1

,;,0

 

болуында үздіксіз кездейсоқ шама бірқалыпты үлестірілімді деп аталады. 

Бірқалыпты үлестірілімде үздіксіз кездейсоқ шама мәндері берілген 

аралықта тең ықтималдықты. Математикалық күтім және дисперсия 

формулаларынан үздіксіз кездейсоқ шамалардың ықтималдықтарының 

бірқалыпты үлестірілімінде бұл сипаттамалар  
2

вa
XM


  және 

 
 

12

2
ав

XD


  формулаларынан табылады. Ортаквадраттық ауытқу:  

   
32

ав
XDX


 . 

Бір қалыпты үлестірілімді үздіксіз кездейсоқ шаманың үлестірілім 

функциясы:    

 
























.0,1

,,

,0,0

x

вxa
ав

ax

x

xF      

Үлестірілім  xf  тығыздығының және үлестірілім  xF  функциясының 

графиктері:  

 
3 сурет 

 

Бір қалыпты үлестірілімді үздіксіз кездейсоқ шаманың мәндерінің 

кесіндіге тиісті    вadc ;;   аралығында жатуының ықтималдығы:  
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 
ab

сd
dXcP




 . 

Бірқалыпты үлестірілімді үздіксіз кездейсоқ шаманың модасы  [a; b] 

кесіндісінде кез келген сан болады. Ассиметрия коэффициенті 
s

A  нөлге тең. 

Ал, 
e

M  медиана математикалық күтім болады.  

Есеп. Кездейсоқ шама  20;0  кесіндісінде бірқалыпты үлестірілімді. 

Кездейсоқ шаманың математикалық күтімін, дисперсиясын және  12XP  

ықтималдығын табыңыз. 

Шешу: шарт бойынша: 20,0  вa . Олай болса,   10
2

20
XM ,    

  33,33
12

20 2

XD .    4,0
20

1220
12 


XP . 

Көрсеткіштік үлестірілім. Үлестірілім тығыздығы:  

 









 0,

0,0

xe

x
xf

x
 

түрінде анықталуында үздіксіз кездейсоқ шама 0  параметрлі көрсеткіштік 

заңымен  үлестірілімді деп аталады.  

Көрсеткіштік заңы бойынша үлестірілімде  кездейсоқ шаманың 

үлестірілім функциясы:  

 









 .0,1

0,0

xe

x
xF

x
 

 Кездейсоқ шаманың мәндерінің  ba,  аралығында жатуының 

ықтималдығы:  

  ba eebXaP    . 

Көрсеткішік заңымен үлестірілімді Х кездейсоқ шамасының 

математикалық күтімі:  

  







00

)( dxxedxxxfXM x . 

Интегралдау арқылы бұл формуланы  


1
XM  түрінде жазамыз. 

Сонымен, кездейсоқ шаманың көрсеткіштік үлестірілімінде математикалық 

күтім   параметрінің кері шамасына тең. Дисперсия формуласы негізінде 

КШ-ның көрсеткіштік үлестірілімінде дисперсиясы:  
2

1


XD . Бұдан 

ортаквадраттық ауытқу  



1

X . Яғни, кездейсоқ шаманың көрсеткіштік 

үлестірілімінде математикалық күтімі мен орташаквадраттық ауытқуы өзара 

тең. 
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Көрсеткіштік заңымен үлестірілімде кездейсоқ шама тек оң мәндер 

қабылдайды. Оның асимметрия коэффициенті - 
s

A =2,  эксцесс коэффициенті - 

s
E =6, ал, медианасы -



2ln


e
M . 

Көрсеткіштік заңымен үлестірілімде кездейсоқ шаманың үлестірілім 

тығыздығының және үлестірілім функциясының графиктері: 

4 сурет 

 

Қалыпты үлестірілім  ,aN . Үлестірілім тығыздығы:  

 
 

2

2

2

2

1




ax

exf




  

түрінде анықталатын үздіксіз кездейсоқ шама қалыпты үлестірілімді деп 

аталады.  

Яғни, қалыпты үлестірілім екі a  және   параметрлерінен  байланысты.  

Мұнда a  - математкиалық күтім,   - ортаквадраттық ауытқу. Үлестірілім 

тығыздығының графигі Гаусс қисығы деп аталады. Ол бүкіл сандық осьте 

анықталған, графигі Ох осінен жоғары орналасқан. Үлестірілім функциясы: 

 
 








 
 









ax
dtexF

x at
2

2

2

2

1
 

түрінде анықталады. 

Кездейсоқ шаманың мәндерінің белгілі аралыққа түсу ықтималдығының 

формуласы негізінде, Лаплас функциясын қолданып қалыпты үлестірілімді 

кездейсоқ шаманың мәндерінің  берілген   ;  аралығына түсу 

ықтималдығы: 

  






 








 











aa
XP  

формуласымен табылады. Мұндағы Лаплас  x  функциясының тақ функция: 

   xx   және де:     .5,0,5,0   Егер 5x  болса, онда 

  5,0 x  мәні қабылданады. 
Қалыпты үлестірілімде кездейсоқ шаманың математикалық күтім - 

  aXM  , ал дисперсиясы - 2)( XD . Бұлардан басқа сипаттамалары: мода 

-  ,
0

am    медиана - am
E
 ,  асимметрия коэффициенті - 0

S
A   және эксцесс 
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коэффициенті  - 0
S

E . Егер 1,0  a  болса, онда кездейсоқ шама  1,0N  

заңымен үлестірілімді, яғни оны стандартты қалыпты шама дейді. Қалыпты 

үлестірілімде  математикалық күтім, мода және медиана өзара сәйкес және де 

олар математикалық күтімге тең.  

Есеп:  4;1NX   кездейсоқ шамасы берілген.  30  XP  

ықтималдығын табыңыз. 

Шешу:  Х кездейсоқ шамасы  қалыпты үлестірілімді. Мұнда 1a , 2 . 

Олай болса,  

 

.5328,01915,03413,0

)5,0()1()5,0()1(
2

10

2

13
30










 








 
 XP

 

Қалыпты үлестірілген КШ ауытқуының абсолюттік шамасы берілген 

0  кіші болуының ықтималдығы:   












 2aXP . 

Бұл формуланы түрлендіру арқылы     

    9973.049865.02323  aXP  

теңдігін аламыз. 

Егер кездейсоқ шама қалыпты үлестірілімді болса, онда  оның 

математикалық күтімінен ауытқуының абсолюттік шамасы үш еселенген орта 

квадраттық ауытқуынан аспайды. Бұл тұжырым үш сигьма ережесі деген 

атпен белгілі. 

 

5-дәріс. Математикалық статистика элеметтері. Таңдама тәсіл 

 

Дәрістің құрамы: бас жиынтық және таңдама, таңдаманың 

статистикалық үлестірімділігі, полигон және гистограмма. 

Дәріс мақсаты: математикалық статистика пәнінің негізгі ұғымдарын 

баяндау. 

 

Тәжірибенің байқауға жататын барлық нәтижелерінің жиыны - X - тің 

зерделеуді талап ететін  бүкіл мәндерінің жиыны бас жиынтық  деп аталады. 

Оны  құрайтын  нысандардың саны N  бас жиынтықтың  көлемі делінеді. Ол 

шекті де, шексіз де болуы мүмкін. Бас жиынтық (БЖ) нысандарын жаппай 

байқау қай қырынан алсақ та тиімсіз, көбіне мүмкін емес, кейде тіпті тыйым 

салынуға тиісті әрекет. Ал, басқаша байқауға алудың ең жетілдірілген және 

ғылыми негізделген әдісі – таңдама байқау. Байқаудағы  X  кездейсоқ шамасы 

мәндерінің шекті жиыны  
ni

xxx ,,
1
  таңдама деп аталады. Оның көлемі n  

элементтері E тәжірибесінің n  рет тәуелсіз қайталану нәтижелерін 

сипаттайды; 
N

n
 қатынасын таңдаманың салыстырмалы көрсеткіші дейміз.  
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Матстатистиканың негізгі мақсаты – таңдаманы зерттеу нәтижесінде бас 

жиынтық  үлестірілуінің заңы және параметрлері туралы дәлелді 

тұжырымдарға  келу. 

Таңдамаға нысандар кездейсоқ алынып, олардың алыну процесі бас 

жиынтықтың  үлестірілу заңына өзгеріс енгізбеуі талап етіледі. Тәуекел 

алынған нысан «тіркелгеннен» кейін БЖ–қа қайтарылуына не 

қайтарылмауына байланысты қайтарымды және қайтарымсыз таңдамалар 

ажыратылады. Негізінен көлемі шекті БЖ–тан алынатын қайтарымды 

таңдамадарды қарастырамыз. 

Таңдама  
i

x  вариaциялық қатар не статистикалық қатар түрінде 

түзіледі. Алғашқысының элементтері варианталар деп аталып, қатарда өсуіне 

не кемуіне қарай реттеліп орналастырылады. Қатардың ең үлкен және ең кіші 

варианталарының айырымын     wxx n  1  таңдаманың құлашы дейді. Егер 
i

x  

мәні вариациялық қатарда 
i

n  рет кездесетін болса, онда 
i

n  санын көлемі 

 nknn
k

i
i


1

 таңдамадағы 
i

x  элементінің (мәнінің) жиілігі дейміз. 

Таңдамадағы мәндерді 1- жолға, олардың жиіліктерін сәйкес 2- жолға 

орналастырып, кесте құрсақ,  
ii

nx ,  қос сандарының  шекті тізбегі 

статистикалық қатар деп аталады.  

Таңдаманың көлемі үлкен болса, оның элементтерін топтарға біріктіріп, 

тәжірибелер нәтижелерінен топтастырылған статистикалық қатар құрамыз. Ол 

үшін таңдаманың барлық элементтері орналасқан интервалды өзара 

айқаспайтын k  жеке интервалдарға бөлеміз. Соңғыларының ұзындықтары 

бірдей: 
k

w
b   болса, есептеу айтарлықтай жеңілдейді. Әрі қарай жиіліктерді 

in* - таңдаманың i - интервалға тап келген  элементтерінің санын анықтаймыз 

(интервалдың жоғарғы шегімен дәл келген элемент келесі интервалға 

жатқызылады). Пайда болған топтастырылған статистикалық қатардың 1 – 

жолында құраушы интервалдардың ортаңғы нүктелерінің абсциссалары ix* ,  

келесі жолында жиіліктер  in*  орналасады. Ізінше қордаланған жиіліктер 

,
1

*




i

j
j

n  салыстырмалы жиіліктер 
n

n
i

*

 және қордаланған салыстырмалы 

жиіліктер  



i

j

j
ki

n

n

1

*

,1,  есептелініп отырады. Бұл нәтижелер топтастырылған 

таңдама жиіліктерінің кестесі деп аталатын, кестеге құйылады.  

Төбелері   ninx
ii

,...,1,; **   нүктелерінде орналасқан сынық сызық 

топтастырылған таңдама жиіліктерінің полигоны (желісі) деп аталады. 

Құраушы интервалдарға табаны ретінді тұрғызылған тіктөртбұрыштардан 

құралған баспалдақ пішіндес фигура топтастырылған таңдама жиіліктерінің 

гистограммасы делінеді. Құраушы тіктөртбұрыштардың аудандары ,*

i
n  

ni ,...,1  болатындай етіп алынады да бүкіл гистограмманың ауданы n -ге тең 
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болады. Құраушы интервалдардың ұзындықтары тұрақты болса,, сәйкес 

тіктөртбұрыштардың биіктіктері  ki
b

n
h i

i
,...,1,

*

  болады . 

Топтастырылған таңдаманың қордаланған жиiлiктерiнiң желісі төбелерi 









 

i

j
ji

n
в

x ** ,
2

, ki ,...,1  нүктелерi болатын сынық сызық. Ал, қордаланған 

салыстырмалы жиiлiктер желiсiнiң төбелерi 







 

i

j
ji

n
n

в
x ** 1

,
2

 нүктелерiнде 

орналасады. Бұл сынық сызық кейде кумулятивтiк (қорабалық) қисық деп 

аталады. Ордината осiнің бойында әртүрлi  n:1  масштаб қабылдап, 

топтастырылған таңдама үшін қорабалық қисық пен қордаланған жиіліктер 

желісін бір ғана сынық сызық түрінде салуға болады. 

Үздіксіз кездейсоқ шама X  үшін 

    ptXPptXP
pp


~
, 

шартына қанағаттандыратын 
p

t  және 
p

t
~

 сандарын үлестірілудің p -ретті 

сәйкес квантилі және симметриялы квантилі деп атайды. Ал,  

    pXPpXP
pp
  , 

теңдеулерімен анықталатын 
p

  және 
p

  сандары кездейсоқ шамасы 

үлестірілуінің p -ретті сынақ нүктесі және симметриялы сынақ нүктесі 

делінеді. Бір үлестірілудің реттері p  бірдей квантильдері мен сынақ нүктелері 

өзара 

pppp
tt



11

~~ . 

қатынастары арқалы байланыста болады. Қорабалық қисықтың 

   1;0,, ppx
p

 нүктесінің абсциссасын p -ретті таңдамалық квантиль дейміз.  

Үлестірілудің эмпириялық функциясы  xF *  қордаланған 

салыстырмалы жиіліктердің мәндері арқылы: 

  



xx

i

i n

n
xF *  

қатынасымен анықталады. Вариациялық қатардың     nxx ,1  аралығында  

 xF *  кемімейтін үзбе тұрақты функция. Оның графигі дискретті кездейсоқ 

шаманың үлестірілу функциясының графигі ретінде баспалдақ сызық болады.  

 

6-дәріс. Үлестірім параметрлерін статистикалық бағалау 

 

Дәрістің құрамы: таңдама орташа, таңдама дисперсия, ығыспаған және 

ығысқан бағамдар. 

Дәріс мақсаты: үлестірілім параметрлерінің сандық бағамдарын 

анықтауды баяндау. 
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Бас жиынтықтың кездейсоқ шама ретіндегі үлестірілім сипаттамалары: 

математикалық күтімі, дисперсиясы, сәні (модасы) және медианасы, т.б. оның 

параметрлерi деп аталады. Олардың таңдама бойынша анықталған жуық 

мәндерiн параметрлердiң сандық бағамдары дейміз. Бұл сандар таңдама 

элементтерінің статистика деп аталатын белгілі бір функциясының мәндері 

болады. 

Белгiнiң Х  БЖ-тағы және таңдаманың  мәндерiнiң арифметикалық 

орталары 





n

i
i

n

i
i

x
n

xx
N

Х
11

1
,

1
     

сәйкес бас орташа және таңдамалық орташа деп аталады. Топтастырылған 

таңдама үшiн 



n

i
ii

xn
n

x
1

**1
 санын салмақтанған орташа деймiз. Бас және 

таңдама жиынтықтарындағы зерделенiп отырған белгiге ие бiрлiктердiң 

сандарын сәйкес M  және m  десек, онда 
n

m
W

N

M
,  қатынастары 

белгiнiң бас және таңдама үлестері делiнедi. Таңдама және бас 

жиынтықтардағы аттас сипаттамалардың айырымы, мысалы, 

WXx  ,  өкiлеттiк қатесi деп аталады. 

Унимодалы  үлестірілуі  сәнінің бағамы 
m

x~  ретiнде таңдама жиiлiгi ең 

үлкен элементi алынады. Ал, вариациялық қатарды элементтерiнiң саны 

бiрдей екі бөлiкке бөлiп тұрған варианта медиананың бағамы h
~

 деп саналады. 

Таңдама көлемi тақ 12  kn  болса, онда 
 1~  kxh  (вариациялық қатардың 

ортаңғы нөмірлi элементi). Ал, kn 2  болса, онда  
1

2

1~



kk

xxh  болады. 

Топтастырылған таңдама үшін 
5,0

~
xh  . 

Үлестірілудің орташа мәнге қарағандағы шашырандылығы 

дисперсиямен және орташаквадраттық ауытқумен сипатталатыны белгiлi. Бас 

орташаның Ха   белгiлi не белгiсiз болуына  байланысты дисперсияның 

бағамы: 

    ;
1

,
1

1

22

1

22

0 



n

i
i

n

i
i

xx
n

sax
n

s   (1) 

  






 





 


n

i
i

n

i
i

xnx
n

xx
n

s
1

22

1

22

1

1

1

1~ .  (2) 

формуларымен берiледi. Мұнда (1) таңдама дисперсиясы, ал (2)  таңдаманың 

түзетiлген дисперсиясы деп аталады. Топтастырылған таңдама үшін бұл 

өрнектер: 

    ;
1

,
1

1

2**2

1

2**2

0 



n

i
ii

n

i
ii

xxn
n

saxn
n

s   (3) 

   






 





 


n

i
ii

n

i
ii

xnxn
n

xxn
n

s
1

22**

1

2**2

1

1

1

1~    (4) 
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түріне енеді. Кейде стандарт деп аталатын бас орташаквадраттық ауытқуының 

D  бағамы ретiнде 2s  шамасы алынады.  

Теорема. Дисперсия белгi мәндерi квадратының орташасы мен белгiнiң 

жалпы орташасының квадратының айырымына тең: 

 22 xxD  .     (5) 

Реті m  бастапқы және орталық моменттерінің бағамдары қызметін 

 



n

i

m

im

n

i

m

im
xx

n
x

n 11

1~,
1~      (6) 

шамалары анықталады. Топтастырылған таңдама үшін: 

 



k

i

m

iim

k

i

m

iim
xxn

n
xn

n 1

**

1

** 1~,
1~  .   (7) 

Белгісіз параметрлерді бағалау есебі бас жиынтықтың үлестірілім 

функциясы   параметріне дейінгі дәлдікпен белгілі болуында 

қарастырылады. Бұл жағдайда таңдама мәні   параметрінің жуық мәніндей 

болатын статистиканы табу қажет. Белгісіз   параметрінің жуық мәні таңдама 

мәні болатын статистиканы оның нүктелік бағамы деп аталады. Сонымен, 

нүктелік бағамның таңдама мәні параметрдің нақты мәніне сәйкес болуы 

қажет. 

Бағам ретінде, әртүрлі таңдама үшін мәні параметрдің нақты мәніне 

жуық статистика алынады.  Бағамдар сапасы оның төмендегі қасиеттерімен 

сипатталады: 

1) Егер бағамның θ
~

 математикалық күтімі бағамдалатын параметрге 

тең болса: θθМ 
~

, онда θ
~

 ығыспаған бағам деп аталады; θθМ 
~

 айырымын 

бағамның ығысуы дейдi. 

2) Таңдаманың көлемi n  өскен сайын бағам  nθ
~

 бағамдалатын 

параметрге   ықтималдықпен ұмтылатын болса, яғни 0  және 0  

сандары үшiн 
0

Nn   болғанда    ηεθnθP  1
~

 болатындай 
0

N  бар 

болса, онда  nθ
~

 күйерлi (ауқатты) бағам деп аталады. 

3) Параметрдiң   әртүрлi 
1

~
  және 

2

~
  ығыспаған бағамдары үшiн 

21

~~
θDθD   болса, онда 

2

~
θ -ге қарағанда 

1

~
θ  әсерлiрек (эффектiсi молырақ)  бағам 

делiнедi. 

 

7-дәріс. Үлестірілім параметрлерінің нүктелік бағалары  

 

Дәрістің құрамы: мейлінше шынайлық әдісі, моменттер әдісі. 

Дәріс мақсаты: үлестірілім параметрлерін теориялық бағалауында ең 

ұтымды статистикалық әдістерімен таныстыру. 

 

Математикалық статистикада кездейсоқ таңдама белгілері бойынша 

белгісіз параметрлерді бағамдаудың көптеген әдістері қарастырылған.   
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Бас жиынтық үлестірілуінің параметрлерi бағамдарын табудың ең көп 

тараған тәсiлдерi: мейлiнше шынайылық әдісі, моменттер әдiстi және ең аз 

квадраттар әдісі. 

Мейлiнше шынайылық әдiсi. Бас жиынтықтың 
k

 ,...,
1

 параметрлерінің 

бағамдарын табу үшін көлемі n  нақты таңдама  
i

x  алынған делік. 

Айнымалылардың нақты мәндері үшін таңдаманың үлестірілу заңы 

шынайылық функциясы деп аталатын тек белгісіз параметрлерден ғана 

тәуелді функциямен, мысалы,  
k

L  ,...,
1

 өрнектеледі. Белгісіз 

параметрлердің бағамдары ретінде шынайылық функциясы максимумға 

 
k

LL 
~

,...,
~

1max
  ие болатын МШ-бағамдар деп аталатын 

k

~

,...,
~

1
 мәндері 

қабылданады.  

Бас жиынтықтағы, айталық, X  дискретті кездейсоқ шамасы 

үлестірілуінің параметрлері бағамдалатын болып, ал, таңдаманың үлестірілу 

заңы     nipxXP
kii

,...,1,,...,
1

   түрінде өрнектелген болса, онда 

шынайылық функциясы таңдама элементтері (тәуелсіз кездейсоқ 
n

XX ,...,
1

 

шамалары) бір мезгілде 
n

xx ,...,
1

 мәндерін қабылдауы ықтималдығына тең, 

яғни 

       
nnnnk

xXPxXPxXxXPL  ...,...,,...,
11111

 . 

Мысалдар: 1. Параметрі a  Пуассон үлестірілуінен алынған таңдама 

үшін шынайылық функциясы 

     ,...2,1,0,
!

1

! 1

...

11

1  









i

n

i

namm

i

n

i

a

i

mn

i
ii

mea
m

e
m

a
xXPaL n

i

. 

Пуассон заңы бойынша үлестірілген бас жиынтықтың математикалық 

күтімінің МШ- бағамы ретінде таңдамалық орташаны қабылдауға болады. 

Ықтималдықтар тығыздығы  
k

xp  ,...,;
1

 болатын үзіксіз кездейсоқ X  

шамасының үлестірілу параметрлерінің бағамдарын табу үшін шынайылық 

функциясы      
knkk

xpxpL  ,...,;...,...,;,...,
1111

  түрінде құрылады. 

Үлестірілім тығыздығы  

 
 

2

2

2

2

1




ax

exp




  

тең қалыпты  ,aN  заңы бойынша үлестірілген бас жиынтық 

дисперсиясының 
2  МШ – бағамын табалық. Көлемі n  таңдама  

i
x  үшін 

шынайылық функциясы 

 
 

 
 

2

2

2

2

22
2

1

22 2
2

1
 




 








axnn

i

ax ii

eeL . 

Мұнда да   02 2 


n

  тұрақты көбейткішінен басқасын логарифмдесек, 

   



n

i
i

ax
n

L
1

2

2

22

2

1
ln

2
ln


 . 

Экстремумдарын табамыз: 
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 

 
  2

0
1

22

22

2

22

1~0
22

ln
sax

n

axn

d

Ld n

i
i

i 


 







. 

Кез келген 
2  үшін 

   
0

2

ln
2222

2




n

d

Ld
 болғандықты  

max

2~ LL  . 

Олай болса, бас орташасы a  белгілі қалыпты үлестірілген бас жиынтық 

дисперсиясының МШ – бағамы қызметін таңдама дисперсиясы 
2

0s  атқара 

алады.  

 Моменттер әдiсi. Бас жиынтық үлестірілуінде k  параметрi бар болса, 

олардың таңдама бойынша бағамдарын алу үшiн  k  таңдама моменттерін  

табамыз да, нәтижелердi бас жиынтық үлестірілуінің сәйкес моменттерiне 

теңестiреміз. Мысал ретiнде,  
n

хх ,...,
1

 таңдамасы бойынша  E  

көрсеткiштiк үлестірілуінің   параметрiнiң бағамын табалық. Бiрiншi реттi 

бастапқы момент МТ болғандықтан таңдама және бас орташаларды   

теңестiремiз;  E  үшiн 


1
а , демек, ха 


~
1~ . Бұдан iзделiнiп отырған 

бағам 
х

1~
 . 

Ең аз квадраттар әдісі. Математикалық стастистиканың маңызды 

есептерінің бірі екі кездейсоқ шаманың, мысалы, Х және Ү арасындағы 

байланысты табу. Көптеген жағдайларда айнымалылардың бірі, мысалы, Х 

кездейсоқ емес болып,  ал екінші айнымалы Ү оның өлшенудегі қателері не 

басқа себептер салдарынан кездейсоқ толқуларға (флуктуацияларға) ұшырауы 

мүмкін. Алға қарай кездейсоқ емес айнымалыны х арқылы белгілейміз. 

Байқаулар   niyx
ii

,,1,,   нәтижесіне қарап болжанған Ү және х 

айнымалыларының арасындағы функциялық тәуелділік модель (үлгі) деп 

аталады. Үлгі  cbaxfy ,,,  белгісіз параметрлерге қарағанда сызықтық та, 

сызықтық емес те болуы мүмкін. Сызықтық үлгілер көбіне: 1) baxy   

(түзу), 2) cbxaxy  2
 (парабола) және 3) 

x

b
ay    (гипербола) теңдеулері 

түрінде кездеседі.  

Параметрлердің cba ~,
~

,~  бағамдарын табудың жиі қолданылатын тәсілі ең 

аз квадраттар әдісі (ЕАКӘ). Ол белгісіз параметрлердің ең тәуір жуықтаулары 

үлгінің байқаулардан iy   және есептеулерден  ,,,, cbaxf
i

 алынған мәндерінің 

өзара ауытқуларының квадраттарының қосындысы ең аз болғанда ғана 

табылуы мүмкін деген қағидаға негізделген. Сондықтан ЕАКӘ-бағамдар 

cba ~,
~

,~   

    



n

i
ii

cbaxfycbaQ
1

2
,,,,,  
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функциясы үшін ccbbaa ~,
~

,~   болғанда 
min

QQ   болады деген талаптан 

анықталады.  

Экстремумдардың бар болуының қажетті шарттары:  

0;0;0 














c

Q

b

Q

a

Q
 

қалыпты система деп аталатын cba ,, -ға қарағанда сызықтық теңдеулер 

жүйесіне келтіреді. Оларды алғашқы екі үлгі үшін  құралық. 

Минимумдалатын функциялар:  

    1)   ,
1

2





n

i
ii

ybaxQ         2)   .
1

22





n

i
iii

ycbxaxQ                         

Экстремумдардың бар болуының қажетті шарттары:  

1) 
 

 





















i
ii

i
iii

ybax
b

Q

xybax
a

Q

;02

,02
      2) 

 

 

 


































i
iii

i
iiii

i
iiii

ycbxax
c

Q

xycbxax
b

Q

xycbxax
a

Q

.02

,02

,02

2

2

22

 

Бұдан қалыпты жүйелер: 

1) 








 

  

;

2 ,

ii

iiii

ybnxa

yxxbxa
       2) 















 

  

  

.

,

,

2

23

2234

iii

iiiii

iiiii

ycnxbxa

yxxcxbxa

yxxcxbxa

         

Нақты есептерде  cbaQQ ~,
~

,~
min

 -нің бар болуының жеткілікті 

шарттарының орындалуын да тексеруге болады.  

Практикалық маңызы бар көптеген есептерде Ү және x  

айнымалыларының арасындағы тәуелділік параметрлер бойынша сызықтық 

емес болып келеді. Бірақ, барлық жағдайларда дерлік сызықтық үлгілерге 

келтіретін айнымалылар алмастыруларын табуға болады. 

 

8-дәріс. Үлестірілім параметрлерінің интервалдық бағалары 

 

Дәрістің құрамы:  сенімділік ықтималдығы, үлестірілім параметрлер 

үшін сенімділік интервалы. 

Дәріс мақсаты: үлестірім параметрлерінің интервалдық бағалар түсінігін 

беру. 

 

Параметрлерді бағалаудың интервалдық бағамдау деп аталатын басқа да 

тәсілі бар. Интервалдық бағамдау үшін Р ықтималдықпен   
21

P  

теңсіздігі орындалатындай 1
  және 2

  статистикаларын табу қажет.  21,   

интервалы   параметрі үшін Р сенімділік коэффициентті сенім интервалы деп 

аталады. Нүктелік бағамнан  интервалдық бағамның айырмашылығы белгісіз 
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параметр бағам дәлділігінің ықтималдық сипаттамасын алу мүмкіншілігі 

болып табылады. 

Қалыпты үлестірілген бас жиынтықтың параметрлерi үшiн сенім 

интервалдары. Параметрдің   ақиқат мәні берілген 1P  

ықтималдығымен  21,  интервалында жататын болса, онда бұл аралық   

парметрі үшін сенім интервалы, P  - сенім ықтималдығы немесе сенімділік, ал, 

  - мәнділік деңгейі – тәуекел ықтималдығы деп аталады. Сенім 

интервалының төменгі 
1

  және жоғарғы 2  шекаралары байқаулар  

нәтижесінде анықталатын кездейсоқ шамалар. Сондықтан    21 P  

теңдігін сенім интервалы бағамдалатын параметрді   сенімділігімен немесе 

барлық жағдайлардың %100P -інде қамтиды деп түсінеміз. Сенім 

ықтималдығы мәнін таңдау есептің нақты шарттарына байланысты; 

99,0;95,0;90,0  мәндері жиірек қабылданады. 

Мәнділік   деңгейі кіші болған сайын, сенімділік ықтималдығы жоғары 

болады және сенімділік интервалының нақтылығы арта түседі. Стандартты 

мәнділік деңгей ретінде 05,0 . Сенімділік интервалдың бағамдалатын 

параметрден емес таңдамаға тәуелділігі жоғарырақ. 

Бағамдалатын   параметрінің сенім шекаралары 

     
12

PP  

шарттарымен анықталады. Бұл шарттар біржақты – сәйкес солжақты  2,  

және оңжақты  ,1  сенім интервалдарын тағайындайды. Сенім 

шекараларын 

  21 ,
~

yYy    

теңсіздіктерін   арқылы шешіп, табуға болады. Мұнда   ,
~

Y  - үлестірілуі  -

дан және басқа да белгісіз параметрлерден тәуелсіз белгілі бір статистика; 1y  

және 2y  сандары берілген   мәнділік деңгейі бойынша    121 yYyP  

шартынан табылады.  

Сонымен,   параметрінің сенімділік интервалын құруда бағамдалатын 

параметрден тәуелді, ал оның үлестірілімінен тәуелсіз статистика таңдалады. 

 Қалыпты таралған  бас жиынтықтың  ;aN  заңындағы белгiлi    

параметр үшiн сенiм интервалы  









 



n
t

n
txa

n
tx TT , , 

мұнда   - бағам дәлдігі;  

t  мәні  
2


 t  теңдігі бойынша Лаплас функция мәндерінің кестесі 

арқылы табылады.  

Ал белгiсiз   параметр үшiн сенiм интервалы: 

n

s
txa

n

s
tx   . 
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Мұндағы t  
  мәні n  және   берiлуi бойынша кестеден табылады. 

Биномдық үлестірілу параметрі p  үшін сенім интервалдары. Бас 

жиынтық  pnB ,  биномдық зыңы бойынша үлестірілімді болсын. Тәуелсіз 

сынақтар саны мол  50n , әрбір жеке сынақтағы табыс ықтималдығы p  

нөлге де, бірге де аса жақын емес  5,5  npnnp  болса, онда 
npq

npm
X


  

кездейсоқ шамасының үлестірілуін  1;0N  заңы жеткілікті дәлдікпен 

сипаттайды. Сондықтан оған Муавр-Лаплас асимптоталық жуықтамаларын 

(асимптотикасын) қолданып, p  үшін сенім  
21

, pp  интервалын:  

2

2

2

p

p

p un

um
p

un

m







 

түрінде жаза аламыз.  

Жеке жағдайлар:  

1)  00
1
 pm  болса, n  сынақта P1  ықтималдықпен табысқа бірде-

бір рет қол жеткен жоқ:  n
pP  11  дей аламыз.  

2)  12  pnm  теңдігі сондай ықтималдықпен барлық сынақтың да 

табыс әкелгенін көрсетеді: npP 1 . Сенім интервалын сәйкес: 

11110  pPPp nn  

түрінде жазуға болады. 

Ал, 25,0pq  екенін ескеріп, онда 

k
nn

m
p

n

m
P 










24

1
1


  

жақша ішіндегі теңсіздіктер p  үшін сенім интервалын құрайды. Жеткілікті 

үлкен n  үшін сенімділік  1 PkP  ақиқатқа мейлінше жақын болады. Оның 

төменгі шегі k  сенімділік коэффициенті деп аталады.  

Сонымен, егер үлестірілімнің кейбір статистикасы бағамдалатын 

параметрден және оған тәуелді болса, онда кез келген үлестірілімнің 

параметрін бағамдауды қалыпты үлестірілімнің параметрлерін бағамдау 

тәсілімен орындауға болады. 
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