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1 Модуль. Ықтималдықтар теориясы элементтері 

 

1 Дәріс №1. Ықтималдықтар теориясының алғашқы ұғымдары  

 

1.1 Ықтималдықтар теориясы пәні  

«Ықтималдықтар теориясы және математикалық статистика» пәні 

кездейсоқ құбылыстардың ықтималдықты – статистикалық заңдылықтарын 

зерттейтін математикалық ғылым саласы. Ықтималдықтар теориясы және 

математикалық статистика әдістері алуан түрлі салаларда кеңінен 

қолданылады, оның ішінде ақпаратты басқару, геодезия, атқылау теориясы, 

психология, лингвистика, биология, социология, археология және адамның 

басқа да қызмет салаларында пайдаланылады. 

Бiртектi кездейсоқ оқиғалардың заңдылықтарын зерттейтiн 

математиканың бөлiгiн, ықтималдықтар теориясы деп атайды. 

Ықтималдықтар теориясының негiзгi ұғымдары - оқиға мен ықтималдық. 

 

1.2 Комбинаторика элементтері 

Ықтималдықты есептеу үшiн, кейбiр жағдайда, комбинаторика 

формулаларын қолдануға тура келедi.  

Бiр–бiрiнен айырмашылығы орналасу ретiнде немесе құрамында 

болатын n элементтiң k–дан жасалған комбинацияларын орналастырулар деп 

атайды. Орналастырулар санын табу үшiн  

)!(

!

kn

n
Ak

n


 , 

формуласын қолданады. 

Алмастырулар деп бiр-бiрiнен айырмашылығы орналасу ретiнде ғана 

болатын n элементтiң n–нен жасалған комбинацияларын айтады және 

алмастырулар санын келесi формуламен есептейдi: 

123)...2)(1(!  nnnnPn . 

Бiр–бiрiнен айырмашылығы тек құрамында болатын n элементтен k–

дан жасалған комбинацияларын терулер деп атайды және терулер санын 

келесі формуламен есептейдi 

)!(!

!

knk

n
C k

n


 . 

  

1.3 Элементар оқиғалар кеңістігі. Оқиғалар түрлері мен алгебрасы 
 

Оқиға деп тәжiрибе нәтижесiн айтады. Тәжірибенің мүмкін болатын 

нәтижесі элементар оқиғалар деп аталады да w деп белгіленеді. Элементар 

оқиғалардың жиыны элементар оқиғалар кеңістігі деп аталып,   деп 

белгіленеді. 
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Оқиғалар түрлері. Оқиғалар үш түрге бөлiнедi: ақиқат, мүмкiн емес 

және кездейсоқ оқиға. 

Тәжiрибе нәтижесiнде мiндеттi түрде пайда болатын оқиғаны ақиқат 

оқиға деп атайды. Егер оқиға мүлде пайда болмайтын болса, онда оны 

мүмкiн емес деп атайды. 

Тәжiрибе нәтижесiнде пайда болуы да, пайда болмауы да мүмкiн 

оқиғаны кездейсоқ оқиға деп атайды. Мысалы, «теңгенi бiр рет лақтырғанда 

«Герб» жағымен түстi» деген оқиға кездейсоқ оқиға болады. Кездейсоқ 

оқиғалар латынның А, В, C, … бас әрiптерiмен белгiленедi. 

Егер бiр оқиғаның пайда болуы, екiншiсiнiң пайда болуын жоққа 

шығармайтын болса, онда оқиғаларды үйлесiмдi деп айтады. Мысалы, ойын 

сүйегiн бiр рет лақтырғанда «тақ ұпай түстi» және «5 ұпай жағымен түстi» 

деген оқиғалар үйлесiмдi оқиғалар.  

Егер бiреуiнiң пайда болуы екiншiсiн жоққа шығаратын болса, онда 

оқиғаларды үйлесiмсiз деп айтады. Мысалы, ойын сүйегiн бiр рет 

лақтырғанда тақ ұпай түсуi жұп ұпай жағымен түсуiне кедергi жасайды. 

Cондықтан «тақ ұпай түстi» және «жұп ұпай түстi» деген оқиғалар өзара 

үйлесiмсiз.   

Егер оқиғалардың бiреуiнiң пайда болуы екiншiсiнiң пайда болуынан 

артықшылықта болмайтын  болса, онда оларды тең мүмкiндi деп атайды. 

Егер тәжiрибе нәтижесiнде пайда болған оқиға ақиқат оқиға болса, 

онда ол жалғыз мүмкiндiктi оқиға деп аталады. 

Жалғыз ғана мүмкiндiктi оқиғалардың жиынтығын оқиғалардың толық 

тобы деп атайды. Басқаша айтқанда, тәжiрибенiң әрбiр қайталануында 

оқиғалардың ең болмағанда бiреуi пайда болып отырса, онда оқиғалар толық 

топ құрайды. 

Егер А оқиғасының ықтималдығы В оқиғасының пайда болғанына, 

немесе пайда болмағанына байланысты өзгермейтін болса, онда А оқиғасы В 

оқиғасына тәуелсіз деп аталады. 

Егер А оқиғасының ықтималдығы В оқиғасының пайда болғанына, 

немесе пайда болмағанына байланысты өзгеретін болса, онда А оқиғасы В 

оқиғасына тәуелді деп аталады. 

Мысал: Жәшікте 3 ақ, 2 қара шар бар. Жәшіктен бірінен соң бірі екі 

шар алынған. Бірінші тәжірибеде ақ шар алу ықтималдығы 5/3)( АР . 

Екінші рет ақ шар алу ықтималдығы 2/1)( ВР  бірінші тәжірибенің 

ықтималдығына тәуелді. Бұл мысалда А мен В тәуелді оқиғалар. 

 Оқиғалар алгебрасы.  

 А және В оқиғаларының қосындысы (бірігуі) деп ең болмағанда 

екеуінің біреуі пайда болуынан құралған С оқиғасы айтылады 

 B/   немесеABABAC . 

 А және В оқиғаларының көбейтіндісі (қиылысуы) деп екеуінің бірге 

пайда болуынан құралған С оқиғасы айтылады 

 B/   жэнеABABAC . 
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 А және В оқиғаларының айырымы деп А оқиғасы пайда болып, В 

оқиғасы пайда болуынан құралған С оқиғасы айтылады  

 B/\   жэнеABABAC . 

Бiр-бiрiне үйлесiмсiз екi оқиғаны қарама-қарсы оқиғалар деп атайды. 

Егер А деп оқиғаны белгiлесе, онда А  деп оған қарама-қарсы оқиғаны 

белгiлейдi. 

 

1.4 Ықтималдықтың классикалық, статистикалық және 

геометриялық анықтамасы 
 

Ықтималдықтың классикалық анықтамасы. Кез келген тәжiрибеде 

бiр-бiрiне қайшы келетiн немесе қолдайтын нәтижелер көп болуы мүмкiн. 

Айталық, жасалатын тәжiрибеде бiр және тең мүмкiндi, үйлесiмсiз 

n
www ,...,,

21  мүмкiндiктерi (жағдайлары) бар болсын. 

Жасалған тәжiрибелерде А оқиғаның пайда болған санының, барлық 

тәжiрибенiң санына қатынасын А-ның салыстырмалы жиiлiгi деп атайды, 

яғни  

n

m
APW  )( , 

мұндағы m- оқиғаның пайда болған саны;  

                n - барлық тәжiрибе саны.  

А-ның салыстырмалы жиiлiгi үшін 1)A(*P0   орынды. 

Егер А оқиғасы осының m жағдайында пайда болып, қалған mn   

жағдайда пайда болмайтын болса, онда А оқиғасына m жағдайы қолайлы деп 

айтады. 

А оқиғасының пайда болу ықтималдығы деп m қолайлы жағдайлардың 

санының n - барлық бiр және тең мүмкiндi, үйлесiмсiз жағдайлардың санына 

қатынасын атайды, яғни 

n

m
AP )( . 

Бұл анықтаманы бiрiншi француз математигi Лаплас берген және оны 

ықтималдықтың классикалық анықтамасы деп атайды. Осы жерде айтып 

кетейiк: ықтималдық тәжiрибе жасамай тұрып есептеледi, ал салыстырмалы 

жиiлiк тәжiрибеден кейiн есептеледi.  

Ықтималдықтың классикалық анықтамасынан шығатын кейбiр 

қасиеттердi атап өтелiк: 

  - ақиқат оқиғаның ықтималдығы бiрге тең 1)( AP ; 

  - мүмкiн емес оқиғаның ықтималдығы нөлге тең; 

  - кездейсоқ оқиғаның ықтималдығы 1)(0  AP  арасында болады. 

  Мысал. Ойын сүйегi бiр рет лақтырылғанда жұп ұпай жағымен түсу 

ықтималдығын табу керек.  
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  Шешуі: тәжiрибе нәтижесiнде пайда болатын барлық мүмкiн 

жағдайларды жазамыз: }6;5;4;3;2;1{ , яғни n=6. Енді iзделiнiп отырған 

оқиғаны жазамыз: А={жұп ұпай жағымен түсуi}={2; 4; 6}, яғни m=3. 

Анықтама бойынша оқиғаның ықтималдығы 
2

1

6

3
)( 

n

m
AP  тең.  

Ықтималдықтың статистикалық анықтамасы. Жоғарыда берiлген 

ықтималдықтың классикалық анықтамасы көп қолданыла бермейдi. Егер 

оның бiр мүмкiндi, тең мүмкiндi және үйлесiмсiз шарттарының бiреуi 

орындалмаса, анықтама жұмыс iстемейдi. Cондықтан, көп жағдайда басқа 

анықтамаларды қолданамыз. Cолардың бiрi – ықтималдықтың статистикалық 

анықтамасы. 

Анықтама. А оқиғасының ықтималдығы деп, n мейлiнше үлкен 

болғандағы салыстырмалы жиiлiк төңiрегiнде топталатын )(AP  санын 

атайды.  

Бұл анықтаманы ықтималдықтың статистикалық анықтамасы деп 

атайды. 

Ықтималдықтың геометриялық анықтамасы. Айталық,   элементар 

оқиғалар кеңістігі шексіз санамалы емес жиын болсын, ал i  элементар 

оқиғалар тең мүмкіндікті болсын, онда ықтималдықтың геометриялық 

анықтамасын қолдануға болады.  

Геометриялық тұрғыдан нүктені белгілі бір G геометриялық облысына 

(кесінді, жазықтықтың немесе кеңістіктің бөлігі) кезкейсоқ лақтыру шартына 

келтіру. Нүкте кезкейсоқ лақтырылғандықтан, оның G облысының g кез 

келген шектеулі бөлігіне түсу мүмкіндіктері тең. Сондықтан нүктенің 

)( Ggg   облысына түсу ықтималдығы g өлшеміне (ұзындық, аудан немесе 

көлем) пропорционал және g-дың пішіні мен орналысуына тәуелді емес. 

Анықтама. Айталық, А оқиғасы нүктенің )( Ggg   облысына түсуі 

болсын. Онда бұл оқиғаның ықтималдығы осы нүкте пайда болатын g 

облысының өлшемінің барлық G өлшеміне қатынасына тең 

G

g

l

l
AP )(   немесе  

G

g

S

S
AP )(   немесе  

G

g

V

V
AP )( , 

мұндағы l, S, V – сәйкес облыстың ұзындығы, ауданы, көлемі. 

 

 

2 Дәріс №2. Ықтималдықтардың негізгі теоремалары 

 

2.1 Шартты ықтималдық. Толық ықтималдықтар формуласы. 

Байес формуласы 
 

А оқиғасының шартты ықтималдығы деп. В оқиғасы орындалған 

жағдайда А оқиғасының деп, В оқиғасы орындалған жағдайда А оқиғасының 

ықтималдығы айтылады. Белгіленуі )/( BAP  немесе )(APB . 
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Егер А және В тәуелсіз болса, онда )()/( APBAP  , егер тәуелді болса, 

онда )()/( APBAP  . 

Айталық, А оқиғасы толық жүйе болатын nBBB ,..., 21  оқиғалардың 

бiреуi орындалғанда ғана пайда болатын болсын. Осы оқиғалардың 

ықтималдықтары )(),...(),( 21 nBPBPBP  және А оқиғаның шартты 

ықтималдықтары )/(),...,/(),/( 21 ABPABPABP n  берiлген болсын. Бұл 

жерде nBBB ,..., 21  оқиғаларын гипотеза деп атайды. 

Теорема. Толық топ құратын, өзара үйлесiмсiз nBBB ,..., 21  

оқиғаларының бiреуi пайда болғанда ғана шартты түрде пайда болатын А 

оқиғасының ықтималдығы осы оқиғалардың әрбiреуiнiң ықтималдығын А 

оқиғасының оларға сәйкес шартты ықтималдығына көбейтiп қосқанға тең: 

),/()(...)/()()/()(

)/()()(

2211

1

nn

i

n

i

i

BAPBPBAPBPBAPBP

BAPBPAP




  

мұндағы 1)(...)()( 21  nBPBPBP . 

Бұл формуланы толық ықтималдықтар формуласы деп атайды. 

Толық ықтималдықтар формуласы орындалатын болсын. Ендi А 

оқиғасы пайда болды деп, ),...,2,1( niBi   оқиғалардың ықтималдықтарын 

табайық: 





n

i

ii BAPBPAP
1

)/()()( . 

Толық ықтималдықтар формуланы пайдаланып Байес формуласын аламыз: 
 

....,,2,1,

.)/()(

)/()(
)/(

1

ni

BAPBP

BAPBP
ABP

n

k

kk

ii
i 









 

 

2.2 Тәжiрибелердiң қайталануы. Бернулли формуласы. Пуассон 

формуласы 
 

Айталық, әрбiр тәжiрибеде А оқиғасының пайда болу ықтималдығы 

бiрдей және pAP )(  болсын, онда pqAP  1)(  болады. Егер 

ықтималдығы бiрдей тәжiрибелер жасағанда, оқиғаның пайда болуынан 

немесе пайда болмауынан тәжiрибелер тәуелсiз болса, онда тәжiрибелердi 

тәуелсiз деп атайды. 
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Теорема. Егер әрбiр тәуелсiз тәжiрибеде А оқиғасының пайда болу 

ықтималдығы р-ға тең болса )10(  p , онда n тәжiрибеде А оқиғасының k-

рет пайда болу ықтималдығы 

knkknkk

nn qp
knk

n
qpCkP  




!)(!

!
)( , 

формуласымен есептелiнедi. 

Осы теңдiктi Бернулли формуласы деп атайды, ал есептеу жолын 

Бернулли схемасы дейдi. 

Бернулли формуласы арқылы келесі ықтималдықтарды есептеуге 

болады: 

а) m –нен кем рет пайда болу ықтималдығы 

)1(...)1()0()(  тРРРmР nnn ; 

б) m- нен кем емес рет пайда болу ықтималдығы  

)(...)1()()( nРmРmРmР nnn  ; 

в) m- нен артық рет пайда болу ықтималдығы 

)(...)2()1()( nРmРmРmР nnn  : 

г) m- нен артық емес рет пайда болу ықтималдығы 

)(...)1()0()( тРРРmР nnn  . 

 

Бірақ Бернулли формуласын n мәні үлкен ( 10n ), ал р өте аз шама 

( 1,0p ) болған жағдайда қолдану қолайсыз, сондықтан жуық есептеу 

формулаларын қолданған жөн. Бұл жағдайда Пуассон формуласы 

қолданылады.  

Теорема. Егер әрбiр тәжiрибеде А оқиғасының пайда болу 

ықтималдығы р-өте аз шама, ал тәжiрибенiң саны n өте көп болса, онда n 

тәжiрибеде А оқиғасының k- рет пайда болу ықтималдығы 

!
)(

k

e
kP

k

n

 

 , 

болады, мұндағы pn   - бүтiн сан. Бұл формуланы Пуассон формуласы 

деп атайды. 

 

2.3 Ықтималдықтарды қосу және көбейту теоремалары 
 

Ықтималдықтарды қосу теоремалары. 

Теорема. Екi үйлесiмсiз оқиғалардың қосындысының ықтималдығы, 

олардың ықтималдықтарының қосындысына тең: 

)()()( BPAPBAP  . 

Cалдар. Егер nAAA ,..., 21  қос-қостан үйлесiмсiз оқиғалар болса, онда 

)(...)()()...( 2111 nn APAPAPAAAP   

орындалады. 
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Теорема. Егер қос – қостан үйлесiмсiз кездейсоқ оқиғалар nAAA ,..., 21   

толық топ құратын болса, ондай оқиғалардың ықтималдықтарының 

қосындысы бiрге тең: 

1)(...)()( 21  nAPAPAP . 

Теорема. Өзара қарама–қарсы екi оқиғаның ықтималдықтарының 

қосындысы бiрге тең: 

1)()(  APAP . 

Ықтималдықтарды көбейту теоремалары. А оқиғасының В оқиғасы 

пайда болғандағы табылған ықтималдығын А оқиғасының шартты 

ықтималдығы деп атайды және )(APB деп белгiлейдi. 

Теорема. Екi тәуелдi оқиғалардың бiрге пайда болуының ықтималдығы 

бiреуiнiң ықтималдығы мен екiншiсiнiң, бiрiншiсi пайда болғандағы, шартты 

ықтималдығының көбейтiндiсiне тең болады, яғни  

)()()( BPAPBAP
A

      немесе     )()()( APBPBAP
B

 . 

Ескерту. Егер А және В үйлесiмсiз оқиғалар болса, онда 

0)( BAP . 

Cалдар. Бiрнеше тәуелдi оқиғалардың бiрге пайда болуының 

ықтималдығы бiрiншiсiнiң ықтималдығын қалғандарының шартты 

ықтималдықтарына көбейткенге тең болады. Әрбiр келесi оқиғаның шартты 

ықтималдығы алдыңғы оқиғалар пайда болған деп есептелiнiп табылады:  

)(...)()()()...(
121211 ...32121 nAAAAAAn APAPAPAPAAAP

n
 , 

Теорема. Екi немесе бiрнеше тәуелсiз оқиғалардың көбейтiндiсiнiң 

ықтималдығы, олардың ықтималдықтарының көбейтiндiсiне тең, яғни 

)()()( BPAPBAP  , 

немесе 

)(...)()()...( 2121 nn APAPAPAAAP  . 

Теорема. Тәуелсiз nAAA ,..., 21  оқиғалардың кем дегенде бiреуiнiң пайда 

болу ықтималдығы  

)()...()(1)...(
2121 nn

APAPAPAAAP  , 

тең болады. 

 

2.4 Муавр –Лапластың локальдық және интегралдық теоремалары 
 

Бернулли формуласын тәжiрибелердiң саны аз болғанда ғана 

пайдаланады. Егер тәжiрибе саны n көп болса, онда ықтималдықты бұл 

формуламен есептеу қиынға соғады. Мұндай жағдайда Муавр – Лапластың 

локальдық теоремасын қолданған тиiмдi. 
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Теорема (Муавр–Лапластың локальдық теоремасы). Егер әрбiр 

тәуелсiз тәжiрибеде А оқиғасының пайда болу ықтималдығы р-ға тең болса 

)10(  p , онда n тәжiрибеде А оқиғасының k-рет пайда болу ықтималдығы  

)(
1

)( x
npq

kPn  , 

формуласымен есептелiнедi, мұндағы 

npq

npk
xex х 
  ,

2

1
)( 2/2


 ,      pq 1 . 

)(x -ты Лаплас функциясы деп атайды және оның мәндерi кесте 

арқылы анықталады (Қосымша 1).  

)(x  Лаплас функциясының қасиеттері: 

1) )(x  функциясы жұп функция, яғни )()( xx   . 

2) 4x  болғанда 0)( x  деп есептеуге болады. 

Теорема (Муавр–Лапластың интегралдық теоремасы). Егер әрбiр 

тәуелсiз тәжiрибеде А оқиғасының пайда болу ықтималдығы р-ға тең болса 

)10(  p , онда n тәжiрибеде А оқиғасының пайда болу саны 1k ден кем 

болмау және 2k ден аспау ықтималдығы 

)()();( 1221 хФхФkkPn  , 

болады, бұл жерде  

npq

npk
x

npq

npk
х





 2

2
1

1 , . 

dtex

x t





0

2

2

2

1
)(


 функциясын Лаплас функциясы деп атайды, 

оның мәндерi кестемен берiледi (Қосымша 2). 

Ескерту - Кестеде )(x  функциясының 50  x  үшiн мәндерi 

келтiрiлген, 0x  болғанда да осы кесте қолданылады, тек бұл жағдайда 

)(x  функциясының тақ екенiн ескеру керек, яғни )()( хФx  , ал 5x  

болғанда 5,0)(  x  деп алынады. 

 

 

3 Дәріс №3 Дискретті және үзіліссіз кездейсоқ шамалар  

 

3.1 Кездейсоқ шамалар түрлері 

Cандық мән қабылдайтын, бiрақ қандай мән қабылдайтынын алдын ала 

болжап айту мүмкiн болмайтын шамаларды кездейсоқ шама деп атайды. 
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Кездейсоқ шамаларды ...,,, ZYX  және басқа да латын бас 

әрiптермен, ал олардың қабылдайтын мәндерiн ...,,, zyx  және басқа да кiшi 

әрiптермен белгiлеймiз. Қабылдайтын мәндер жиынына орай кездейсоқ 

шамаларды екi топқа бөледi: дискреттiк және үзiлiссiз.  

Егер кездейсоқ шамалардың мәнiн тiзбек түрiнде жазуға болса, онда 

оны дискреттiк деп, ал мәндерi белгiлi бiр аралықта жатса, онда оны үзiлiссiз 

деп атайды. 

 

3.2 Дискретті және үзіліссіз кездейсоқ шамалардың үлестірім 

заңдары 
 

Дискретті кездейсоқ шамалардың үлестірім заңдары. Кездейсоқ 

шаманың мәндерi мен олардың ықтималдықтарының арасындағы сәйкестiктi 

дискреттi кездейсоқ шаманың үлестiрiм заңы немесе үлестiрiм функциясы 

деп атайды. Бұл сәйкестiк кесте, сұлба және аналитикалық түрiнде берiлуi 

мүмкiн. 

Дискреттi кездейсоқ шаманың үлестiрiм заңы кесте арқылы берiлуi 

мүмкiн.  

Х х1 х2 х3 … хn 

Р p1 p2 p3 … pn 
 

Бұл жерде, бiрiншi жолда кездейсоқ шама x-тың қабылдайтын мәндерi, 

екiншi жолда сол мәндердi қабылдау ықтималдықтары жазылады. 

Кездейсоқ шама Х-тың мәндерi толық жүйе жасайтын болғандықтан: 

)...,,2,1,0(1...21 niрррр in  . 

Биноминалды деп Бернулли формуласы арқылы анықталатың 

ықтималдықтар үлестірімін атайды 
knлk

nn qpСkP )( , 

мұндағы nk ,...,2,1,0 . 

Егер кездейсоқ шаманың мәндер қабылдау ықтималдықтары Бернулли 

формуласымен табылса, онда кездейсоқ шама биномиалды үлестiрiлген деп 

аталады, ол кесте түрінде беріледі. 
 

Х n n-1 … K … 0 

р np  qnpn 1
 

… knkk

n qpС 
 

… nq  
 

Биноминалды үлестірім үшін кездейсоқ шаманың сандық 

сипаттамалары: 

npq(Х)npq,D(X),nрХМ  )( , 

мұндағы n – тәулсіз оқиғалар саны;  

                р – оқиғаның пайда болу ықтималдығы;  

               pq 1  - оқиғаның пайда болмау ықтималдығы. 
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Оқиғалар саны үлкен, ал әр оқиғаның ықтималдығы өте аз шама 

болатын және рn   көбейтіндісі тұрақты рn   мәнін қабылдағанда оқиға 

дәл k рет пайда болу ықтималдығы 

!
)(

k

е
kP

kk

n






, 

формуламен есептелінеді. Бұл формула n үлкен, ал р өте аз шама болатын 

жағдайдағы Пуассон үлестірімін анықтайды. 

Егер кездейсоқ шаманың мәндер қабылдау ықтималдықтары Пуассон 

формуласымен табылса, онда кездейсоқ шаманың үлестiрiм заңы Пуассон 

үлестiруi деп аталады. 

  параметрі бар Пуассон үлестiруi бойынша анықталған Х дискретті 

шаманың сандық сипаттамалары: 

  )(,)(,)( ХXDXM . 

Үзіліссіз кездейсоқ шамалардың үлестірім заңдары. Айталық Х -

үзiлiссiз кездейсоқ шама болсын.  

Х кездейсоқ шамасының үлестiрiм функциясы дегенiмiз, Х шамасының 

айнымалы х-тен кiшi мән қабылдау ықтималдығы, яғни үлестiрiм функциясы  

)()( xXPxF  , 

теңдiгiмен анықталады. 

Үлестiрiм функциясы арқылы кездейсоқ шаманың берiлген аралықта 

жату ықтималдылығын тауып алуға болады. 

Теорема. Х кездейсоқ шаманың мәндерi ],[ ba  аралығында жату 

ықтималдығы  

)()()( aFbFbxaP  , 

формуласымен анықталады. 

Ендi үлестiрiм функцияның қасиеттерiн атап өтелiк:  

а) үлестiрiм функция шектелген функция  

1)(0  xF . 

Бұл қасиет )(xF  функцияның ықтималдық екендiгiнен орындалады; 

б) үлестiрiм функциясы – кемiмейтiн функция, яғни 21 xx   болғанда 

)()( 21 xFxF   теңсiздiгi орындалады; 

в) үлестiрiм функциясы сол жағынан үзiлiссiз, яғни 

)()(lim 0
00

xFxF
xx




; 

г) егер кездейсоқ шама х-тың мәндерi ],[ ba  интервалында жатса, онда 

,0)( xF егер ax  ; 

,1)( xF егер bx  . 

Жоғарыда анықталған )(xF  үлестiрiм функциясы - үзiлiссiз кездейсоқ 

шаманың берiлуiнiң бiр түрi. Кездейсоқ шаманың берiлуiнiң басқа бiр түрi: 
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)()( xFxf  , 

деп жазылады және бұл функцияны үлестiрiм тығыздығы деп атайды. 

Үлестiрiм функциясын үлестiрiм тығыздығы арқылы да анықтауға 

болады: 





x

dttfxF )()( . 

Ықтималдықтар тығыздығы туынды, ал үлестiрiм функциясы интеграл 

амалдарына байланысты болғандықтан, тығыздықты дифференциалдық 

функция, үлестiрiм функциясын интегралдық функция деп атайды. 

Үлестiрiм тығыздығының қасиеттерi: 

а) үлестiрiм тығыздығы 0)( xf ; 

б) 




 1)( dxxf ; 

в) Х кездейсоқ шаманың ),( ba  интервалында жату ықтималдығы: 


b

a

dxxfbxaP )()(  

тең болады. 

 Үлестірім функциясының сұлбасы 1,0  уу  түзулерімен 

шектелген. ах   болса, сұлба ординатасы нөлге тең, bх   болса сұлба 

ординатасы бірге тең. Дискретті кездейсоқ шаманың сұлбасы 1 суретте, ал 

үзіліссіз кездейсоқ шаманың сұлбасы 2 суретте көрсетілген. 

 

 
   )(xF  

 

        1 

 

 

 

 

        0      a       1х   2х        b         x 

1 сурет 

 
   )(xF  

 

 

 

        1 

 

 

       0    а                b                x 

2 сурет 

 

 

3.3 Дискреттi және үзіліссіз кездейсоқ шаманың сандық 

сипаттамалары және олардың қасиеттерi 
 

Дискреттi кездейсоқ шаманың сандық сипаттамалары және олардың 

қасиеттерi. Кездейсоқ шаманы үлестiрiм заңы толық сипаттайтынын 

жоғарыдан бiлемiз. Бiрақ кейде заңдылық толық берiлмегенде, басқа 
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шамалар арқылы кездейсоқ шаманы зерттеуге болады. Cоның бiрi - 

кездейсоқ шаманың орта мәнiн беретiн математикалық күтiмi. 

Айталық, Х кездейсоқ шаманың үлестiрiм кестесi берiлсiн 
 

Х х1 х2 х3 … хn 

P p1 p2 p3 … pn 
 

Х - кездейсоқ шаманың математикалық күтiмi деп оның барлық 

қабылдайтын мәндерi мен сол мәндерге сәйкес ықтималдықтарының 

көбейтiндiлерiнiң қосындысын айтады, яғни 

 
n

i
iinn

pxpxpxpxxМ ...)(
2211 . 

Математикалық күтiм Х кездейсоқ шамасының қабылдайтын 

мәндерiнiң, жуықтап алғанда, орта мәнiне тең болады. 

Математикалық күтiмнiң қасиеттерi: 

а) тұрақтының математикалық күтiмi өзiне тең CCM )(  (C - 

тұрақты сан); 

б) тұрақты көбейткiштi математикалық күтiм таңбасының алдына 

көбейткiш ретiнде шығаруға болады  

)()( XMCCXM  ; 

 в) егер кездейсоқ шамалар тәуелсiз болса, онда қосындының 

математикалық күтiмi, математикалық күтiмдердiң қосындысына тең 

)()()( YMXMYXM  ; 

 г) егер кездейсоқ шамалар тәуелсiз болса, онда көбейтiндiнiң 

математикалық күтiмi, көбейткiштердiң математикалық күтiмдерiнiң 

көбейтiндiсiне тең, яғни 

)()()( YMXMXYM  . 

Х кездейсоқ шамасының дисперсиясы дегенiмiз, х пен М(Х)-тiң 

айырмасы квадратының математикалық күтiмi, яғни 
2))(()( ХMХMХD  . 

Математикалық күтiмнiң қасиеттерiн пайдаланып, дисперсияны 

есептеуге қолайлы формуланы аламыз: 

)()()( 22 ХMХMХD  . 

Дисперсияның қасиеттерi: 

а) тұрақтының дисперсиясы нөлге тең 0)( CD ,  C - тұрақты сан;  

б) тұрақты көбейткiштi дисперсия таңбасының алдына квадраттап 

шығаруға болады, яғни 

)()( 2 ХDCCХD  . 

в) егер X және Y кездейсоқ шамалар тәуелсiз болса, онда осы кездейсоқ 

шамалар қосындының дисперсиясы, олардың дисперсияларының 

қосындысына тең, яғни 
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)()()( YDХDYХD  . 

Кездейсоқ шаманың тағы бiр сандық сипаттамасы – орташа квадраттық 

ауытқуы   мына формуламен анықталады )()( xDx  . 

Үзіліссіз кездейсоқ шаманың сандық сипаттамалары. Егер кездейсоқ 

шама Х-тiң )(xf  тығыздығы берiлген болса, онда математикалық күтiмi 






 dxxfxxM )()( , 

ал дисперсиясы 

 




 dxxfxMxxD )()()(
2

, 

формулаларымен анықталады. 

Дисперсияны есептеу үшiн мына формула 

 





22 )()()( xMdxxfxxD , 

қолайлы болады. 

Математикалық күтiм мен дисперсияның дискреттiк кездейсоқ шама 

үшiн қасиеттерi сол қалпында өзгерместен үзiлiссiз кездейсоқ шамаларға да 

орындалады.  

 

 

4 Дәріс №4. Кездейсоқ шамалардың үлестірім заңдары 

 

4.1 Бiрқалыпты, көрсеткiштiк, қалыпты үлестiрiм заңдылықтары 

Бiрқалыпты үлестiрiм заңдылығы.  ba,  аралығынан мән 

қабылдайтын және үлестiрiм тығыздығы осы интервалдың ұзындығында 

тұрақты болатын Х кездейсоқ шаманы бiрқалыпты үлестiрiлген деп атайды. 

Анықтама бойынша 


















.,0

;,
1

;,0

)(

bx

bxa
ab

ax

xf  

Берiлген тығыздықты пайдаланып, бiрқалыпты кездейсоқ шаманың 

үлестiрiм функциясын табуға болады: 




















.,1

;,

;,0

)(

bx

bxa
ab

ax

ax

xF  
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Үлестірім тығыздығы (1 сурет) мен үлестірім функциясының (2 сурет) 

графиктері: 

               

 
 

               c 

 

 
             0      a             b 

 

1 сурет 

 

 

 
                  1 

 

 
 

                 O         a             b           x 

 

2 сурет 

 

Бiрқалыпты үлестiрiмнiң сандық сипаттамалары: 





b

a

ba
dxxfxxM ;

2
)()(  





b

a

ab
xMdxxfxxD

12

)(
)]([)()(

2
22 ; 

32
)(

ab
x


 . 

Кездейсоқ шаманың берілген ],[ dc  интервалына түсу ықтималдығы 

.
)(

ab

cd
dXcР




 , 

мұндағы ],[],[ badc  . 

 

Көрсеткiштiк үлестiрiм заңдылығы. Кездейсоқ шаманың тығыздығы 

(дифференциалдық функциясы):  










 0,

0,0
)(

xe

x
xf

x
, 

тең үлестiрiмдi көрсеткiштiк үлестiрiм деп атайды ( - тұрақты сан). Осыдан 
xexF  1)(  екенiн дәлелдеуге болады 














.0,1

;0,0
)()(

xe

x
dxxfxF

x

x


 

Көрсеткiштiк үлестiрiм арқылы кездейсоқ шаманың сандық 

сипаттамалары: 






1
)(;

1
)(;

1
)(

2
 xxDxM . 

Үлестірім тығыздығы (3 сурет) мен үлестірім функциясының (4 сурет) 

графиктері: 

f(x) 
F(x) 
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                
 
 

 
                 O                                x 

3 сурет 

 

 

 

 

 

 
  O                                  x 

 

                  4 сурет 

 

Қалыпты үлестiрiм заңдылығы. ),(   аралығынан мән 

қабылдайтын және ықтималдықтар тығыздығы 

2

2

2

)(

2

1
)( 



ax

exf




  

теңдiгiмен анықталатын Х кездейсоқ шамасын қалыпты үлестiрiм деп 

атайды, мұндағы а, 0  - нақты параметрлер: а – математикалық үміт, σ – 

орташа квадраттық ауытқуы. 
 

       Ықтималдықтың қалыпты 

үлестірімінің тығыздығының графигі 

қалыпты қисық немесе Гаусс қисығы деп 

аталады (5 сурет). Гаусс қисығының 

графигін )(xf  функ-циясын 

математикалық талдау әдістерімен зерттеп 

салуға болады. 

 

 

 

 

 

 

        0     a-b      a       a+b 

5 сурет 
 

 Кездейсоқ шаманың үлестірім функциясы мына түрде жазылады: 

dtexF

atх
2

2

2

)(

2

1
)( 








 , 

оның мәндері кесте арқылы беріледі. Лаплас функциясы немесе 

ықтималдықтар интегралы келесі формуламен беріледі: 

dteФ(х)

x t





0

2

2

2

1

 . 

Осы Лаплас функциясы арқылы қалыпты үлестiрiлген кездейсоқ шаманың 

үлестірім функциясын басқаша анықтаса болады: 

5,0)( 






 




ax
ФxF . 

Үлестірім функциясының қасиеттерін қолданып қалыпты үлестiрiлген 

кездейсоқ шаманың ),(   аралығына түсу ықтималдығын табуға болады 

f(x) F(x) 

f(x) 
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






 








 











а
Ф

а
ФХР )( . 

Есептер шығару барысында келесі қасиеттерді ескеру қажет: 

1) 0)0( Ф . 

2) 
2

1
)(,

2

1
)(  ФФ . 

3) )()( хФхФ  . 

 Кез келген 5x  мәндері үшін Лаплас функциясыны мәні 0,5(х)Ф   

тең. Қалыпты үлестiрiмнiң сандық сипаттамалары: axM )( , 

2)( xD . 

 

4.2 Үлкен сандар заңы. Орталық шектік теоремасы. Чебышев 

теңсiздiгi мен теоремасы  

 Үлкен сандар заңы деп аталатын теоремалар n
xxx ,...,

21  кездейсоқ 

шамаларының арифметикалық ортасына қатысты теоремалар болып 
саналады. Мұндай теоремалардың маңызы өте зор. Үлкен сандар заңдарының 
негiзгiсi және де жалпылық маңызы бар Чебышев теоремаларын келтiрейiк: 

Теорема (Чебышев теңсiздiгi). Егер Х кездейсоқ шамасының 
дисперсиясы бар болса, онда кез келген   оң саны үшiн 

 
2

)(
1)(




xD
xMxP   

теңсiздiгi орынды болады, бұл жерде )(xM  кездейсоқ шаманың 

математикалық күтiмi. Бұл теңсiздiктi басқаша да жазуға болады: 

 
2

)(
)(




xD
xMxP  . 

Осы екi теңсiздiктердi Чебышев теңсiздiктерi деп атайды. 

Теорема (Чебышев теоремасы) Егер nxxx ,..., 21  тәуелсiз кездейсоқ 

шамаларының тұрақты C санымен шектелген дисперсиялары бар болса, онда 
кез келген   оң саны үшiн 


















n
n

xMxMxM

n

xxx
P nn 1

)(...)()(... 2111   

Теорема. (Бернулли теоремасы). Егер тәуелсiз n тәжiрибе жүргiзгенде 
А оқиғасының пайда болу саны m болса және бiр тәжiрибеден екiншi 

тәжiрибеге өткенде pAP )(  ,1,)(  qpqAP  ықтималдықтары 

тұрақты болып қалса, онда кез келген   оң саны үшiн 













n

p
n

m
P 1 . 
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 2 Модуль. Математикалық статистиканың элементтері 

 

5 Дәріс №5. Математикалық статистика пәні  

 

5.1 Математикалық статистика пәні, негізгі ұғымдар 

Дүниеде болып жатқан кездейсоқ құбылыстарды зерттеу үшiн 

бақылаулардың нәтижелерi – статистикалық мәлiметтер қажет екенiн бiлемiз. 

Сол статистикалық мәлiметтердi жинап, өңдеп, ғылыми талдау жасаумен 

шұғылданатын ғылымды математикалық статистика деп айтады.  

Айталық, берiлген объектiлерiнiң жиынының сапасын сан жағынан 

зерттеу керек болсын. Зерттеу үшiн объектiлердiң бәрiн немесе бiр бөлiгiн 

тексередi. Егер объектiлер өте құнды және саны аз болса, онда барлығын 

тексеруге болады. Ал егер саны көп және зерттеуге үлкен шығын кететiн 

болса, онда оның бiр бөлiгiн зерттеумен тоқталады. 

Кездейсоқ алынған объектiлердiң жиынын таңдама деп атайды. Ал сол 

таңдамалар жататын жиынды бас жиын деп атайды.  

Таңдаманың (бас жиынның) көлемi деп сол жиындағы объектiлердiң 

санын айтады. 

Егер таңдама объектiсi, екiншi таңдама алынбай, қайтадан бас жиынға 

қосылатын болса, онда таңдаманы қайталанатын деп айтады. 

Егер алынған таңдама бас жиынға қайтпайтын болса, онда оны 

қайталанбайтын таңдама деп айтады. 

Практикада, көбiне қайталанбайтын таңдамалар қарастырылады. 

Әрине, таңдама алыну үшiн, әрбiр объектiң таңдамаға кiру ықтималдығы 

бiрдей болу керек, яғни таңдама репрезентантты болсын дейдi. Таңдамалар, 

кездейсоқ, өзiне тән заңдылығымен алынады. 

 Белгісіз үлестірім заңын анықтау. Қандай да бір Х белгісін зерттеу 

үшін n тәуелсіз сынақ жүргізілсін. Олардың әрқайсысында Х шамасы қандай 

да бір мәндер қабылдасын. Кез келген таңдама алайық (1 кесте) 
 

  1 кесте 

Зерттеу № 1 2 ... 

Варианталар 1х  2х  ... 

 

 Вариациалық қатар деп таңдаманы өсу ретімен орналастырған қатарды 

атайды (2 кесте) 

 

  2 кесте  

№ 1 2 ... k 

iх  1х  2х   kх  
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 Мұндағы min1 xх ,  maxxхk  . Егер iх  вариантасының in  жиілігі 

және ),...,2,1(,* ki
n

n
p i

i   қатысты жиілігі болса және nn
i

i   болса, 

онда жиіліктердің статистикалық қатарын (3 кесте) және қатысты жиіліктің 

статистикалық қатарын (4 кесте) алуға болады. 

 

3 кесте      4 кесте 

iх  1х  2х  ... kх   iх  1х  2х  ... kх  

in  1n  2n  ... kn   

n

n
p i

i 
*

 
*
1p  

*
2p  

... *
kp  

 

Практикада үлкен көлемді таңдамалар кездеседі немесе зерттелетін 

белгі үзіліссіз болады. Мұндай жағдайларда интервалдық статистикалық 

қатар деп аталатын қатар қарастырамыз. Оны құру үшін бақыланатын 

мәндердің жиынын ...1201  xxxxx  тең ұзындықты 

...),,[),,[ 2110 xxxx  аралықтарына бөлеміз. Аралық санын және x  ұзындығын 

анықтау үшін Стерджес формуласын қолданайық 

x

R
x

2log1
    немесе   

m

R
x  , 

 мұндағы abxxR  minmax  - таңдама құлашы; 

                    3
2 72,1lg322,3log nnn  ; 

                     nm lg322,31   - интервалдар саны. 

Бірінші интервалдын басы ретінде 
2

min

x
xхбастапкы


  шамасын 

алуға болады. Интервалдық қатардың екінші және үшінші жолдарына сәйкес 

интервалға түсетін бақылау саны (яғни интервалдың варианталарының 

жиілігінің қосындысы) және интервалдың варианталарының қатысты 

жиілігінің қосындысы жазылады. Сонымен, интервалдық қатар (5 кесте) 

келесі түрде жазылады 

 

 5 кесте 

iх  1х  2х  ... kх  

in  1n  2n  ... kn  

n

n
p i

i 
*

 
*
1p  

*
2p  

... *
kp  

 

 Егер варианта орнына интервал ортасын алсақ, интервалдық қатардан 

топталған немесе дискретті статистикалық қатар (6 кесте) алуға болады  
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 6 кесте 

2

1 ii xx
 

2

21 xx 
 

2

32 xx 
 

... 

2

1 kk xx
 

in  1n  2n  ... kn  

n

n
p i

i 
*

 
*
1p  

*
2p  

... *
kp  

 

 5.2 Эмпирикалық үлестiрiм функциясы. Полигон және 

гистограмма 

 

Эмпирикалық үлестiрiм функциясы. Айталық, бас жиыннан бiр 

таңдама алынсын делiк. Бұл таңдамада 1x  объектiсi 1n  рет, 2x  объектiсi 2n  

рет, т.с.с. kx объектiсi kn  рет байқалған болсын және 



k

i
i nn

1

– таңдаманың 

көлемi болсын, сонда ),...,2,1( Nixi  -лердi варианталар, ал олардың өспелi 

түрде жазылған тiзбегiн – вариациялық қатар деп атайды. Байқалған in  

сандарды жиiлiк, ал 
n

ni  – салыстырмалы жиiлiк деп атайды. 

Варианталардың өзiн және оларға сәйкес жиiлiктердi немесе 

салыстырмалы жиiлiктердi көрсететiн кестенi статистикалық үлестiрiм деп 

атайды. Мысалы, мына кесте 

 

1x  2x  3x  … 
1kx  kx  

1n  2n  3n  … 
1kn  kn  

 

варианталармен оның жиiлiктерiнiң сәйкестiгiн көрсетедi, яғни 

статистикалық үлестiрiм болады. 

 xX   оқиғаның салыстырмалы жиiлiгiн эмпирикалық үлестiрiм 

функциясы деп айтады және )(* xF  белгiлейдi. Анықтама бойынша 

n

n
xF x)(* , 

мұндағы xn - х-тен кiшi варианталардың саны;   

n  - таңдама көлемi. 

Ықтималдық теориясындағы дифференциалдық функция )(xF  – 

ықтималдықты көрсетедi, ал )(* xF -тiң мәндерi салыстырмалы жиiлiктердi 

бередi. Бiрақ, екеуiнiң қасиеттерi бiрдей: 

а) эмпирикалық функцияның мәндерi  1;0  аралығында жатады; 

б) )(* xF – кемiмейтiн функция; 



24 
 

в) егер 1x – ең кiшi варианта болса, онда )(0)(* 1xxxF  , ал kx – 

ең үлкен варианта болса, онда )(1)(* kxxxF  . 

Полигон және гистограмма. Көрнектi болу үшiн, практикалық 

есептерде полигон және гистограмма дейтiн статистикалық үлестiрiмнiң 

сұлба түрiнде берiлетiн ұғымдарды қарастырады. 

Мына ),(),...,,(),,( 2211 kk nxnxnx  нүктелерiн кесiндiлерiмен қосатын 

сынық қисық сызықты жиiлiктiң полигоны деп атайды. 

Ал, ),(),...,,(),,( 2211 kk wxwxwx  нүктелердi кесiндiлерiмен қосатын 

қисық сызықты салыстырмалы жиiлiктiң полигоны деп атайды. Мысалы, 

төмендегі сұлба салыстырмалы жиiлiктiң полигонын көрсетедi (6 сурет). 

 

 

 

 

 

 

 

6 сурет 

 

Статистикалық қатардың көлемі үлкен болған жағдайда кездейсоқ 

шаманың мәндерін ұзындықтары бірдей болып интервалдарға бөледі. Бұл 

операцияны вариациялық қатардың элементтерін топтастыру деп атайды. 

Кездейсок шаманың мәндерін топтастырғанда, әрбір элемент бір ғана 

интервалда жатуы міндетті. Әрі қарай, әр интервалға кіретін таңдама 

мәндерін санап, жиіліктерді есептейді.  

Табанының ұзындығы h , биiктiгi 
h

ni  немесе 








h

wi  тең тiк бұрышты 

төртбұрыштардан құралған баспалдақ фигураны жиiлiктiң (салыстырмалы 

жиiлiктiң) гистограммасы деп атайды. 

Мысалы, төмендегі сұлбатегi тiкбұрышты төртбұрыштың құрамы – 

салыстырмалы жиiлiктiң гистограммасы (7 сурет). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7 сурет 

w

Wi 

0    1        2        3       4        5       6        x 

wi 

 h 

      5        10      15      20       25       30        x 
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6 Дәріс №6. Үлестірімнің параметрлерінің статистикалық 

бағалары 

 

6.1 Таңдама ортасы, таңдама дисперсиясы, түзетілген таңдама 

дисперсиясы 
 

Алдымен, N көлемдi nххх ,...,, 21  варианталардан құралған бас 

жиынның сипаттамаларын анықтайық.  

Бас жиынның ортасын Бx  деп белгiлейдi және 

N

x

N

xxx
x

N

k
k

n
Б





 121

...
. 

Егер 
k

ххх ,...,,
21

 варианталарына сәйкес 
k

NNN ,...,,
21

 жиiлiктерi 

берiлген болса, онда  

N

Nx

N

NxNxNx
x

k

m
mm

kk
Б





 12211

...
 

бұл жерде 
m

NNNN  ...
21

.  

Таңдаманың n  көлемдi ортасы Тx  келесі формуламен анықталады 

n

x

n

xxx
x

N

k
k

n

T





 121

...
. 

Егер 
k

xxx ,...,,
21

 таңдаманың мәндерiне сәйкес 
k

nnn ,...,,
21

 жиiлiктерi 

берiлген болса 

n

nx

n

nxnxnx
x

k

m
mm

kk
Т





 12211

...
, 

мұндағы 
k

nnnn  ...
21

. 

N  көлемдi бас жиынның 
N

xxx ,...,,
21

 элементтерi берiлген болса, онда 

 

N

xx

D

N

i

Бi

Б






 1

2

 

– бас жиынның дисперсиясы деп аталады.  

Егер бас жиынның 
k

xxx ,...,,
21

 элементтерiне сәйкес 
k

NNN ,...,,
21

 

жиiлiктерi берiлген болса, онда 
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 

N

Nxx

D
i

k

i

Бi

Б






 1

2

, 

болады. 

 Егер nxxx
n
,...,,

21
 көлемдi таңдама болса, онда таңдама 

дисперсиясы 

 

n

xx

D

n

i

Тi

Т






 1

2

. 

 Ал, егер 
k

xxx ,...,,
21

 варианталарға сәйкес жиiлiктер 
k

nnnn ,...,,,
321

 

болса, онда 

 

n

xxn

D

k

i

Tii

T






 1

2

, 

бұл жерде 
k

nnnn  ...
21

. 

Дисперсияны (бас жиынның немесе таңдаманың) санау үшiн мына 

формулалар өте қолайлы 

 22

xxD  , 

мұндағы 

n

xn
x

n

xn
x

iiii 


2
2

, . 

Кездейсоқ жиындардың тағы бiр сипаттамасы - орта квадраттың 

ауытқуы 

ТТ
D . 

Практикалық есептердi шығаруға керек болатын екi анықтаманы 

берейiк. 

Мода 
0

М  деп варианталардың iшiнде ең жиi кездесетiн варианта мәнін 

айтады (8 сурет).  

 

iр  

 

 

 

 

 

 

 О         0M                             х 

8 сурет 
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Медиана деп вариациялық қатардағы мәндердiң дәл ортасы болатын 

вариантаны айтады (9-10 суреттер), яғни )()( ее MХРMХР    

Симметриялық үлестірім болған жағдайда медиана мәні және мода 

математикалық үмітпен бірдей болады . 

 

 

 f(x) 

 

 

 

 

 

  О                0M                             х 

9 сурет 

 

        f(x) 

 

 

 
                 )( еMXР        )( еMXР   

 

           О                   еM                      х 

10 сурет 

 

 

6.2 Нүктелік бағалаулар. Интервалдық бағалаулар. Сенiмдiлiк 

интервалдары 

 

Нүктелік бағалаулар. Бас жиыннан алынған n  көлемдi 
n

xxx ,...,,
21

 

таңдамасын қарастыралық. Бұл кездейсоқ шамалар тәуелсiз және олардың 

үлестiрiмi бiрдей, яғни тең үлестiрiмдi. Атап айтқанда, х-тiң әрқайсысының 

үлестiрiмi бас жиынға сай келетiн Х кездейсоқ шамасының үлестiрiмiне тең 

болады. 

Бас жиынның   сипаттамасына баға деп таңдама мүшелерiнен 

жасалған ),...,(*
21 n

xxx   функциясын айтады. *  бағасы 
n

xxx ,...,,
21

 

таңдамасы бойынша құрылғандықтан, таңдама көлемiне байланысты болады. 

Сондықтан, *  параметрiнiң бағасын 
*

n
  деп белгiлеймiз. 

Бас жиынның   параметрi үшiн нүктелiк деп аталатын бағалаудың 

мақсаты – бағалардың iшiндегi ең тәуiр *  бағасын сайлап алу. 

Егер бағаның математикалық үмiтi бағалайтын   параметрге тең болса, 

яғни  *)(M  теңдiгi орындалса, онда бағаны ығыспайтын деп атайды. 

  параметрiнiң *  бағасы үшiн кез келген оң   саны берiлгенде 

1)(lim * 



n

n
P , 

теңдiгi орындалса, онда *  бағасын   параметрiнiң тыңғылықты бағасы деп 

атайды. 

Теорема. Х кездейсоқ шаманың a  математикалық үмiтi үшiн таңдама 

ортасы 





n

i
iТ

x
n

x
1

1
, 
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ығыспайтын және тыңғылықты баға болады, яғни  

а) axM
Т
)( ; 

б) )0(1)(lim 


axP Т
n

. 

Осындай бағалауды таңдаманың дисперсиясына да қолданатын болсақ, 

 
БT

DDМ   екенiн көремiз, яғни таңдаманың дисперсиясы 
T

D  бас 

жиынның дисперсиясы 
Б

D  үшiн ығыспайтын баға болмайды. Бұл жағдайда 

мынадай формула қолданған қолайлы: 

Б
D

n

n
S

12 
 . 

2S -ты «түзетiлген» дисперсия деп атайды. 

Теорема. Х кездейсоқ шамасының D2  дисперсиясы үшiн 

«түзетiлген» дисперсия 








n

i
i

xx
n

S
1

2
2

)(
1

1
, 

ығыспайтын және тыңғылықты баға болады. 

Сонымен, баға ең тәуiр болу үшiн, ол ығыспайтын, тыңғылықты және 

эффектiлi болу керек. 

Интервалдық бағалаулар. Сенiмдiлiк интервалдары. Бiз   

параметрiнiң бiр ғана *  бағасы туралы мәселенi қарастырдық. Мұндай 

бағаны нүктелiк баға деп атайды. Бiр ғана нүктелiк бағамен шектелетiн 

болсақ, өрескел қателер болуы мүмкiн, сондықтан, бiр белгiлi сенiмдiлiкпен 

),(   интервалында жататын белгiсiз параметрдi қарастырайық. 

  параметрiнiң *  бағасы бойынша сенiмдiлiгi деп   *  

теңсiздiгiнiң орындалу ықтималдығы  -ны айтады, яғни 

  )*(P , бұл жерде  -бағаның дәлдiгi.    *,*  

интервалын   сенiмдiлiгiмен алынған сенiмдiлiк интервалы деп атайды. 

1 Қалыпты үлестiрiммен берiлген сандық сипатты Х кездейсоқ 

шаманың белгiсiз а математикалық үмiтiн таңдамалық орташа Tx  арқылы   

сенiмдiлiгiмен бағалау үшiн мынадай сенiмдiлiк интервалын аламыз: 

а) егер  -бас орташа квадраттық ауытқуы белгiлi болса, онда 

n
txa

n
tx

ТТ


 , 

мұндағы t -саны 
2

)(


 t  теңдеуiнен табылатын сан, оны Лаплас 

функциясының мәндер кестесiнен аламыз; 

б) егер  - белгiсiз болса, онда 
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n

S
txa

n

S
tx

ТТ


 , 

мұндағы S -түзетiлген таңдамалық орташа квадраттық ауытқуы;  

                 ),( ntt 

 -шамасы кестеден анықталады. 

2 Қалыпты үлестiрiммен берiлген Х-тың бас орташа квадраттық 

ауытқуы  -ны берiлген   сенiмдiлiгiмен бағалау үшiн мынадай сенiмдiлiк 

интервалдарын аламыз: 

,1),1()1(  qегерqSqS   
 

1),1(0  qегерqs . 

Бұл жерде ),( nqq   - кестеден алынады. 

 

 

7 Дәріс № 7. Моменттер әдісі.  Ең көп шындыққа сыятын әдіс 

 

7.1 Моменттер және таңдамалық моменттер. Кездейсоқ шаманың 

параметрлерiн бағалайтын моменттер әдiсi 
 

Айталық Х-кездейсоқ шамасы оның )(xM  математикалық үмiтi 

берiлсiн. 

)( nxM  шамасын n -шi реттi момент деп, ал 
nxMxM ))((   шамасын 

n -шi реттi центрлiк момент деп атайды. Мәселен 1-ші реттi момент – 

математикалық үмiт, 2-шi реттi момент, яғни центрлiк момент - дисперсия  

болады. Моменттердi былай белгiлейдi 
n

n
n

n xMxMxMm ))((),(   . 

Моменттер арқылы кездейсоқ шаманың түрлi сипаттамалары 

анықталады. 

Х кездейсоқ шаманың ассиметрия коэффициентi 

3

3






s
a , 

теңдiгiмен анықталады. Бұл жерде   дегеніміз Х-тың орта квадраттық 

ауытқуы.  

Х кездейсоқ шаманың эксцессi деп 

3
4

4 



s

E , 

теңдiгiмен анықталған шаманы айтады. 

Эмпирикалық немесе таңдаманың моменттерiн де анықтауға болады: 





S

i

k
Tiik

S

i

k

iik
xxn

n
xn

n
m

1

*

1

* )(
1

;
1

 , 

мұндағы 
*

k
m  дегеніміз k - реттi бастапқы эмпирикалық момент;  
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*

k
  дегеніміз k - реттi центрлiк эмпирикалық момент. 

Ендi 
kk

m ,  моменттердi (параметрлердi) бағалайтын моменттер әдiсiн 

келтiрейiк. 

Егер бас жиынның параметрлерi 
S

 ,...,
21

 болса, онда теориялық 

моменттер мына формуламен анықталады 

),...,2,1()(),...,,(
21

smxM m

Sm
 . 

Таңдауларды бақылау арқылы таңдаманың моменттерiн табамыз 

smx
n

n

i

m

im
,...,2,1

1

1

*  


 . 

Ендi бір-бiрiн теңестiру арқылы мынадай жүйеге келемiз 

),...,2,1(),...,,( *

21
sm

mSm
 . 

Осы жүйенi 
S

 ,...,,
21

 белгiсiздер арқылы шығарып, 
S


~

,...,
~

,
~

21
-тең 

болатын параметрлердiң бағаларын табамыз. 

Бiзге Х кездейсоқ шамасы берiлсiн және М(х) деп оның математикалық 

үмiтi белгiленген. 

Анықтама. )( nxM  шамасын n-шi реттi момент деп, ал 
nxMxM ))((   

шамасын n-шi реттi центрлiк момент деп атайды. Моменттердi былай 

белгiлейдi 
n

n
n

n xMxMxMm ))((),(   . 

Мәселен 1-ші реттi момент – математикалық үмiт, 2-шi реттi центрлiк 

момент - дисперсия болады.  

Моменттер арқылы кездейсоқ шаманың түрлi сипаттамалары 

анықталады. 

Анықтама. Х кездейсоқ шаманың ассиметрия коэффициентi 
3

3




sa  

теңдiгiмен анықталады. Бұл жерде   дегеніміз Х-тың орта квадраттың 

ауытқуы.  

Анықтама. Х кездейсоқ шаманың эксцессi деп 3
4

4 



sE  

теңдiгiмен анықталған шаманы айтады. 

Эмпирикалық немесе таңдаманың моменттерi келесі түрде анықталады: 





S

i

k
Tiik

S

i

k
iik xxn

n
xn

n
m

1

*

1

* )(
1

;
1

  

мұндағы 
*
km  дегеніміз k -реттi бастапқы эмпирикалық момент; 

                
*
k  дегеніміз k -реттi центрлiк эмпирикалық момент. 
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Ендi kkm ,  параметрлердi бағалайтын моменттер әдiсiн келтiрейiк. 

Егер бас жиынның параметрлерi S ,..., 21  болса, онда теориялық 

моменттер мына формуламен анықталады 

),...2,1()(),...,( 21 smxM m
Sm   

Таңдауларды бақылау арқылы, таңдаманың моменттерiн табамыз 

smx
n

n

i

m
im ,...,2,1

1

1

*  


 . 

Ендi бір-бiрiн теңестiру арқылы мынадай жүйеге келемiз 

),...2,1(),...,( *
21 smmSm  . 

Осы жүйенi S ,..., 21  белгiсiздер арқылы шығарып, S
~

,...
~

,
~

21 -тең 

болатын параметрлердiң бағаларын табамыз. 

 

7.2 Статистикалық болжамдарды тексеру. Пирсонның 2  -квадрат 

критерийi 
 

Статистикалық болжам деп кездейсоқ шаманың үлестiрiмiнiң түрi 

немесе үлестiрiм параметрлерi туралы алдын ала жасалатын болжамды 

айтады. Статистикалық болжам таңдаманың көмегiмен тексерiледi. 

Алдымен нөлдiк болжам деп аталатын тексерiлуге тиiс 0H  болжамы 

қарастырылады. Бұл болжамға қарсы болжамды альтернативтi деп атап  1H  

әрпiмен белгiлейдi. Мысалы үлестiрiмнiң белгiсiз параметрi   тұралы 

нөлдiк болжам 00 :  H  болса, онда 01 :  H  болады. 

Статистикалық болжамды тексеру барысында екi түрлi қате жiберiлуi 

мүмкiн. Бiрiншi тектi қате - 0H  болжамы жоққа шығарылып, 1H  болжамы 

қабылданады, бірақ негiзiнде 0H  дұрыс. Екiншi тектi қате - 0H  болжамын 

қабылдаймыз, бірақ негiзiнде 1H  болжамы дұрыс. Бiрiншi тектi қате жiберу 

ықтималдығын маңыздылық деңгейi деймiз де,   әрпiмен белгiлеймiз. 

Болжамды тексерудiң жалпы сұлбасы. Үлестiрiмi белгiлi 

статистикалық критерий деп аталатын F кездейсоқ шамасы енгiзiледi. Бұл 

шаманың әртүрлi еркiндiк дәрежелерi болып, ал үлестiрiмi: қалыпты, -

квадрат, Стьюдент Фишер-Снедекор үлестiрiмдерiмен берiлуi мүмкiн. 

1. Таңдамалық (эмпирикалық) белгiлi деректерге сүйене отырып, 

критерийдiң бақыланатын мәнi бакF  анықталады. 

2. Берiлген   маңыздылық деңгейiнде F үлестiрiмiнiң сын нүктелерi 

кестесi арқылы, критерийдiң сындық мәнi - сынF  анықталады. 

3. Егер бакF  сынF  болса, онда 0H  болжамын жоққа шығаруға негiз 

жоқ, ал егер бакF  сынF  болса, онда 0H  болжамы қабылданбайды. 
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Егер үлестiрiм заңы белгiсiз болса, онда "бас жиын А заңы бойынша 

үлестiрiлген", - деген нөлдiк болжам келiсiмдiк критерийлерi арқылы 

тексерiледi. Олардың бiрнеше түрi бар: Пирсон, Колмогоров, Смирнов 

критерийлерi. 

0H : "бас жиын қалыпты үлестiрiммен" берiлген деген болжамды 

тексеру үшiн Пирсонның келiсiмдiк 
2  критерийi қолданылады. Мысал 

ретiнде h қадамымен бiркелкi орналасқан таңдама қарастырайық: 
 

ix  1x  2x  3x  … mx  

in  1n  2n  3n  … mn  
 

Мұның теориялық жиiлiктерiн табамыз:  

),...,2,1()(0 miu
nh

n i

T

i  


, 

бұл жерде 

2

2

2

1
)(;

u

T

Ti
i eu

xx
u












. 

Осыдан мына кесте анықталады: 

Эмпирикалық 

жиiлiктер 
1n  2n  3n  … mn  

Теориялық жиiлiктер 0
1n  0

2n  0
3n  … 0

mn  
 

Теориялық және эмпирикалық жиiлiктердiң бiр-бiрiнен ауытқуы 
кездейсоқ па, бақылаулар саны аз ба, әлде "бас жиын қалыпты үлестiрiммен 
берiлген" деген нөлдiк болжам дұрыс емес пе? Осы сұрақтарға Пирсон 
критерийi жауап бередi. Оның тексеру сұлбасы: 

1) Статистикалық критерий ретiнде мына кездейсоқ шамасын аламыз: 

 






m

i i

ii

n

nn

1
0

20
2 . 

Бұл шама – еркiндiк дәрежесi 21 sk  болатын, -квадрат 
үлестiрiммен таралған кездейсоқ шама. Мұнда s - таңдамадағы топтар саны, 
r -үлестiрiм параметрлерiнiң саны. 

2) Берiлген деректерге сүйене отырып, критерийдiң бақыланатын 
мәнiн анықтаймыз 

 






m

i i

ii
бак

n

nn

1
0

20
2 . 

3) Берiлген   маңыздылық деңгейiнде, -квадрат үлестiрiмнiң сын 

нүктелерi кестесi арқылы );(2 kсын   критерийдiң сандық мәнiн табамыз. 
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4) Егер ),(22 kсынбак    - нөлдiк болжамды жоққа шығаруға негiз 

жоқ,  ал егер ),(22 kсынбак    - нөлдiк болжам қабылданбайды. 

 
 
8 Дәріс №8. Корреляциялық тәуелдiлiктер 

 

Тәжiрибе нәтижесiнде екi X және Y кездейсоқ шамалары  
қарастырылсын. Бұлардың арасындағы тәуелдiлiктi корреляциялық деп 
атайды. Корреляциялық тәуелдiлiктi зерттеу үшiн X пен Y шамаларының 
арасындағы, корреляция коэффициентi деп аталатын сипаттама енгiзiледi. 

Анықтама. X және Y кездейсоқ шамаларының корреляция 
коэффициентi 

)()(

)()(),(

yx

yMxMyxM
r

 


  

теңдiгiмен анықталады. 

Корреляция коэффициентiнiң қасиеттерiн атап өтейiк: 
1) Егер X және Y кездейсоқ шамалары тәуелсiз болса, онда корреляция 

коэффициентi нөлге тең. Шынында да егер кездейсоқ шамалар тәуелсiз 

болса, онда )()(),( yMxMyxM  , сондықтан 0r . 

2) Корреляция коэффициентiнiң абсолют шамасы бiрден асып 

кетпейдi, яғни 1r . 

3) Егер X және Y-тың арасында сызықтық тәуелдiлiк болса, онда 

1r , керiсiнше, 1r  теңдiгi X және Y-тiң арасында 

) ,( constbabaxy   сызықтық тәуелдiлiгiнiң бар болатынын көрсетедi. 

4) Корреляция коэффициентi X және Y-тiң қаншалықты "жақын" екенiн 
көрсетедi. 

X және Y кездейсоқ шамалардың арасындағы сызықтық 
тәуелдiлiктердiң iшiнде статистикалық маңызы бар регрессия теңдеулерi деп 
аталатын теңдеулер: 

Y-тың X-қа регрессиясы: 

))((
)(

)(
)( xMx

x

y
ryMy 



 

X-тың Y-қа регрессиясы: 

))((
)(

)(
)( yMy

y

x
rxMx 



. 

Регрессияның статистикалық мазмұнын бiлу үшiн оның анықтамасын 
келтiрейiк. 

1-анықтама. yY   мәнiн қабылданғандағы X кездейсоқ шамасының  

математикалық үмiтiн X-тiң Y-ке регрессиясы деп атайды. 

2-анықтама. xX   мәнiн қабылданғандағы y  кездейсоқ шамасының 

математикалық үмiтiн Y- тiң X-ке регрессиясы деп атайды. 
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Ендi корреляция коэффициентiн және регрессия теңдеулерiн таңдама 

арқылы жазуға көшелiк. X кездейсоқ шамасының nxxx ,..., 21  таңдама 

мүшелерi Y кездейсоқ шамасы үшiн таңдама nyyy ,..., 21  болсын. 

Тәжiрибеде X,Y кездейсоқ шамалары бiрiккен түрде қарастырылады да 

оның мәнi ),( ii yx  түрiнде екi өлшемдi шама болады. Тәжiрибелер n-рет бiр-

бiрiнен тәуелсiз жүргiзiледi деп, n-таңдама көлемi белгiлейiк. Сонымен бiрге 

дара таңдамана орталықтарын x  және y , таңдаманың дара дисперсияларын 
2
x  және 2

y , ал орта квадраттық айытқуларды x  және y  арқылы 

белгiлейiк. Сонда, таңдаманың корреляциялық коэффициентi мына 
формуламен анықталады: 

yx

n

i

ii

T

yxyx
n

r
 






1

1

. 

Кейде бұл формуладағы x  және y -тердiң орнына ығыспайтын xS  

және yS  бағалары қолданылады. 

 YX ,  кездейсоқ шамаларына сәйкес        ,...,,,,, 332211 yxyxyx  

 nn yx ,...  таңдамасы бойынша регрессия түзулердiң теңдеулерi былай 

жазылады: 
Х-тiң Y-ке таңдама регрессия теңдеуi: 

)( xxryy
x

y

T 



. 

Y -тiң Х-ке таңдама регрессия теңдеуi: 

)( yyrxx
y

x
T 



 

Ең кiшi квадраттар әдiсi. Айталық, x пен y айнымалылардың 

арасындағы тәуелдiлiк әйтеуiр бiр әдiспен белгiлi болсын: )(xy  . Бірақ, 

бұл функциялық тәуелдiлiкке қатынасатын kaaa ,...,, 21  параметрлер 

белгiсiз болсын. Осы параметрлердi айқындау үшiн x пен y айнымалыларына 

тәжiрибе жүргiзелiк. Сонда      nn yxyxyx ,,...,,, 2211  мәндерi пайда болды 

делiк. Егер )(x  функцияны  

)(),...,,( 21 nkaaaxy k   

түрiнде жазатын болсақ, онда мынадай есеп шығаруымыз керек: 

Параметрлер kaaa ,...,, 21 -лардың қандай мәндерiнде мына 

қосындының 

 



n

i

ki aaaxyz
1

2

11 min,...,,(  

беретiнiн анықтау керек. 
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Математика курсында экстремум табу үшiн 
na

z

a

z

a

z












,...,,

21

 дербес 

туындыларын тауып, оларды нөлге теңестiруiмiз керек. Сонда kaaa ,...,, 21  

параметрлер табу үшiн k теңдеуден тұратын жүйе шығады. Осы жүйеден 
жоғарыдағы параметрлер табылады. Осылай табылған параметрлердi ең кiшi 
квадраттар әдiсi арқылы анықталған дейдi. 

baxy   сызықтық тәуелдiлiгiнде a және b параметрлердiң 

мәндерiн      nn yxyxyx ,...,,,,, 2211  эксперименталдық берiлгендерi 

бойынша анықтау керек. Мұнда 



n

i

ii baxyZ
1

2)(  деп алып, 
b

z

a

z








;  

дербес туындыларын табамыз және 





























n

i

ii

n

i

iii

baxy
b

z

xbaxy
a

z

1

1

01)(2

0)(2

 

жүйеге келемiз. Бұл жүйенi мына түрде жазуға болады 













 

  

 

  
n

1i

n

1i
ini

n

1i

n

1i

n

1i
iii

2

i

ybxa

yxxbxa

. 

Осыдан a және b-ны тауып, baxy   сызықтық тәуелдiлiкке 

келемiз. 

        nn yxyxyx ,...,,,,, 2211  эксперименталдық берiлгендерi бойынша 

cbxaxy  2
 үш мүшелiгiнiң a, b және c параметрлерiн ең кiшi 

квадраттар әдiсi арқылы мына жүйеден табамыз: 





















 

  

  

 

  

  

n

i

i

n

i

n

i

ii

n

i

ii

n

i

n

i

n

i

iii

n

i

ii

n

i

n

i

n

i

iii

ycnxbxa

yxxcxbxa

yxxcxbxa

11 1

2

11 1 1

23

1

2

1 1 1

234

. 

Осы жүйеден a, b және c-ны тауып, cbxaxy  2
 үшмүшелiкке 

қоямыз. 
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Глоссарий 

 

Ақиқат оқиға -  қандай да бір шарттар орындалғанда сынақ 

нәтижесінде міндетті түрде пайда болатын оқиға. 

Бас жиын - зерттеуге жататын барлық жиындық. 

Бернулли формуласы - n тәуелсіз сынақта А оқиғасының m рет пайда 

болуының ықтималдығы:  
mnmm

nn qpCmP )( ,   pqAPp  1),( . 

Биномдық үлестірім - Х кездейсоқ шамасының Бернулли 

формуласымен табылатын үлестірім заңы.  

Бірқалыпты үлестірімділік – ықтималдық тығыздығы тұрақты, барлық 

мүмкін мәндері ];[ ba  кесіндісінде жататын Х үзіліссіз кездейсоқ шамасының 

үлестірімділігі. 

Варианталар - жиындықтың мүшелерінде байқалатын белгінің әртүрлі 

мәндері. 

Вариантаның жиілігі – осы варианта таңдамада неше рет болатынын 

көрсететін сан. 

Вариантаның салыстырмалы жиілігі – вариантаның жиілігінің  

таңдаманың көлеміне қатынасы.  

Вариациялық қатар - варианталар мәндері сәйкес жиіліктерімен немесе 

салыстырмалы жиіліктерімен өсу ретімен орналасқан қатар. 

Дискретті кездейсоқ шама (ДКШ) - тізбек түрінде жазуға болатын 

әртүрлі мәндерді қабылдайтын шама. 

ДКШ-ның үлестірімділік заңы – кездейсоқ шаманың әрбір мүмкін 

мәніне осы мәнді қабылдайтын ықтималдықты сәйкес қоятын ереже. 

ДКШ-ның математикалық күтімі – дискретті кездейсоқ шаманың 

барлық мүмкін мәндерінің сәйкес ықтималдықтарына көбейтіндісінің 

қосындысы 



n

i

iinn pxpxpxpxXM
1

2211 ...)( . 

ДКШ-ның дисперсиясы – дискретті кездейсоқ шаманың кездейсоқ 

шаманың математикалық күтімінен ауытқуының квадратының 

математикалық күтімі 
2))((()( XMXMXD  . 

Жалғыз мүмкіндікті оқиғалар - сынақ нәтижесінде ең болмағанда 

біреуі пайда болатын оқиғалар. 

Интервалдық баға - бағаланатын параметрді жабатын интервалдың 

шеткі нүктелері болатын екі санмен анықталатын үлестірімділіктің 

параметрінің бағасы Қарама-қарсы оқиғалар - жалғыз мүмкіндікті және 

үйлесімсіз екі оқиға. 

Қарапайым оқиға - келесі шарттарды қанағаттандыратын оқиға: 1) 

толық топ құрайды, яғни әрбір сынақта олардың тек біреуі пайда болады; 2) 

бұл оқиғалар тең мүмкіндікті. 
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Қалыпты үлестірім - ықтималдық тығыздығы 










 


2

2

2

)(
exp

2

1
)(



ax
xf  болатын Х үзіліссіз кездейсоқ шамасының 

үлестірімділігі, мұндағы а -математикалық күтім,  -орташа квадраттық 

ауытқу. 

Кездейсоқ оқиға - сынақ нәтижесінде пайда болуы да, болмауы да 

мүмкін оқиға. 

Кездейсоқ шама - сан мәні сынақ нәтижесіне тәуелді өзгеретін шама. 

Математикалық статистика пәні – статистикалық заңдылықтарды 

анықтау мақсатында бақылаудың нәтижелерін өңдеудің, жинаудың 

математикалық әдістері. 

Мүмкін емес оқиға - сынақ нәтижесінде пайда болмайтын оқиға. 

Нүктелік баға - үлестірімділіктің бір санмен өрнектелген параметрінің 

бағасы. 

Оқиғаларының көбейтіндісі - осы оқиғалардың бірге пайда болуынан 

тұратын оқиға. 

Оқиғаларының қосындысы - осы оқиғалардың ең болмағанда біреуі 

пайда болуынан тұратын оқиға. 

Оқиғаның салыстырмалы жиілігі – А оқиғасы пайда болған сынақтар 

санының жүргізілген барлық сынақтар санына қатынасы. 

Оқиғалардың толық тобы - жалғыз мүмкіндікті және үйлесімсіз 

оқиғалар. 

Оқиғаның ықтималдығы – осы оқиғаға қолайлы жағдайлар санының 

барлық жағдайлар санына қатынасы 
n

m
AP )( . 

Орташа квадраттық ауытқу - дисперсиядан квадраттық түбір 

)()( XDX  . 

Сенімділік  интервал - бас жиындықтың белгісіз параметрін берілген 

  ықтималдығымен жабатын );( **    интервалы. 

Сенімділік ықтималдық   *
 теңсіздігі орындалатын   

ықтималдығы   )( *P , мұндағы   - бағаланатын параметр; *  - 

таңдама бойынша табылған осы параметрдің бағасы;  - дәлдік бағасы. 

Статистикалық жиын -  қандай да бір ортақ сапалық немесе сандық 

белгілермен бірігетін біртекті объектілер жиыны. 

Сынақтың орындалуына  қолайлы жағдайлар - А оқиғасы пайда 

болатын қарапайым оқиғалар. 

Таңдама – зерттеу үшін бас жиындықтан алынған объектілер жиыны. 

Тәуелсіз оқиғалар - олардың біреуінің пайда болуы екіншісінің 

ықтималдығын өзгертпейді. 

Тәуелсіз сынақтар - әрбір сынақтың қандай да бір нәтижесінің 

ықтималдығы басқа сынақтардың нәтижесіне тәуелсіз. 
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Шартты ықтималдық - А оқиғасы пайда болды деп ұйғарғаннан 

кейінгі )(BPA  есептелген В оқиғасының ықтималдығы. 

Ықтималдықтар теориясы пәні - кездейсоқ құбылыстардың 

заңдылықтарын зерттейтін математиканың саласы. 

Ықтималдық тығыздығы - үлестірімділік функциясының туындысы, 

)()( / xFxf  . 

Үйлесімсіз оқиғалар - бірдей уақытта сынақта пайда болмайтың 

оқиғалар. 

Үзіліссіз кездейсоқ шама - қандай да бір сандық аралықтағы барлық 

мүмкін мәндерді қабылдайтын кездейсоқ шама. 

Үлестірім функциясы - X  кездейсоқ шама х-тен кіші мәндерді 

қабылдайтындығының ықтималдығын анықтайтын )(xF  функциясы, яғни  

)()( xXPxF  . 

Үестірімділіктің параметрін бағалау – таңдаманың берілгендері 

бойынша есептелінген параметрдің жуық мәні. 
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1 қосымшасы  

 









2
exp

2

1
)(

2x
x


  функциясының мәндері 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973 

0,1  3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 

0,2 3910 3902 0894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825 

0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697 

0,4 3683 3668 3652 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538 

0,5 3521 3503 3485 3467 34448 3429 3410 3391 3372 3352 

0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144 

0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920 

0,8 2897 2874 2827 2803 2780 2756 2756 2732 2709 2685 

0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444 

 

1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203 

1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965 

1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736 

1,3 1714 1691 1609 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518 

1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 

1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127 

1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957 

1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804 

1,8 0709 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669 

1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 

 

2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 

2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363 

2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290 

2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 

2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180 

2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139 

2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107 

2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081 

2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061 

2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046 

 

3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 

3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025 

3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018 

3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013 
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3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009 

3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006 

3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0001 

3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 

3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 

3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001 

 

2 қосымшасы 

 









x

dt
t

xФ
0

2

2
exp

2

1
)(


 функциясының мәндері 

 

х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) х Ф(х) 

 

0,00 0,0000         

0,01 0,0040 0,51 0,1950 1,01 0,3438 1,51 0,4345 2,02 04783 

0,02 0,0080 0,52 0,1985 1,02 0,3461 1,52 0,4357 2,04 0,4793 

0,03 0,0120 0,53 0,2019 1,03 0,3485 1,53 0,4370 2,06 0,4803 

0,04 0,0160 0,54 0,2054 1,04 0,3508 1,54 0,4382 2,08 0,4812 

0,05 0,0199 0,55 0,2088 1,05 0,3531 1,55 0,4394 2,10 0,4821 

0,06 0,0239 0,56 0,2123 1,06 0,3554 1,56 0,4406 2,12 0,4830 

0,07 0,0279 0,57 0,2157 1,07 0,3577 1,57 0,4418 2,14 0,4838 

0,08 0,0319 0,58 0,2190 1,08 0,3599 1,58 0,4429 2,16 0,4846 

0,09 0,0359 0,59 0,2224 1,09 0,3621 1,59 0,4441 2,18 0,4854 

0,10 0,0398 0,60 0,2257 1,10 0,3643 1,60 0,4452 2,20 0,4861 

 

0,11 0,0438 0,61 0,2291 1,11 0,3665 1,61 0,4463 2,22 0,4868 

0,12 0,0478 0,62 0,2324 1,12 0,3686 1,62 0,4474 2,24 0,4875 

0,13 0,0517 0,63 0,2357 1,13 0,3708 1,63 0,4484 2,26 0,4881 

0,14 0,0557 0,64 0,2389 1,14 0,3729 1,64 0,4495 2,28 0,4887 

0,15 0,0596 0,65 0,2422 1,15 0,3749 1,65 0,4205 2,30 0,4893 

0,16 0,0636 0,66 0,2454 1,16 0,3770 1,66 0,4515 2,32 0,4898 

0,17 0,0675 0,67 0,2486 1,17 0,3790 1,67 0,4525 2,34 0,4904 

0,18 0,0714 0,68 0,2517 1,18 0,3810 1,68 0,4535 2,36 0,4909 

0,19 0,0753 0,69 0,2549 1,19 0,3830 1,69 0,4545 2,38 0,4913 

0,20 0,0793 0,70 0,2580 1,20 0,3849 1,70 0,4554 2,40 0,4918 

 

0,21 0,0832 0,71 0,2611 1,21 0,3869 1,71 0,4564 2,42 0,4922 

0,22 0,0871 0,72 0,2642 1,22 0,3883 1,72 0,4573 2,44 0,4927 

0,23 0,0910 0,73 0,2673 1,23 0,3907 1,73 0,4582 2,46 0,4931 

0,24 0,0948 0,74 0,2703 1,24 0,3925 1,74 0,4591 2,48 0,4934 

0,25 0,0987 0,75 0,2734 1,25 0,3944 1,75 0,4599 2,50 0,4938 

0,26 0,126 0,76 0,2764 1,26 0,3962 1,76 0,4608 2,52 0,4941 
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0,27 0,1064 0,77 0,2794 1,27 0,3980 1,77 0,4616 2,54 0,4945 

0,28 0,1103 0,78 0,2823 1,28 0,3997 1,78 0,4625 2,56 0,4948 

0,29 0,1141 0,79 0,2852 1,29 0,4015 1,79 0,4633 2,58 0,4951 

0,30 0,1179 0,80 0,2881 1,30 0,4032 1,80 0,4641 2,60 0,4953 

 

0,31 0,1217 0,81 0,2910 1,31 0,4049 1,81 0,4649 2,62 0,4956 

0,32 0,1255 0,82 0,2939 1,32 0,4066 1,82 0,4656 2,64 0,4959 

0,33 0,1293 0,83 0,2967 1,33 0,4082 1,83 0,4664 2,66 0,4961 

0,34 0,1331 0,84 0,2995 1,34 0,4099 1,84 0,4671 2,68 0,4963 

0,35 0,1368 0,85 0,3023 1,35 0,4115 1,85 0,4678 2,70 0,4965 

0,36 0,1406 0,86 0,3051 1,35 0,4131 1,86 0,4686 2,72 0,4967 

0,37 0,1443 0,87 0,3078 1,37 0,4147 1,87 0,4693 2,74 0,4969 

0,38 0,1480 0,88 0,3106 1,38 0,4162 1,88 0,4699 2,76 0,4971 

0,39 0,1517 0,89 0,3133 1,39 0,4177 1,89 0,4706 2,78 0,4973 

0,40 0,1554 0,90 0,3159 1,40 0,4192 1,90 0,4713 2,80 0,4974 

 

0,41 0,1591 0,91 0,3186 1,41 0,4207 1,91 0,4719 2,82 0,4976 

0,42 0,1628 0,92 0,3212 1,42 0,4222 1,92 0,4726 2,84 0,4977 

0,43 0,1664 0,93 0,3238 1,43 0,4236 1,93 0,1732 2,86 0,4979 

0,44 0,1700 0,94 0,3264 1,44 0,4251 1,94 0,4738 2,88 0,4980 

0,45 0,1736 0,95 0,3289 1,45 0,4265 1,95 0,4744 2,90 0,4981 

0,46 0,1772 0,96 0,3315 1,46 0,4279 1,96 0,4750 2,92 0,4982 

0,47 0,1808 0,97 0,3340 1,47 0,4292 1,97 0,4756 2,94 0,4984 

0,48 0,1844 0,98 0,3365 1,48 0,4306 1,98 0,4761 2,96 0,4985 

0,49 0,1879 0,99 0,3389 1,49 0,4319 1,99 0,4767 2,98 0,4986 

0,50 0,1915 1,00 0,3413 1,50 0,4332 2,00 0,4772 3,00 0,49865 

       

      3,2 0,49931 3,8 0,499928 

      3,4 0,49966 4,00 0,499968 

      3,6 0,499841 4,50 0,499997 

        5,00 0,499997 
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