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Введение 

 

 В настоящее время математические методы находят широкое 

применение в самых различных областях науки и техники, они стали 

составной частью любой технической дисциплины. Это предъявляет 

повышенные требования к подготовке инженеров и научных работников и  

приводит к необходимости усиления прикладной направленности курса 

математики и повышения уровня фундаментальной математической 

подготовки. 

Методические указания содержат расчетно-графические работы по 

разделам «Дифференциальные уравнения первого порядка, высшего порядка, 

системы дифференциальных уравнений». 

 По каждой части приведены теоретические вопросы. Дано решение 

типового варианта по каждому РГР. 

 Номер варианта каждого студента определяется по списку группы. 

Расчетно -графическая работа должна выполняться четко и разборчиво в 

ученической тетради. 
 

1 Расчётно-графическая работа №1. Дифференциальные уравнения 

первого порядка 

 

Цели: ознакомиться с основными понятиями дифференциальных 

уравнений, рассмотреть методы решения некоторыхдифференциальных 

уравнений первого порядка. 
 

1.1 Теоретические вопросы 

 
1. Основные понятиядифференциальных уравнений. Геометрическая 

интерпретация. Задача Коши. 

2. Уравнения с разделяющимися переменными. Однородные уравнения. 

3. Линейные уравнения первого порядка.  

4. Уравнения в полных дифференциалах, интегрирующий множитель.  

5. Приведение дифференциального уравнения к системе уравнений. 

 

1.2 Расчётные  задания  

 

1 Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального 

уравнения. 

 
      

1.1     
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1.4     
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1.7     
x
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2
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  

1.25     
y

x

dx

dy

2
  1.26    xy

dx
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dx
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dy 3
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2 Найти решение задачи Коши. 
 

   

2.1       10,2  yyy  2.2        10,2  yyy  

2.3       00,2  yyy  2.4        21,2  yyy  

2.5       21,2  yyy  2.6        31,2  yyy  

2.7       41,2  yyy  2.8        10,2  yyy  

2.9       20,2  yyy  2.10      52,2  yyy  

2.11      32,2  yyy  2.12      41,2  yyy  

2.13      30,2 2  yyy  2.14       10,3 2  yyy  

2.15      20,3  yyy  2.16       40,3  yyy  

2.17      11,
1
2

 y
y

y  2.18       10,
1
2

 y
y

y  

2.19      00,1 2  yyy  2.20       01,4 2  yyy  

2.21     10,12  yyy  2.22       20,12  yyy  

2.23      20,12  yyy  2.24       10,1 2  yyy  

2.25    2)0(,
1

 y
y

y  2.26    1)0(,
1 2




 y
y

y
y  

2.27      10,3 2  yyy  2.28       20,1 2  yyy  
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2.29   1)0(,
4

3
2




 y
y

y
y  2.30   1)0(,

4

3



 y

y

y
y  

 

3 Найти общее решение (общий интеграл) уравнения с 

разделяющимися переменными. 

 

3.1  
22 2334 xyyyxyyx 

 

3.2 

011 22  xyyyx  

3.3  

yyxyyy  224  

3.4  

yyxyyy  223  

3.5 
22 3266 xyyyxyyx   

3.6   

011 22  xyyyx  

3.7 

0)5( 22  dxyedye xx  

3.8  

011 22  yxyy  

3.9    
22 2366 xyyyxyyx   

3.10 

045 22  xyyyx  

3.11 

0)4(  dxedyey xx  

3.12   

04 22  xxyyx  

3.13 
22 222 xyyyxyyx   

3.14 

014 22  xyyyx  

3.15   

0)8(  dxyedye xx  

3.16 

015 22  xyyy  

3.17   
22 36 xyyyxyyx   

3.18   

0ln  yxyy  

3.19  

01 22  xxyyx  

3.20 
22 3226 xyyyxyyx   

3.21   
xx yeye  )1(  

3.22  

0)ln1(  yxyy  

3.23  
xx eyye  )3(  

3.24 

013 22  xyyy

 

3.25 
22 xyyyxyyx   

3.26 

0)(45 22  yyyxy

 

3.27 
xx eyye  )1(  

3.28 

0)1(32 22  yyxy  

3.29 
222 xyyyxyyx   

3.30   

  0122 22  yxyx

 

 

4 Решить однородное уравнение.  

 

4.1     12 
x

y
y  4.2     23 

x

y
y  4.3     23 

x

y
y  

4.4     15 
x

y
y  

4.5     1
2

2


x

y

x

y
y  4.6     

x

y

x

y
y 

2

2
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4.7      4
2

2


x

y

x

y
y  4.8     1

2

2


x

y

x

y
y  4.9   45

2

2


x

y

x

y
y  

4.10    43
2

2


x

y

x

y
y  4.11    95

2

2


x

y

x

y
y  4.12    53

2

2


x

y

x

y
y  

4.13    83
2

2


x

y

x

y
y  4.14      2

2

2


x

y

x

y
y  4.15    12

2

2


x

y

x

y
y  

4.16    y
x

y
yx 
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4.17     yyxyx  22  4.18 yyxyx  222  

4.19    xy
x

y
yx 

3
2  

4.20    xyyyx  22 3  
4.21    32 

x

y
y  

4.22    43 
x

y
y  4.23    32 

x

y
y  

4.24   

22
2

2


x

y

x

y
y  

4.25    1
2

2


x

y

x

y
y  4.26    362

2

2


x

y

x

y
y  

4.27   

24
2

2


x

y

x

y
y  

4.28    483
2

2


x

y

x

y
y  4.29    66

2

2


x

y

x

y
y  4.30  5104

2

2


x

y

x

y
y  

 

5 Найти общее решение (общий интеграл) однородного уравнения. 

 

5.1     
22

32






x

yx
y  5.2    

22

2






x

yx
y  5.3    

33

43






x

yx
y  

5.4    
2

22






yx

y
y  5.5    

23

2






yx

yx
y  5.6    

1

32






x

yx
y  

5.7   89

87






yx

yx
y  5.8    

63

43






x

yx
y  5.9    

12

33






yx

y
y  

5.10   
34

32






yx

yx
y  5.11   

22

32






x

yx
y  5.12   

910

98






yx

yx
y  

5.13   
55

532






x

yx
y  5.14   

723

84






yx

y
y  5.15    

45

43






yx

yx
y  

5.16   
1

32






x

yx
y  5.17   

1

32






x

yx
y  5.18   

1

123






x

yx
y  

5.19   
134

55






yx

y
y  5.20   

56

54






yx

yx
y  5.21   

1

2






x

yx
y  
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5.22   
44

32






x

yx
y  5.23    

22

32






x

yx
y  5.24   

222 


yx

y
y  

5.25   
67

65






yx

yx
y  5.26   

2

4






x

yx
y  5.27   

1

3






yx

yx
y  

5.28   
33

132






x

yx
y  5.29   

945

66






yx

y
y  5.30   

78

76






yx

yx
y  

 

6 Решить линейное уравнение. 

 
    

6.1       01,3  yx
x

y
y  6.2        24,  yx

x

y
y  

6.3       11,
1

3
 y

xx

y
y  6.4        11,  yx

x

y
y  

6.5       14,  yx
x

y
y  6.6       01,  ye

x

y
y x  

6.7       01,
1

2
2




 y
xx

y
y  6.8       10,,2

2

 yxexyy x  

6.9       21,,2
2

 yxexyy x  6.10      21,2
2

  yexyy x  

6.11      10,2  yxxyy  6.12      20,22  yxxyy  

6.13      0,cos  yx
x

y
y  6.14      1,ln  eyx

x

y
y  

6.15      11,
2

 yx
x

y
y  6.16      22,1

2
 y

x

y
y  

6.17      18,
2 3  yx
x

y
y  6.18      04,

2
 yx

x

y
y  

6.19    0
2

,
2cos2
2












y

x

x

x

y
y  6.20      10,2  yxxyy  

6.21      18,3  yx
x

y
y  6.22      11,2  yex

x

y
y x  

6.23      10,2  yxxyy  6.24      21,2
22  yexxyy x  

6.25      20,2
2

  yxexyy x  6.26      11,
2
2

 y
xx

y
y  

6.27      10,2sincos  yxxyy  6.28     
2

1
0,44 3  yxxyy  

6.29      11,3  yx
x

y
y  6.30     




1
,sin  yx

x

y
y  
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7 Решить уравнение Бернулли. 

 

7.1      
2xyyy 

 
7.2      

32 xyyy   7.3      
2xyyy 

 

7.4      yxyy   7.5      yxyy   7.6      
32 xyyy   

7.7      
22 yxyy   7.8      

222 yxyy   7.9      
22 yxyy   

7.10     
22xyyy   7.11     

32xyyy   7.12     
222 yxyy   

7.13     
2

3

1
xyyy   7.14     22

yy
x

y   7.15     2

2

1
2 xyyy   

7.16     
21
yy

x
y   7.17     

22
yy

x
y   7.18     21

yy
x

y   

7.19     222 xyyy   7.20     
23 xyyy   7.21     

33 xyyy   

7.22     
xeyyy 22   7.23     

xeyyy 222   7.24     
22 xyyy   

7.25     
xeyyy 522   7.26     

y

x
yy 24   7.27     

xeyyy  22  

7.28     22
2

yy
x

y   7.29     2

4

1
xyyy   7.30      

y

x
yy  3  

 

8 Решить уравнение в полных дифференциалах. 
 

8.1   0
1

212
2


















 dy

x
ydx

x

y
x  8.2 0

2
cos

22
cos

2
3

2

2 







 dy

y

x

y

x
dx

y

x

y
x  

8.3       0843 22  dyexydxyx y  8.4     013 32  dyexdxex yy
 

8.5       02sec22  dytgxxydxxyy  8.6     0222  dyyxydxxy  

8.7       032323 232  dyyxxdxyyx  8.8       023232 2232  dyyyxdxxxy  

8.9     02424 2222  dyxxyydxyxyx  8.10   022 22






  dyytgeyxdxxe yy  

8.11   01
1

1
2























 dy

y

x
dx

y
 8.12   0

)()(
22






yx

dyyxdxyx
 

8.13       0// 32222  dyyxyxdxyxxy  8.14     055 232  dyyyxdxxxy  

8.15   02cos
1

cos
2









 dyy

x

y

x
dx

x

y

x

y
 8.16     03cos 23  dyexydxxy y  

8.17   0
231

34

2

2















 dy

x

y
dx

x

y

x
 8.18   0

1
2




 dy
x

xy
dx

x

y
 

8.19   0
11

22






dy

xy

xy
dx

yx

xy
 8.20   0

2

2




 dy
y

yx

y

dx
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1.3 Решение типового варианта  

 

В первых трёх заданиях даны уравнения с разделяющимися  

переменными. Чтобы их решить, поступаем так: если уравнение содержит 

производные, то записываем их через дифференциалы, т.е.  
dx

dy
y  , затем 

умножаем обе части уравнения на dx  и преобразуем уравнение так, чтобы 

перед  dx  была функция, зависящая только от х, а перед dy  - только от у. 

Будет получено уравнение с разделёнными переменными, каждую часть 

которого проинтегрируем. Если результат интегрирования можно записать в 

виде, разрешённом относительно у, то это общее решение, если в 

неразрешённом, то - общий интеграл. 

1. Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального 

уравнения
   

.33 yx
dx

dy
  

Решение: .333333 dxyxdydxyxdyyx
dx

dy
  Разделим обе 

части уравнения на  
3y , получим уравнение с разделёнными переменными 

dxx
y

dy 3

3
 . Проинтегрируем его:  

  dxx
y

dy 3

3
   c

xy






42

42

   .
42

1 4

2
c

x

y
  

Ответ:    c
x

y


42

1 4

2
 – общий интеграл уравнения.  

8.21   0cos
1

2









 dy

y

x
dxx

y
 8.22   0

1
2









 dy

x
dx

x

y
xe x  

8.23     0sin510 2  dyyxxydx  8.24     0cos  dyxeydxe yy  

8.25   0
2222



































dy

yx

y
xdxy

yx

x  

8.26     0cos2))cos(22(sin  dyyxdxyxx  

8.27   0
111

22222




































dy

y

x

yyx

y
dx

yxyx

x  

8.28     0cos2)sin)(cos( 22  dyyxydxxyx  

8.29   0
1

coscos
1

sinsin 
















 dy

y
xyxdx

x
xyy  

8.30       032363 23223  dyyxxdxxyyxx  
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2. Найти решение задачи Коши:     .
5

1
0,5 2  yyy  

Решение: dxydyy
dx

dy
yy 222 555  . Делим последнее 

равенство на 2y  и интегрируем:  dx
y

dy
5

2
   cx

y
 5

1
   

cx
y




5

1
. 

Итак, общее решение 
cx

y



5

1
.   

Найдём частное решение, удовлетворяющее начальному условию:  

,5
05

1

5

1



 c

c
 

55

1




x
y

 
– частное решение.  Заметим, что при 

делении уравнения на 2y  могло быть потеряно решение 0y . 

Непосредственной подстановкой в исходное уравнение убеждаемся, что 0y
 

удовлетворяет этому уравнению. Кроме того, 0y
 

является особым 

решением, т.к. его нельзя получить из общего решения при определённом 

значении константы с. 

Ответ: ,
55

1




x
y

 
0y . 

3. Найти общее решение (общий интеграл) уравнения с 

разделяющимися переменными  
xx eyye  22 )1( . 

 Решение: запишем y  через дифференциалы и умножим на  dx, получим  

dxedyye xx  22 )1( . Теперь разделим переменные, деля на ),1( 2xe  и 

проинтегрируем полученное равенство: 


 dx
e

e
dyy

x

x

2

2

1 33

3 c
earctg

y x  . 

Разрешая относительно у последнее равенство, получим общее решение. 

 Ответ: 3 3 xearctgcy 
  –  общее решение. 

4. Решить однородное уравнение: 1
x

y
y . 

Решение: задано однородное относительно переменных уравнение 

первого порядка. Такие уравнения приводятся к уравнениям с 

разделяющимися переменными заменой 
x

y
u     









uxuy

uxy
, т.е.   

1
x

y
y      1 uuxu      12  uxu .  
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Разделяем переменные в последнем уравнении и проинтегрируем: 

 12  u
dx

du
x     dxuxdu 12     x

dx

u

du


12  
  

 
Cx

u

ud
lnln

12

12

2

1





   

 
   Cxu lnln12ln

2

1
      

x

C
u 12 .  

Делаем обратную замену: 
x

C

x

y
 12  C

x

y
x  12  – общий 

интеграл. 

Ответ: C
x

y
x 12 . 

5. Найти общий интеграл дифференциального уравнения 
22

12






x

yx
y .  

 Решение: задано уравнение, приводящееся к однородному. При 

решении таких уравнений следует учесть следующее: если дано уравнение 

вида 
111

cybxa

cbyax
y




 (*), то возможны случаи:  

а) 0
1
 cc , тогда (*) однородное уравнение;  

б) 0
11


ba

ba
, тогда замена 









kyy

hxx

1

1
 приводит уравнение к 

однородному. В замене h  и k  решения системы  








0

0

111 cybxa

cbyax
;  

в) 0
11


ba

ba
, тогда t

b

b

a

a
 11

, поэтому (*)   
1)( cbyaxt

cbyax
y




 . 

Теперь замена zbyax   приведёт уравнение к уравнению с 

разделяющимися переменными. 

 В нашем случае 0
02

12
 , поэтому решаем систему 









022

012

x

yx










1

1

y

x
. После замены 









1

1

1

1

yy

xx
  1yy   уравнение 

примет вид 
1

11
1

2

2

x

yx
y


 . Это однородное уравнение, решаем его как в 

предыдущем задании: 
1

11
1

2

2

x

yx
y




 
  замена 

1

1

x

y
u 

 
  









uxuy

uxy

11

11

 
  
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1

11
1

2

2

x

uxx
uxu


    

1

1

2

2

x

dx

u

du



   cxu lnln2ln2 1    cux  2

1 )2( . 

Делая обратную замену, получим общий интеграл  c
x

yx






1

)32( 2

.  

 Ответ: c
x

yx






1

)32( 2

. 

6. Решить линейное уравнение: 

2
4 xxexyy  ,   1)0( y . 

Решение: задано линейным неоднородное уравнение первого порядка. 

Существует два способа решения таких уравнений: 

а) метод Бернулли или метод подстановки; 

б) метод Лагранжа или метод вариации произвольной постоянной. 

Рассмотрим оба способа.  

Метод Бернулли: делаем подстановку vuy  , vuvuy  .  

Данное уравнение примет вид: 
2

4 xxexuvvuvu     

 
2

4 xxexvvuvu   (*). Выбираем функцию  v  так, чтобы   04  xvv .  

Это уравнение с разделяющимися переменными, поэтому 04  xvv    

xv
dx

dv
4

 
  xdx

v

dv
4

 
  

22ln xv 
 
  .

22xev   

С учетом выбранной функции v, из уравнения (*) получим:  

2xxevu    
222 xx xeeu     

2xxe
dx

du 
 

  dxxedu x2    

.
22

2

22
2

С
ex

dedxxeu
x

xx 


















  

Функции   xuu    и    xvv 
 

найдены, следовательно, 

22 2

2

1 xx eCey 







 

 или 
22 2

2

1 xx Ceey  – общее решение. Используем 

начальное условие  1)0( y : 

1
2

1 00  Cee 
2

3
C . 

Ответ:   .
2

3

2

1 22 2xx eey   

Метод Лагранжа:  для данного линейного неоднородного уравнения 
2

4 xxexyy  соответствующим однородным уравнением будет уравнение 

04  xyy .  

Оно является также уравнением с разделяющимися переменными: 

04  xyy    xy
dx

dy
4    xdx

y

dy
4    Cxy ln2ln 2     

22xCey   – 
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общее решение соответствующего линейного однородного уравнения. Ищем 

решение неоднородного уравнения в виде ,)(
22xexCy   где )(xC – 

неизвестная функция. Подставим  
22)( xexCy   и  )(4)(

22 22 xCxeexCy xx     

в исходное уравнение: 
2222 222 )(44)()( xxxx xeexCxxexCexC     

222)( xx xeexC     

2

)( xxexC         1
2 222

2

1

2

1
)( CexdedxxexC xxx  

 . 

Итак,  
22222 2

1
2

1
2

2

1

2

1
)( xxxxx eCeeCeexCy 








 

– общее 

решение данного уравнения. Используем начальное условие 1)0( y : 

1
2

1 0

1

0  eCe 
2

3
1 C . 

Ответ:   .
2

3

2

1 22 2xx eey   

7.  Решить уравнение Бернулли:   .2

1

xyyy   

Решение: задано уравнение Бернулли, где 21n ; заменой 
2/11 yyz n  
 zzyzy  2;2

  его можно привести к линейному 

неоднородному уравнению, методы решения которого были рассмотрены в 

предыдущем задании. Сделаем замену:  zxzzz  22  .
2

1

2

1
xzz       

Полученное линейное уравнение решим методом Бернулли: делаем 

замену vuvuzuvz  ; , тогда xzz
2

1

2

1
    xuvvuvu

2

1

2

1
 . 

Полагаем 0
2

1
 vv    0

2


dx

v

dv
   0

2
ln 

x
v    .2

x

ev


  Таким образом, 

2
2

x
eu

x




   
2

2
x

e
dx

du
x




   dxe
x

du

x

2

2
    .2 22 cexeu

xx

  Итак, 

22 2222 
















xxxx

cexcexeevuz . Окончательно, 2zy  , т.е. 

.2

2

2

















x

cexy                                             

При решении уравнения Бернулли можно обойтись без замены, сразу 

решать его как линейное неоднородное, одним из двух известных методов.  
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Применим метод Лагранжа. Составляем соответствующее однородное 

уравнение и его общее решение: 0 yy    y
dx

dy
    dx

y

dy
    

cxy lnln     .xcey   Варьируем с и полагаем, что 
xexcy  )( (*) – 

общее решение данного уравнения. Подставляем 
xexcy  )(  и 

xx excexcy   )()( в исходное уравнение: 

2

1

))(()()()( xxxx excxexcexcexc      2)()(

x

excxxc     

2

)(

)(
x

xe
xc

xdc
   ...  1

22 242)(2 cexexc

xx

    .)2()( 2
1

22 cexexc

xx

   

Подставляем найденную функцию в (*): 
x

xx

ecexey  2
1

22 )2(  или, 

если вынести  
2

x

e  за скобки, то  
22

1 )2(

x

ecxy


  –  общее решение 

уравнения Бернулли. Таким образом, при любом подходе к решению получен 

один ответ. 

 Ответ: 

2

2 2
















x

cexy . 

8. Решить уравнение в полных дифференциалах:   

    .01  dyxedxyx y
 

Решение: проверим, что данное уравнение является уравнением в 

полных дифференциалах, т.е. проверим выполнение условия 
x

Q

y

P









: так как 

1),(  yxyxP , xeyxQ y ),( , то 1









x

Q

y

P
. Следовательно, условие 

выполнено, и левая часть уравнения есть полный дифференциал некоторой 

функции :u     dyedxyxdu y 11  . Т.к. ,0du то  Cu   – общий 

интеграл дифференциального уравнения. Итак, наша задача по полному 

дифференциалу функции найти саму функцию. Неизвестную функцию :u  

найдём по одной из формул  
y

y

x

x

cdyyxQdxyxPu

00

),(),( 0  или 

 
y

y

x

x

cdyyxQdxyxPu

00

),(),( 0 . В качестве 0x  и 0y  можно взять 

произвольные числа, поэтому пусть 00 x  и 00 y . По второй формуле 

имеем: 
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cexxy
x

cdyedxyxu
y

y

x
y

y
x














 

0
0

2

00 2
)1( =

cexxy
x y  1
2

2

.  

Итак, ,1
2

2

cexxy
x

u y   Cexxy
x

u y 
2

2

 , где С=1-с. 

Ответ: Cexxy
x y 
2

2

 – общий интеграл. 

 

2 Расчётно-графическая работа №2. Дифференциальные уравнения 

высшего порядка. Системы дифференциальных уравнений  

 

Цели: изучить различные методы решения дифференциальных 

уравнений высшего порядка и систем дифференциальных уравнений. 

 

2.1 Теоретические вопросы 

 

1. Уравнения высших порядков, допускающие понижение порядка. 

2. Линейные дифференциальные уравнения высшего порядка. 

3. Линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами.  

4. Линейные неоднородные уравненияс постоянными коэффициентами, 

метод вариации произвольных постоянных. 

5. Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами, 

метод подбора частного решения.  

6. Системы дифференциальных уравнений. 

 

2.2 Расчётные задания 

 

1 Решить уравнение второго порядка. 

 
      

1.1    xy 2sin  
1.2    

xey 2  1.3    
xxey   

1.4    
3

1

x
y   1.5   

21

1

x
y


  1.6    

x

x
y

3 2 1
  

1.7    
xxey   1.8    xy 7cos  1.9    xy 2cos  

1.10    
x

y
2cos

1
  1.11    

x
y




1

1
 1.12    

 31


x

x
y  

1.13     2xx eey   
1.14    21

x

ey


  1.15    21

x

ey


  
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1.16    
2

cos
2

sin
xx

y   
1.17    xy 2sin2  1.18     21 xxy   

1.19    
x

y
2cos

1
2

  1.20    
x

y
2sin

1
  1.21    

21

1

x
y


  

1.22    xxy cossin   1.23   xy 2cos  1.24    xy 4sin  

1.25    
3

1

x
xy   1.26    xy 2  

1.27    
12

1




x
y  

1.28     32 xy   1.29  xxy 2cossin   1.30    
xey 23  

 

 

2 Найти общее решение дифференциального уравнения, допускающего 

понижения порядка. 

 
 
 

     

2.1    yxxy  ln  2.2    1 yyx  2.3    yyx 2  

2.4    1 yyx  2.5    yyx   2.6    12 2  yyyx  

2.7    022  yxctgy  2.8    023  yxyx  2.9     yytgx  2  

2.10    yxctgy  22  2.11    134  yxyx  2.12    02  yyx  

2.13    021 2  yxyx  2.14   

045  yxyx  
2.15    02  yxyx  

2.16   yyyx  ln  2.17    ytgxy   2.18    02 2  yxy  

2.19    1 ytgxy  2.20    yxtgy  55  2.21    yxtgy  77  

2.22    12 2  yyyx  2.23   01  yyx  2.24   yxyx  cossin1  

2.25    
y

x
y


  2.26    

22 yyx   2.27    0
1

2
2




 y
x

x
y  

2.28    42 2  yyyx  2.29   yxyx  21 2  2.30    0 yyctgx  

 

3 Решить   задачу   Коши   для   уравнения,   допускающего   понижения  

порядка. 

  

3.1   
yeyy  ,   

        .1)0(,0)0(  yy  

3.2    02 2  yyy ,  

         .1)0(,1)0(  yy  

3.3    02  yyy ,                    

         .1)0(,1)0(  yy  

3.4    02 3  yy , 

        .3/1)0(,2)0(  yy  

3.5    22ytgyy  ,   

        .2)1(,2/)1(  yy   

3.6    22 yyy  ,   

        .1)0(,1)0(  yy  

3.7     0
1

2 2







y

y
y , 

          .1)0(,0)0(  yy  

3.8    35,0  yy ,  

             .2)0(,2/1)0(  yy  
3.9    

y

y
y


 ,    

         .2)0(,1)0(  yy  
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3.10    yy  2
,    

           .1)0(,3/2)0(  yy  

3.11     12 2  yyy ,  

           .1)0(,2)0(  yy  

3.12    yy  2 ,    

         .2)0(,2)0(  yy  

3.13    3 yy ,    

          .0)0(,1)0(  yy  

3.14    02 2  yyy , 

          .2)0(,1)0(  yy  

3.15    
2yyy  ,   

          .1)0(,0)0(  yy  

3.16    12 2  yyy ,  

          .1)0(,1)0(  yy  

3.17    
25)1( yyy  , 

          .1)0(,0)0(  yy  

3.18 ,2)23( 2yyy   

        .1)0(,0)0(  yy  

3.19    ,14 22 yy   

          .0)0(,1)0(  yy  

3.20    
22)1( yyy  , 

         .2)0(,2)0(  yy  

3.21    12  yyy ,   

          .0)0(,1)0(  yy  

3.22    03  yyy , 

          .2)0(,1)0(  yy  

3.23    02  yyy ,   

          .2)0(,1)0(  yy  

3.24    42 2  yyy , 

           .1)0(,0)0(  yy  

3.25    0 yeyy , 

          .1)0(,0)0(  yy  

3.26  ,)1( 2 yyyy   

         .2)0(,2)0(  yy  

2.27    
21 yy  ,    

           .1)0(,0)0(  yy  

3.28    ,
2

1 2y
y


   

           .0)0(,0)0(  yy  

3.29    ,yyy     

          .2)0(,1)0(  yy  
3.30    

y
y

1
 ,    

          .0)0(,0)0(  yy  

 

4 Найти общее решение линейного однородного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами. 

 
    

4.1    096  yyy  4.2    02  yyy  4.3    0172  yyy  

4.4    044  yyy  4.5    069  yyy  4.6    02  yyy  

4.7    02  yyy  4.8    0256  yyy  4.9    044  yyy  

4.10  044  yyy  4.11    096  yyy  4.12    0102  yyy  

4.1 044  yyy  4.14    03  yy  4.15    0258  yyy  

4.16    023  yyy  4.17    0168  yyy  4.18  03612  yyy  

4.19 0168  yyy  4.20  03712  yyy  4.21    0102  yyy  

4.22   084  yyy  4.23    02  yyy  4.24    03612  yyy  

4.25  04  yy  4.26    052  yyy  4.27    01236  yyy  

4.28 02510  yyy  4.29    02510  yyy  4.30    022  yyy  
 

5 Найти  решение задачи Коши. 

 

5.1       ,0136  yyy  

               .10,10  yy  

5.2     ,0136  yyy  

              .00,10  yy  

5.3    ,032  yyy  

             .10,00  yy  

5.4       ,0106  yyy  

               .10,00  yy  

5.5     ,0106  yyy  

             .10,10  yy  

5.6    ,09  yy  

            .20,10  yy  
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5.7       ,084  yyy  

               .10,00  yy  

5.8     ,032  yyy  

              .00,10  yy  

5.9     ,054  yyy       

              .00,10  yy  

5.10      ,054  yyy  

                .10,00  yy  

5.11   ,084  yyy  

              .10,00  yy  

5.12    ,0102  yyy  

               .00,10  yy  

5.13     ,0102  yyy  

                .10,00  yy  

5.14    ,02  yyy  

               .10,10  yy  

5.15    ,086  yyy  

               .10,20  yy  

5.16     ,044  yyy  

                .10,10  yy  

5.17 ,02610  yyy  

             .10,00  yy  

5.18  ,02610  yyy  

              .00,10  yy  

5.19     ,0134  yyy  

                .10,10  yy  

5.20    ,044  yyy  

              .00,20  yy  

5.21    ,086  yyy  

               .20,10  yy  

5.22    ,0 yy  

               .00,00  yy  

5.23    ,082  yyy  

               .20,10  yy  

5.24   ,03218  yy  

              .20,10  yy  

5.25    ,096  yyy  

               .10,20  yy  

5.26    ,096  yyy  

               .10,10  yy  

5.27  ,02610  yyy  

              .10,20  yy  

5.28    ,0256  yyy  

              .10,20  yy  

5.29   ,0136  yyy  

              .00,10  yy  

5.30    ,0 yy  

              .00,00  yy  
 

6 Найти   решение   линейного   неоднородного   уравнения   методом  

 подбора частного решения. 
 

6.1    182 2  xyyy  
6.2    23  xyy  

6.3    xeyyy 52   6.4    xxeyyy 482   

6.5    xeyyy 4782   6.6    xeyyy 282   

6.7    22 2  xyy  6.8    xeyyy  2  

6.9    5256 2  xyyy  6.10    356 2  xyyy  

6.11    xxeyyy 286   6.12    xeyyy 4586   

6.13    xxeyyy 286    6.14    xyy cos5  

6.15    xyy sin  6.16   xxyy sincos   

6.17    32 xxxyy   6.18    xxeyy   

6.19      xexyy 21  6.20      xexyy  5  

6.21    xeyyy 2244   6.22    xxeyyy  44  

6.23      xexyyy 2184   6.24    2584 xyyy   

6.25      xexyyy 2  6.26    52665 2  xxyyy  

6.27    11213  xyy  6.28    15 2  xyy  

6.29      xexyyy 214206   6.30     xxyyy  122  
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7 Найти   решение   линейного   неоднородного   уравнения   методом  

 вариации постоянных. 

 

7.1    )3/(123 xeyyy   7.2    xyy  cos/22 
 

7.3     xx eeyyy 22 1/486   7.4     xx eeyy 33 1/93   

7.5    xyy 4sin/1616   7.6    xctgyy 284   

7.7    xyy 4cos/1616   
7.8     xeyyy 21/486   

7.9     xx eeyy 22 1/42    7.10     xx eeyyy 33 1/9189   

7.11    
 2/

4

1

4
xctg

y
y   7.12      /cos

11
22 x

yy   

7.13     xeyyy  2/123  7.14    xyy  sin/22   

7.15     xx eeyyy   2/23  
7.16    

)3/(93 33 xx eeyy    

7.17    xyy 2sin/44   7.18    ctgxyy 4  

7.19    xyy 2cos/44   
7.20     xeyyy 22/486   

7.21     xx eeyy  2/  7.22     xx eeyyy 22 2/486  
 

7.23    ctgxyy 2  7.24    xyy 3sin/99   

7.25     xeyyy  1/123  7.26    xyy 3cos/99   

7.27     xx eeyyy  1/23  7.28     xx eeyy   2/  

7.29    xyy sin/1  7.30    xctgyy 244   

 

8  Решить систему дифференциальных уравнений. 

 
      

8.1













212

211

32

,32

yyy

yyy
 8.2     














212

211

2

,2

yyy

yyy
 

8.3














212

211

23

,23

yyy

yyy  

8.4













212

211

43

,43

yyy

yyy
 8.5     














212

211

34

,34

yyy

yyy  8.6














212

211

2

,2

yyy

yyy  

8.7














212

211

5

,5

yyy

yyy
 8.8     














212

211

42

,42

yyy

yyy  8.9














212

211

4

,4

yyy

yyy
 

8.10














212

211

52

,52

yyy

yyy
 8.11   














212

211

53

,53

yyy

yyy
 8.12














212

211

5

,5

yyy

yyy
 



22 
 

8.13














212

211

25

,25

yyy

yyy
 8.14   














212

211

45

,45

yyy

yyy
 8.15














212

211

35

,35

yyy

yyy
 

8.16
















212

211

7
2

1

,7
2

1

yyy

yyy
 8.17  














212

211

54

,54

yyy

yyy
 8.18














212

211

72

,72

yyy

yyy
 

8.19













212

211

4

,4

yyy

yyy
 8.20  














212

211

7

,7

yyy

yyy
 8.21
















212

211

2

3

,
2

3

yyy

yyy
 

8.22
















212

211

2

5

,
2

5

yyy

yyy
 8.23  
















212

211

2

1
5

,
2

1
5

yyy

yyy
 8.24














212

211

7

,7

yyy

yyy
 

8.25













212

211

24,0

,24,0

yyy

yyy
 8.26  














212

211

2,0

,2,0

yyy

yyy
 8.27














212

211

1,2

,1,2

yyy

yyy
 

8.28














212

211

5,05,4

,5,05,4

yyy

yyy  8.29  













212

211

2,08,0

,2,08,0

yyy

yyy
 8.30














212

211

2,3

,2,3

yyy

yyy
 

 

  

2.3 Решение типового варианта 

 

В заданиях 1, 2 и 3 заданы дифференциальные уравнения высших 

порядков, допускающие понижение порядка. Типы таких уравнений и 

рекомендации к их решению представлены в таблице.  

 
 
 

   

1  Производная 

неизвестной функции 

явно выражена через 

функцию от  х. 

n  раз интегрировать 

2 0),,(  yyyF  

Частный случай: 
0),( yyF  

 

В  уравнении нет  х 
Замена:  












dy

dp
py

ypy )(

 

3 0),,(  yyxF  

Частные случаи: 

0),(  yyF , 

0),( yxF , 0)( yF  

В  уравнении нет  у 

или нет  х  и  у 
Замена:  









py

xpy )(
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4 0),...,,,( )()1()(  nkk yyyxF  В  уравнении нет  у   

и её производных  

до  k– го порядка Замена:  























)()(

)1(

)( )(

knn

k

k

py

py

xpy


 

  

1. Решить уравнение второго порядка: .2cos2sin xxy   

Решение: задано уравнение второго порядка типа 1 из таблицы. 

Понижаем его порядок двукратным интегрированием: 

  xdxxdxxy 4sin
2

1
2cos2sin ;4cos

8

1
1Cx   

.4sin
32

1
4cos

8

1
4cos

8

1
2111 CxCxdxCxdxdxCxy 








    

Ответ:  214sin
32

1
CxCxy  общее решение. 

2. Найти общее решение дифференциального уравнения, допускающего 

понижения порядка:    .021 2  yxyx  

Решение: в данном уравнении отсутствует у, т.е. это уравнение типа 3 из 

таблицы. Делаем замену )(xpy  , )(xpy  :  

  021 2  yxyx      021 2  xpрx      021 2  xpdxdрx  –

уравнение с разделяющимися переменными. Делим обе части на  21 xp   и 

интегрируем:      

21

2

x

xdx

p

dp


 

 
2

2

1

1

x

xd

p

dp




    1

2 ln1lnln Cxp    2
1 1 xCp  .  

Так как yp  , то   2

1 1 xСy   2

3

1
3

C
x

xCy 







 – общее решение. 

 

Примечание: в процессе деления на  21 xp    мы могли потерять 

решения уравнений 0p  и 01 2  x . Первое даёт ,0 Cyy    но это 

решение находится в общем решении  при 01 C . Второе равенство 

01 2  x  невозможно при действительных  х. 

Ответ: 2

3

1
3

C
x

xCy 













 . 

3. Решить   задачу   Коши   для   уравнения,   допускающего   понижения  

порядка: 13 yy ,  ,1)1( y   .0)1( y  

Решение: данное уравнение относится к типу 2 в таблице, поэтому 

понизим порядок уравнения с помощью замены  ),(ypy   
dy

dp
py  : 
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13 yy    13 
dy

dp
py

 
  3y

dy
pdp 

 
  12

2

2

1

2
C

y

p
 . Заметим, что в таких 

задачах, если требуется найти не общее решение, а частное, удобнее 

определять константы сразу, как только они появляются, а не из общего 

решения. Поэтому подставим в последнее равенство начальные условия 

,0 yp  ,1y  получим 1
2

1
0 C 

2

1
1 C . Последнее равенство 

перепишется так 
2

1

2

1

2 2

2


y

p
 или 1

1
2

2 
y

p
 

  2

21

y

y
p




 
  

.
1 2

y

y

dx

dy
y


  Разделяем переменные и интегрируем: 

21 y

ydy
dx




 


 

 .1 2
2 Cyx    Найдём 2C  по начальным условиям ,1x  1y : 

2111 C     12 C . Итак, искомое решение имеет вид 11 2  yx  . 

Ответ: 11 2  yx  . 

В следующих двух заданиях требуется решить линейные однородные 

дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами, 

т.е. уравнения вида .0 qyypy  Общее решение этих уравнений 

зависит от корней характеристического уравнения .02  qpkk  Корни 

лучше вычислять по формуле: q
pp

k 
42

2

2,1 . Возможны случаи: 

а) 21 kk   – два действительных различных корня, тогда 

фундаментальная система решений (т.е. два линейно независимых частных 

решения) будет xk
ey 1

1  , xk
ey 2

2  , а общее решение – линейная комбинация 

решений фундаментальной системы: xkxk
eCeCy 21

21  ; 

б) kkk  21  – два одинаковых действительных корня (т.е. один 

двукратный действительный корень),  тогда фундаментальная система 

решений будет ,1
kxey   kxxey 2 , а общее решение – kxkx xeCeCy 21   или 

)( 21 xCCey kx  ; 

в) ik  2,1  – два сопряжённых комплексных корня, тогда 

фундаментальная система решений будет ,cos1 xey x   xey x  sin2  , а 

общее решение – xeCxeCy xx   sincos 21   или 

)sincos( 21 xCxCey x   . 

4. Найти общее решение линейного однородного уравнения с 

постоянными    коэффициентами: а) 01011  yyy ;   б) 06416  yyy . 

Решение:  
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а)  010112 kk  характеристическое уравнение, его корни 11 k , 

102 k  действительные различные. Поэтому ,1
xey   xey 10

2   – 

фундаментальная система решений, а общее решение имеет вид     

.10
2

1
1

xx eCeCy    

Ответ: xx eCeCy 10
21  ; 

б) 016162  kk  – характеристическое уравнение, его корни   

821  kk  – действительные равные. Поэтому ,8
1

xey   
xxey 8

2
  – 

фундаментальная система решений,  общее решение – .8
2

8
1

xx xeCeCy    

 Ответ:  21
8 xCCey x   . 

5. Найти  решение задачи Коши:     60,10,09  yyyy . 

Решение: характеристическое уравнение 092 k  имеет  сопряжённые 

комплексные корни ,31 ik   ik 32  . Так как  ik 302,1  , т.е.  3,0   , 

то фундаментальная система решений будет ,3cos1 xy   ,3sin2 xy   а  

    xCxCey x 3sin3cos 21
0 xCxC 3sin3cos 21   – общее решение. Для 

определения частного решения, удовлетворяющего начальным условиям, 

подставим эти начальные условия в общее решение и его производную 

xCxCy 3cos33sin3 21   и решим систему: 








603cos303sin3

103sin03cos

21

21

CC

CC

 
  

,11 C  .22 C  

Ответ: xxy 3sin23cos  . 

6-7. Найти общее решение линейного неоднородного уравнения:  

а) методом подбора частного решения: xeyyy 2622  ;  

б) методом вариации постоянных: .
1

2
2 


x

e
yyy

x

 

Решение: структура общего решения линейного неоднородного 

дифференциального уравнения 2-го порядка  с постоянными коэффициентами 

 xfqyypy  имеет вид  нчооно yyy ....  , где  ооy .  – общее решение 

соответствующего однородного  уравнения, нчy .  – частное решение 

неоднородного уравнения. Рассмотрим два метода решения этих уравнений:  

а) метод подбора частного решения применим, только если правая часть 

уравнения, т.е. функция f(x), имеет специальный вид 

]sin)(cos)([)( xxQxxPexf nm
x   , где  ,  – действительные числа, 

)(),( xQxP nm  – многочлены степеней m и n с действительными 

коэффициентами. Частные случаи  f(x):  

а) xAexf )( , ( 0,0  nm );  

б) xBxAxf  sincos)(  , ( 0,0  nm ); 

в) )()( xPxf m , ( 0,0   ); 
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г) x
m exPxf )()(  , ( 0 ); 

д) xxQxxPxf nm  sin)(cos)()(  , ( 0 ); 

е) )sincos()( xBxAexf x   , ( 0 nm ). 

Если  f(x) имеет вид, указанный выше, то частное решение 

неоднородного уравнения будет иметь подобную форму 

]sin)(cos)([. xxqxxpexy ll
xk

нч   , где 0k  – показатель кратности 

корня i   характеристического многочлена соответствующего 

однородного уравнения ( 0k , если i   не является корнем 

характеристического многочлена); ),max( nml  ; ),(xpl )(xql  – полные 

многочлены степени l с неопределёнными коэффициентами (например, если 

0l , то BxqAxp  )(,)( 00 ; если  1l , то DCxxqBAxxp  )(,)( 11 ; 

если 2l , то 11
2

12
2

2 )(,)( CxBxAxqCBxAxxp   и т.д.). Таким 

образом, для определения частного решения надо найти коэффициенты )(xpl  

и )(xql . Для этого подставляя нчy . , нчy . , нчy .  в данное уравнение, получим 

тождество, из которого и будут найдены коэффициенты. Итак, нчy .  найдено, 

общее решение соответствующего однородного  уравнения ооy .  известно как 

находить, задача решена. 

 В нашем случае 0222  kk  – характеристическое уравнение 

соответствующего однородного уравнения, ik 12,1  – его корни, 1 , 

следовательно,  xCxCеy x
oo sincos 21   – общее решение соответствующего 

однородного  уравнения.   

Так как   xexf 26 )0sin00cos6(2 xxe x   ,2  ,0  ,0m  ,0n  

2 i  не является корнем характеристического многочлена, поэтому 

;0k  ,0 nm    ,00,0max l  поэтому .)(,)( 00 BxqAxp   Подставляя 

эти значения в формулу ]sin)(cos)([. xxqxxpexy ll
xk

нч   , получим 

]0sin0cos[20
. xBxAexy x
нч  xAe2 . Для определения А подставим 

x
нч Aey 2
.  , x

нч Aey 2
. 2 , x

нч Aey 2
. 4  в первоначальное уравнение: 

       xxxx eAeAeAe 2222 62224     xx eAe 22 62     62 A    3A .  

Итак, .3 2
.

x
нч ey    

Следовательно, нчооно yyy ....    xx exCxCе 2
21 3sincos  – общее 

решение.  

Ответ:   xx exCxCey 2
11 3sincos  ; 

         б) метод вариации постоянных применим к любым линейным   

неоднородным уравнениям 2-го порядка  с постоянными коэффициентами, но 

он довольно часто приводит к сложным вычислениям, поэтому, если это 

возможно, лучше решать первым методом, если невозможно, то поступают 

так: находят общее решение соответствующего однородного  уравнения 
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2211 yCyCyoo  , где 1y  и 2y  – фундаментальная система решений. Общее 

решение неоднородного уравнения ищут в виде 2211 )()( yxCyxCyoн   (*), 

т.е. варьируют константы. Для определения неизвестных функций )(1 xC  и 

)(2 xC  составляется система:  









)()()(

0)()(

211

2211

xfxCyxC

yxCyxC

 
  )()( xxC ii 

   iii KdxxxC   )()( 
 

   

iii KxxC  )()( , ( 2,1i ). Осталось подставить )(1 xC  и )(2 xC  в (*): 

222111 ))(())(( yKxyKxyoн  . 

В нашем случае 0122  kk  – характеристическое уравнение,  

121  kk  – его корни, поэтому, xx
oo xeCeCy 21   – общее решение 

соответствующего однородного  уравнения. Варьируем константы: 
xx

oн xexCexCy )()( 21   (*) – общее решение данного уравнения.  

Составим систему 













.
1

))(()(

,0)()(

221

21

x

e
xeexCexC

xexCexC
x

xxx

xx

  

Умножая первое уравнение на  (-1) и прибавляя ко второму, получим 

22
1

)(
x

e
exC

x
x


 

22
1

1
)(

x
xC


  22 )( KxarctgxC  . Из первого 

уравнения получим: 
221

1
)()(

x

x
xxCxC


  1

2
1 )1ln(

2

1
)( KxxC  . 

Подставляем )(1 xC  и )(2 xC  в (*): xx
oн xeKxarctgexKy )())1ln(

2

1
( 2

2
1   

или )]1ln(
2

1
[][ 2

21 xexarctgxexeKeKy xxxx
oн  , где в первой 

квадратной скобке общее решение соответствующего однородного  

уравнения, во второй – частное решение данного уравнения, что 

соответствует структуре общего решения линейного неоднородного 

уравнения. 

Ответ: )]1ln(
2

1
[][ 2

21 xexarctgxexeKeKy xxxx  . 

8. Решить систему дифференциальных уравнений 








.49

,49

212

211

yyy

yyy
 

Решение: решим систему методом исключения неизвестных. Заметим, 

что складывая уравнения системы, получим 021  yy  12 yy  . Теперь 

дифференцируем первое уравнение системы и подставляем                          

12 yy  :  111 49 yyy   013 11  yy  – линейное однородное  уравнение 

с постоянными коэффициентами. 0132  kk  – характеристическое 

уравнение, 01 k , 132 k  – его корни. Тогда 
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.13
21

13
2

0
11

xxx eСCeСeCy    Так как 
xeCy 13

21
13  , то найдём  из 

первого уравнения :2y   

112 94 yyy     xx eCCeCy 13
21

13
22 913

4

1     .
4

9 13
212

xeCCy   

Ответ:    
















.
4

9

,

13

212

13

211

x

x

eCCy

eCCy
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