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Кіріспе 

 

 Қазіргі кезде математикалық әдістер ғылым мен техниканың әртүрлі 

салаларында қолданысын табуда, олар кез келген техникалық пәннің құрамдас 

бөлігіне айналған. Бұл инженерлер мен ғылыми қызметкерлер дайындауда 

жоғары талап қояды және  математика курсы мен  фундаментальды 

математикалық даярлау деңгейін жоғарылатуда қолданбалы бағытты күшейту 

қажеттігін туындатады. 

Әдістемелік нұсқаулық есептеу-сызба жұмыстарынан тұрады 

«Векторлық және сызықты алгебра,  сызықты теңдеулер жүйесі», «Комплекс 

сандар, көпмүшеліктер, сызықты операторлар, квадраттық формалар», 

«Аналитикалық геометрия». 

 Әр бөлім бойынша теориялық сұрақтар, мәліметтер келтірілген. Әрбір 

ЕСЖ бойынша типтік варианттың шешуі берілген. 

 Әрбір студенттің вариант номері топтың тізімі бойынша анықталады. 

Әсептеу-сызба жұмысы нақты, анық оқушы дәптерінде орындалған болу 

керек. 

 

1 Есептік-графикалық жұмыс 1. Векторлық және сызықты алгебра,  

сызықты теңдеулер жүйесі 

  

1.1 Теориялық  сұрақтар 

 

1 Анықтауыштар, олардың қасиеттері, есептеуі. 

2 Матрицалар, оларға қолданылатын амалдар, кері матрица. 

3 Матрицаның рангы және оны есептеу. 

4 Векторлар, олардың ұзындығы, векторларға қолданылатын сызықты 

қисаптар.  

5 Векторлардың скаляр, векторлық, аралас көбейтіндісі. 

6. Сызықты алгебралық теңдеулер жүйесі.  

 

1.2 Есептік тапсырмалар  
 

    1 Үшінші ретті анықтауыш берілген: 

а) a ij  элементінің M ij  миноры мен A ij  алгебралық толықтауышын табу 

керек; 

б) анықтауышты i-ші жол бойынша жіктеу керек; 

в) анықтауышты  j-ші баған бойынша жіктеу арқылы есептеу керек; 

г) анықтауышты үшбұрыш ережесі бойынша есептеу керек (Саррюс 

ережесі). 
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1.1 1,2,

121

201

213

 ji  1.2  3,2,

314

131

232

 ji  1.3 2,1,

122

013

376

 ji  

1.4 1,3,

234

084

371

 ji  1.5 2,1,

110

231

462

 ji  1.6 2,3,

7110

111

496

 ji  

1.7 1,2,

812

713

301





ji  1.8 2,3,

148

131

215









ji  1.9 1,3,

134

633

522

 ji  

1.10 2,3,

465

103

553





 ji  1.11 3,2,

121

423

211







ji  1.12 1,3,

323

504

234





ji  

1.13 3,2,

243

678

312





ji  1.14 2,1,

121

453

212





ji  1.15 1,2,

113

342

653







ji  

1.16 1,3,

354

013

582









ji  1.17 3,2,

321

642

063





 ji  1.18 3,3,

231

720

103





ji  

1.19  2,3,

730

529

1116





ji  1.20 3,1,

434

603

521





ji  1.21 2,3,

121

332

111







ji  

1.22  2,2,

503

421

245





ji  1.23 1,3,

221

173

545





ji  1.24 1,2,

722

234

013





ji  

1.25 3,2,

161

135

072





ji  1.26 3,1,

2310

155

118





ji  1.27  1,1,

201

123

523





ji  

1.28 3,2,

210

123

674





ji  1.29 3,1,

321

135

157

 ji  1.30 2,3,

753

421

121





 ji  

 

2 Төртінші ретті анықтауышты есептеу керек  

 
2.1 2.2  2.3 2.4 
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1532

4601

5263

0211







  

6024

3120

0936

3102







 

3150

2043

0111

1272




  

8642

3315

2283

5514







 

2.5 

4215

1221

0142

2353




 

2.6 

4310

3201

0534

5023









 

2.7 

 

2321

1012

2143

0212







 

2.8 

  

3321

0154

3211

2023







 

2.9 

3431

2210

3124

1140






 

2.10  

 

0 2 1 3

4 8 2 3

9 1 5 4

8 3 2 1



 

 

 

2.11 

5 3 1 1

3 2 0 2

2 1 4 6

3 2 9 4

 





 

2.12 

 

2114

2143

3220

5114







 

2.13 

2023

1735

4023

3281







 

2.14  

3413

1203

2324

1432







 

2.15  

5214

1111

4214

3213






 

2.16 

 

1231

3122

1605

0213






 

2.17

2104

3121

1123

3011







 

2.18  

1111

0214

1211

2405


 

2.19 

4503

6242

1475

4126









 

2.20 

1213

4122

6032

1421







 

2.21

1234

2143

3412

4321






 

2.22  

0232

0132

3221

3211







 

2.23 

 

3102

4213

1132

4021







 

2.24 

 

2405

1213

1121

0214




 

 

2.25 

1105

2140

3412

1234









 

 

 

2.26 

 

2121

0313

2110

2153









 

2.27 

0443

1211

1123

3022







 

2.28 

 

2114

3311

1022

1106








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2.29 

 

2124

0133

1102

4321





 

2.30  

3212

1103

3212

0214







 

2.31 

1234

2143

3412

4321






 

2.32 

 

0232

0132

3221

3211







 

 

3 А, В, С, Д  матрицалары берілген: 

а) 3С+2Д, С-4Д матрицаларын табу керек;  

б) В матрицасының транспонирленген В T  матрицасын табу керек; 

в) АВ, ВС матрицаларын көбейтуге бола ма? Егер көбейту мүмкін 

болмаса, себебін түсіндіру керек; көбейту мүмкін жағдайда екі матрицаның 

көбейтіндісін жазу керек; 

г) А матрицасына кері 1A  матрицасын табу керек. 

д) В матрицасының рангын табу керек: а) минорларды жиектеу 

әдісімен және элементар түрлендірулер арқылы. Базисті минорды көрсету 

керек. 

 

3.1  А= ,

324

381

273























  В=


















22022

2825

11011

,  С=
















 42

29

01

,  Д=
















 41

31

06

 

3.2  А= ,

512

142

350















 

  В=





























2468

1234

2143

3412

,  С= ,

4

2

5

















   Д=
















1

2

1

 

3.3  А= ,

172

394

412























  В=



























644

541

322

813

,  С= ,

33

12

17



















  Д=




















28

31

01

 

3.4  А= ,

634

142

111























  В=






















33636

123101

11212

, С=  ,234    Д=  125   

3.5  А= ,

234

352

401























  В
























22102

1151

1312

,  С= ,
6517

2413








  Д= 













0143

1120
 

3.6  А= ,

353

421

121



















   
























2345

1233

1118

B ,  С= ,
20

17








  Д= 









83

12
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3.7  А= ,

321

135

175

















    






















1111

814224

47112

B ,  С= ,
301

332







 
  Д= 







 

403

124
 

3.8  А= ,

332

154

043





















  В


























28242

16131

51312

14121

, С= ,

3

1

6

















   Д=
















 4

3

2

 

3.9  А= ,

112

620

171





















  В=





























5105

484

121

3147

, С= ,

22

03

18





















  Д=




















37

42

12

 

3.10  А


















173

232

201

,  В




















316251

542111

12813

, С  ,245   Д  312   

3.11 А= ,

231

713

103

















  В=






















32521

21213

11312

, С= ,
1651

3524







  Д=













0432

2011
 

3.12  А= ,

121

642

414























  В=






















4682

2341

4325

, С= ,
10

28








  Д= 









23

14
 

3.13  А= ,

221

152

110





















  В=






















224262

110122

112131

, С= ,
731

420







 
 Д= 









 321

318
 

3.14  А= ,

112

111

496

















   В=





















 0111

4083

1272

2043

, С= ,

1

8

5

















   Д=
















3

0

2

 

3.15  А= ,

213

812

301

















   В= 

































20622

20642

30961

10321

10321

,  С= ,

22

17

63





















  Д=




















11

13

09
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3.16  А= ,

124

301

154

















  В=






















10642

5321

4112

,  С=  ,432   Д=  428   

3.17  А= ,

212

434

633



















  В=






















2644

512111

1322

, С= ,
2291

8132












 Д= 







 

1721

2345
 

3.18  А= ,

301

234

352





















  В=






















41063

2521

1111

,  С= ,
12

65







 
  Д= 









01

54
 

3.19  А= ,

602

734

214















 

  В=






















4236

3213

3125

,  С= ,
342

516







 
  Д= 







 

941

223
 

3.20  А= ,

412

271

603



















  В=





























414644

316251

27322

19531

,  С= ,

8

6

2

















   Д=
















2

1

5

 

3.21  А= ,

524

301

713



















  В=





























669

446

357

223

,  С= ,

43

91

32















 

  Д=




















35

31

64

 

3.22  А= ,

264

532

143





















  В=






















32111

42347

74236

, С=  560 ,  Д=  435  

3.23  А=




















212

043

351

, В=






















6933

1422

2311

, С= 












3543

2217
, Д= 













2931

4132
 

3.24  А=




















314

712

163

,  В=






















6475

3147

4253

, С= 








 242

126
,  Д= 







 

652

113
 

3.25  А= ,

172

514

332





















  В=






















4642

3721

2321

,  С= ,
960

142












  Д= 









 413

235
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3.26  А= ,

322

813

465





















  В=





























24222

03431

21211

12111

,  С= ,

3

6

7

















  Д=


















3

2

2

 

3.27  А= ,

452

271

532





















  В=























846

1623

223

423

,  С= ,

13

72

19

















  Д=


















30

41

52

 

3.28  А= ,

164

042

315

















  В=
















1112

2124

3236

,  С=  ,825    Д=  841   

3.29  А= ,

325

113

2010





















  В=






















6204

3102

0936

, С= ,
6314

1732







 
  Д= 













4211

4306
 

3.30  А= ,

323

914

132















 

  В=




















03212

11321

12111

,  С= ,
24

15










  Д= 







 

14

23
 

 

4  а , в , с  векторлары берілген: 

а)  а  векторының модулін (ұзындығын) табу керек; 

б) а  және в  векторларының скаляр көбейтіндісін табу керек. Бұл  

векторлар ортогональ бола ма? 

в) в  және с  векторларының векторлық көбейтіндісін табу керек; 

г) а , в , с  векторларының аралас көбейтіндісін табу керек. Бұл  

векторлар компланар бола ма? 

д) в  және с  векторларының арасындағы бұрыштың синусын және а  

және в  векторларының арасындағы бұрыштың косинусын табу керек. 

 

4.1 а=(2, -3, 1), в=(0, 1, 4), с=(5, 2, -3) 4.2 а =(5, -3, -1),в =(7, 1, 4), с=(5, 8, -3) 

4.3 а=(-9, -3, 0), в=(6, 4, 4), с=(0, 2, -2) 4.4 а =(1, -5, 4),в =(5, 1, 4),с=(5, -3, -3) 

4.5 а=(8, -5, 0), в=(6, 4, 6), с=(0, 6, -2) 4.6 а =(5, -7, 0), в =(4, 5, 4), с=(7, 8, 5) 

4.7 а=(1, -7, 1), в=(9, 1, 4), с=(8, 2, -3) 4.8 а =(2, -6, 4),в =(1, 1, 8), с=(5, -3, 9) 

4.9 а=(-9, 5, 0), в=(6, 3, 4), с=(7, 2, -2) 4.10 а =(6, -3, 1), в =(7, 2, 4),с=(5, 8, 4) 

4.11 а=(9, -5, 0), в =(2, 9, 6), с=(0, 6, 4) 4.12 а =(2, -5, 4), в =(5, 3, 4),с=(5, 3, 4) 
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4.13 а=(5, 5, 0), в=(6, 2, 4), с=(7, 2, -7) 4.14 а =(9, -7, 0), в =(8, 5, 3), с=(7, 8, 7) 

4.15 а=(7, -5, 0), в=(2, 8, 6), с=(0, 6, 3) 4.16 а =(8, -5, 4), в =(2, 1, 8), с=(5, 9, 9) 

4.17 а=(9, 6, 8), в=(7, 3, 4), с=(3, 2, -2) 4.18 а =(8, -7, 1), в =(6, 1, 3), с=(1, 8, 7) 

4.19 а=(1, -5, 0), в=(2, 7, 6), с=(7, 6, 4) 4.20 а =(5, -5, 4), в =(9, 1, 8), с=(4, 9, 1) 

4.21 а=(3, 6, 7), в=(1, 3, 4), с=(3, 6, -2) 4.22 а =(1, -7, 1), в =(7, 8, 3), с=(1, 8, 9) 

4.23 а=(2, -5, 0), в=(2, 5, 6), с=(7, 6, 8) 4.24 а =(0, -5, 2), в =(6, 1, 4), с=(0, 9, 1) 

4.25 а=(7, -5, 0), в=(3, 7, 6), с=(8, 6, 4) 4.26 а =(4, -5, 4), в =(8, 1, 7), с=(4, 5, 1) 

4.27 а=(6, 6, 8), в=(7, 2, 4), с=(5, 2, -1) 4.28 а =(3, -7, 1), в =(4, 2, 3), с=(2, 3, 7) 

4.29 а=(4, -5, 6), в =(8, 1, 6), с=(6, 1, 4) 4.30 а =(5, 6, 3), в =(2, -3, 8), с=(3, 9, 2) 

          

5 а) Крамер әдісімен; б) матрицалық әдіспен (кері матрица көмегімен) 

жүйені шешу керек. 

 

5.1 
2 7

3 1

x y

x y

 


 

 5.2 








12

34

yx

yx
 5.3 









132

3

yx

yx
 5.4 









126

32

yx

yx
 

5.5 








13

732

yx

yx
 5.6 









12

38

yx

yx
 5.7 









132

13

yx

yx
 5.8 









1126

34

yx

yx
 

5.9 








13

752

yx

yx
 5.10 









17

34

yx

yx
 5.11 









132

38

yx

yx
 5.12 









126

32

yx

yx
 

5.13 








13

734

yx

yx
 5.14 









12

78

yx

yx
 5.15 









132

132

yx

yx
 5.16 









1126

13

yx

yx
 

5.17 








62

123

yx

yx
 5.18 









32

25

yx

yx
 5.19 









62

27

yx

yx
 5.20 









42

26

yx

yx
 

5.21 








62

12

yx

yx
 5.22 









32

29

yx

yx
 5.23 









52

2

yx

yx
 5.24 









42

27

yx

yx
 

5.25 








62

23

yx

yx
 5.26









32

265

yx

yx
 5.27 









62

257

yx

yx
 5.28 









42

66

yx

yx
 

5.29 








6

24

yx

yx
 5.30 









32

27

yx

yx
 5.31 2 7

3 1

x y

x y

 


 

 5.32 








12

34

yx

yx
 

 

6 Теңдеулер жүйесінің үйлесімділігін тексеріп, шешімдер санын 

анықтау керек. Үйлесімді болған жағдайда Гаусс әдісімен шешу керек. 

 

 

 



 

 11 

6.1 





























12

11542

8423

)

,

623

132

732

)

321

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

xxx

xxx

xxx

a








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321

xxx

xxx

xxx

a
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













7324

164

238

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b















16424

112

822

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c

 















133

932

2265

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 















133

932

18264

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c

 
 

7  Біртекті сызықты теңдеулер жүйесін шешу керек. 

 

7.1 а) 
7 5 0

6 0

x y

x y

 


 

 

      )b 2 18 0

9 0

x y

x y

  

  

 

7.2   a) 3 4 0

6 0

x y

x y

  

  

 

       )b
3 0

6 2 0

x y

x y

  


 

 

7.3   a)
7 0

3 0

x y

x y

 


 

 

       )b
7 0

2 14 0

x y

x y

  


 

 

7.4  a) 2 0

3 0

x y

x y

  


 

 

      )b
3 0

6 2 0

x y

x y

 


 

 

7.5  a) 
2 5 0

7 4 0

x y

x y

 

  

 

       )b
2 3 0

8 12 0

x y

x y

 

  

 

7.6  a) 
2 0

6 5 0

x y

x y

  


 
 

       )b
2 0

3 6 0

x y

x y

  


 
 

7.7  a) 
5 0

3 0

x y

x y

 


 

 

       )b
2 0

8 4 0

x y

x y

 


 

 

7.8   a) 5 8 0

0

x y

x y

 

  

 

        )b
3 4 0

6 8 0

x y

x y

  

  

 

7.9  a) 
0

3 0

x y

x y

 


 

 

       )b
3 0

3 9 0

x y

x y

  

  

 

7.10 a) 
4 0

2 3 0

x y

x y

 


 

 

        )b
5 2 0

10 4 0

x y

x y

  

  

 

7.11 a) 5 0

2 0

x y

x y

 


 

 

        )b
8 0

16 0

x y

x y

 


 
 

7.12 a) 
9 0

2 5 0

x y

x y

 


 

 

        )b
9 2 0

18 4 0

x y

x y

 


 

 

7.13 a) 
5 0

7 2 0

x y

x y

 


 

 

        )b
2 7 0

4 14 0

x y

x y

 


 

 

7.14 a)  3 0

2 3 0

x y

x y

 


 

 

         )b 3 0

6 0

x y

x y

 


 

 

7.15 a)  8 0

5 3 0

x y

x y

 


 

 

         )b
2 5 0

4 10 0

x y

x y

 


 

 

7.16 a) 
8 3 0

5 0

x y

x y

 

  

 

       )b  
5 0

5 0

x y

x y

 

  

 

7.17 a)  2 0

9 0

x y

x y

  


 

 

         )b
2 0

4 8 0

x y

x y

 

  

 

7.18 a)  2 3 0

4 0

x y

x y

 

  

 

         )b 0

0

x y

x y

  


 

 

7.19 a)  
8 0

6 0

x y

x y

 


 
 

         )b
2 0

8 4 0

x y

x y

 

  

 

7.20 a) 3 8 0

6 0

x y

x y

  


 

 

        )b
2 0

3 6 0

x y

x y

  


 

 

7.21 a) 
7 0

2 0

x y

x y

  


 

  

        )b
0

3 3 0

x y

x y

 


 
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7.22 a) 
9 0

5 0

x y

x y

  

  

 

        )b 3 4 0

6 8 0

x y

x y

  

  

 

7.23 a) 3 0

7 0

x y

x y

 


 

 

        )b
5 3 0

10 6 0

x y

x y

 


 

 

7.24 a) 2 0

6 0

x y

x y

 


 

 

        )b
0

4 4 0

x y

x y

  

  

 

7.25 a) 5 0

3 0

x y

x y

 


 

 

        )b 6 0

12 2 0

x y

x y

 


 

 

7.26 a) 8 3 0

2 0

x y

x y

 


 

 

        )b
2 0

6 3 0

x y

x y

  


 

 

7.27 a) 5 2 0

4 3 0

x y

x y

 


 

 

        )b
5 0

3 15 0

x y

x y

 


 

 

7.28 a) 
9 2 0

2 0

x y

x y

 


 

 

        )b
3 5 0

6 10 0

x y

x y

 


 

 

7.29 a) 5 0

3 0

x y

x y

 


 

 

        )b
3 0

6 0

x y

x y

 


 

 

7.30 a) 
6 0

3 0

x y

x y

 

  

 

        )b
2 9 0

4 18 0

x y

x y

 


 

 

 

8 Біртекті сызықты теңдеулер жүйесін шешу керек. Нормаланған іргелі 

шешімдер жүйесін табу керек. 

 

8.1 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 0

2 3 5 6 2 0

4 2 8 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.2 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 2 0

2 4 5 6 2 0

2 6 4 4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.3 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 7 2 3 0

3 8 6 2 0

5 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.4 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 0

3 6 2 0

4 2 6 8 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.5 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 9 3 0

5 3 2 0

2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.6 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 4 0

3 2 2 0

4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.7 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 0

2 6 2 0

2 3 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.8 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 4 0

3 2 0

2 4 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.9 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 0

4 6 2 0

5 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.10 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 3 0

3 7 2 0

2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.11 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2 0

3 5 6 2 0

4 2 6 2 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.12 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 5 2 0

3 6 2 0

4 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.13 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 3 0

3 2 4 0

2 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.14 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 3 0

5 3 2 0

2 8 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     
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8.15 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 9 0

7 5 2 0

3 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.16 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 2 0

2 3 4 2 0

3 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.17 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 7 8 0

7 6 0

4 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.18 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 3 0

2 3 5 2 0

9 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.19 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

9 2 0

2 3 5 2 0

2 8 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.20 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 2 0

2 5 2 0

3 2 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.21 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 8 0

3 2 0

3 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.22 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 3 0

2 3 2 2 0

7 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.23 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 0

2 6 2 0

5 2 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.24 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 0

2 3 2 0

5 2 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.25 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0

2 3 2 0

2 9 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.26 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 0

2 3 6 2 0

6 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.27 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 3 0

2 3 2 0

3 5 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.28 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 0

3 6 2 0

2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.29 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 5 0

2 5 2 0

9 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.30 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0

2 7 5 0

4 2 2 4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

 

 

          1.3 Типтік варианттың шешуі 

1.  Үшінші ретті анықтауыш берілген 

251

820

143





, i=2, j=3. 

а) a ij  элементінің M ij  миноры мен A ij  алгебралық толықтауышын табу 

керек; 

б) анықтауышты i-ші жол бойынша жіктеу керек; 

в) анықтауышты  j-ші баған бойынша жіктеу арқылы есептеу керек; 

г) анықтауышты үшбұрыш ережесі бойынша есептеу керек (Саррюс 

ережесі). 

Шешуі: 
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a) a ij  элементінің M ij  миноры осы элемент тұрған i-ші жол мен j-ші 

бағанды сызып тастағанда алынған анықтауышқа тең. Сонымен екінші жол 

мен үшінші бағанды сызып тастасақ,  М 23=
51

43
= 15 – 4 = 11 минорын аламыз.  

Осы элементтің алгебралық толықтауышын келесі формуламен 

есептейміз  A ij =(-1) ji M ij , яғни А 23=(-1) 32 11= -11; 

б)  n-ші ретті анықтауышты i-ші жол бойынша жіктеу формуласы 

nnnn

inii

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa













21

21

22221

11211

= ininiiii AaAaAa  2211 ,  

мұндағы A ij – a ij  элементінің алгебралық толықтауышы. i = 2, j = 3 

болғандықтан,  формула мына түрде жазылады  

232322222121

333231

232221

131211

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

 .  

Біздің жағдайдағы жіктеу 

51

43
)1(8

21

13
)1(2

25

14
)1(0

251

820

143
322212 














 ; 

в) j = 3. Үшінші баған бойынша жіктеу формуласы 

333323231313

333231

232221

131211

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

 .  

Сонымен,  

20

43
)1()2(

51

43
)1(8

51

20
)1()1(

251

820

143
333231 




 = 2 – 88 – 12 = - 98; 

г) үшбұрыш ережесі: үшінші ретті анықтауыш алты мүшенің 

қосындысына тең; плюс таңбамен алынатын мүше сұлбасы бойынша  

анықтауыштың үш-үштен көбейткенде алынады, ал минус таңбамен – 

сұлбасы бойынша.  
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  Сондықтан,  

3 4 1

0 2 8 3 2 ( 2) 4 8 1 0 5 ( 1) 1 2 ( 1)

1 5 2



               



 

3 8 5 4 0 ( 2) 12 32 2 120 98.               

2 Төртінші ретті анықтауышты есептеу керек 

2 3 2 0

5 0 3 2

4 0 1 5

1 6 2 1




  . 

Шешуі: анықтауыштың қасиеттерін қолданып, берілген анықтауыштың 

бір жолында не бір бағанында нөлдер алуымыз керек. Екі нөлі бар екінші 

бағанды таңдап аламыз: бірінші жолды (-2)-ге көбейтіп, соңғы жолға қоссақ 
2 3 2 0

5 0 3 2

4 0 1 5

5 0 2 1




 



 анықтауышын аламыз. Енді анықтауышты екінші баған 

бойынша жіктейміз 

1 2

5 3 2

3 ( 1) 4 1 5 ( 3) (5 75 16 10 50 12) ( 3)( 34) 102

5 2 1





                



. 

3. А=




















117

345

123

, В=






















8112

1524

2312

, С=





















6

4

2

1

, Д=























1

4

8

3

 матрицалары берілген: 

а) 3С+2Д, С – 4Д матрицаларын табу керек;  

б) В матрицасының транспонирленген В T  матрицасын табу керек; 

в) АВ, ВС матрицаларын көбейтуге бола ма? Егер көбейту мүмкін 

болмаса, себебін түсіндіру керек; көбейту мүмкін жағдайда екі матрицаның 

көбейтіндісін жазу керек; 

г) А матрицасына кері 1A  матрицасын табу керек; 

д) В матрицасының рангын табу керек: минорларды жиектеу әдісімен 

және элементар түрлендірулер арқылы. Базисті минорды көрсету керек. 

 

Шешуі: 

а)  3С+2Д = 3





















5

4

2

1

+2























1

4

8

3

=





























1253

4243

)8(223

3213
























17

20

10

9

.  

С - 4Д = 





















5

4

2

1

-4























1

4

8

3

=





























145

444

)8(42

341

=

























1

12

34

11

; 
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  б)  В матрицасының транспонирленген матрицасы оның жолын сол 

нөмірлі бағанмен ауыстырғанда алынады: В T = 

























812

153

121

242

; 

в)  егер А матрицасының жол саны В матрицасының баған санына тең 

болса, онда А, В матрицаларын көбейтуге болады. Матрицалар өлшемі: А 33 , 

В 42 , С 14 , Д 14 . Сонымен,  А 33 В 42 = 23   – көбейту мүмкін емес.    В 42 С 14 = 

44   – көбейту мүмкін. АВ матрицаларының көбейтіндісі С матрицасы 

болады, оның жол саны А матрицасының жол санына тең, ал баған саны В 

матрицасының баған санына тең: nmnkkm CBA   . С матрицасының ijc  

элементі А матрицасының i–ші жолы мен  В матрицасының j–ші бағанына 

көбейткенде алынады. Сондықтан,  

ВС= 






 

6253

1421





















6

4

2

1

= 





















57

19

66422513

61442)2(11
.             121442   ECB .  

Сонымен,  ECB
19

57

 
 
 

. 

Егер А матрицасының бағандар саны В матрицасының жол санына тең 

болса, АВ матрицаларын көбейтуге болады. Матрицалар өлшемі: А 33 , В 43 , 

С 14 , Д 14 . Олай болса,  А 33 В 43 = 33   – көбейтуге болады.    А 33 С 14 = 43   

және С 14 Д 14 = 41 – көбейтуге болмайды. АВ матрицаларының көбейтіндісі 

С матрицасы, оның жол саны А матрицасының жол санына тең, бағандар саны 

В  матрицасының бағандар санына тең: nmnkkm CBA   .  

С матрицасының ijc  элементі  А матрицасының i–ші жол мен j В  

матрицасының –ші бағанының көбейтіндісінің қосындысына тең. Сонымен, 

АВ =




















117

345

123























8112

1524

2312

=  

=






















2125816

10200

8112)2(3115233)1(1)2(2)1(3214223

=






















2125816

10200

420816

, 

 434333   EBA . Соңғы матрицаның екінші (үшінші) жолы А матрицасының 
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екінші (үшінші) жолы мен  В  матрицасының сәйкес екінші (үшінші) 

бағанының элементтерінің көбейтіндісінің қосындысы ретінде алынған.  

Сонымен,  АВ = Е = 






















2125816

10200

420816

; 

 

г) егер  шаршы матрицаның анықтауышы нөлден өзге болса, онда оның 

кері  матрицасы бар болады. Егер  анықтауыш нөлге тең болса, кері  

матрицасы болмайды.  

А = 
















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 матрицасының кері  матрицасы келесі формула 

бойынша есептелінеді 


















332313

322212

312111

1 1

AAA

AAA

AAA

A
A  мұндағы A  – А матрицасының 

анықтауышы, ijA  – a ij  элементінің алгебралық толықтауышы. А 

матрицасының анықтауышын табайық: A = 

117

345

123



  = 88 0, олай болса А 1  

бар болады. А матрицасының барлық элементтері үшін алгебралық 

толықтауышын анықтайық 

4 3 2 11 1 2 1
( 1) 4 3 1, ( 1) ( 2 1) 3,

11 211 1 1 1

2 13 1
( 1) 10,

31 4 3

5 3 3 1 3 11 2 2 2 3 2
( 1) 26, ( 1) 10, ( 1) 4,

12 22 327 1 7 1 5 3

5 4 3 2 3 21 3 2 3 3 3
( 1) 33, ( 1) 11, ( 1) 22.

13 23 337 1 7 1 5 4

A A

A

A A A

A A A

 
           

 


  



  
          

 

  
         



 

Жоғарыдағы формула бойынша А 1 :  

А 1 = =

3 51
88 88 44

13 5 1
14 44 22

3 1 1
8 8 4

1 3 10
1

26 10 4 ;
88

33 11 22





  
  

 
  

      

 

 

д) матрицаның рангы деп нөлге тең емес минорларының ең жоғарғы реті 

айтылады; кез келген нөлге тең емес минордың реті рангке тең болса, оны 
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базистік деуге болады. Матрицаның рангын екі әдіспен табуға болады: 

минорларды жиектеу әдісі және элементар түрлендірулер көмегімен. 

Шешуі: 

2 1 3 2 4

4 2 5 1 7

2 1 1 8 2

В

  
 

 
 
  

 минорларды жиектеу әдісін жоғарғы сол 

бұрыштан бастайық. Екінші ретті 
2

2 1
0

4 2
M


 


 минор аламыз, ол нөлге тең 

болғандықтан басқасын аламыз 
2

1 3
1 0

2 5
M


   


. 

2M   -ге жиектеліп шыққан 

минорларды қарастырамыз (яғни 
2M   миноры енетін)  

3 3 3

2 1 3 1 3 2 1 3 4

4 2 5 0, 2 5 1 0, 2 5 7 0

2 1 1 1 1 8 1 1 2

M M M

   

         

  

. 

Үшінші ретті жиектеліп шыққан минорлардың барлығы нөлге тең 

болғандықтан, матрицаның рангы 2-ге тең ( 2Ar  , ранг –нөлге тең емес 

минордың ең үкен реті). Базистік минор 2

1 3

2 5
M


 


; 

б) элементар түрлендірулер көмегімен матрицаны сатылы түрге 

келтіреміз  

2 1 3 2 4 2 1 3 2 4 2 1 3 2 4

4 2 5 1 7 0 0 1 5 1 0 0 1 5 1

2 1 1 8 2 0 0 2 10 2 0 0 0 0 0

B

          
           
     
            

. 

Алдымен бірінші жолды (-2)-ге көбейтіп, екінші жолға қостық 

(алынған нәтиже екінші жолға жазылып, бірінші жол өзгеріссіз тұрады). 

Содан соң  бірінші жолды (-1)-ге көбейтіп үшінші жолға қостық, сонда 

бірінші бағанның бірінші жолынан төмен нөлдер пайда болды. Енді екінші 

жолды (-2) (-1)-ге көбейтіп үшінші жолға қостық. Сатылы B  матрицасын 

алдық. Бұл матрицаның нөлден өзге екі жолы бар, бұл дегеніміз екінші ретті 

минор бар екендігін білдіреді, мысалы, 2

1 3
0

0 1
M


 


. Сондықтан 2Br  . B  

және B  матрицалары эквивалентті  B B  болғандықтан, олардың рангтары 

тең 2A Br r  . Базистік минор ретінде 2

1 3

0 1
M





  алуға болады. 

 

4.  )2,1,6(),5,0,1(),2,1,3(  cba  векторлары берілген: 

а)  а  векторының модулін (ұзындығын) табу керек; 

б) а  және в  векторларының скаляр көбейтіндісін табу керек. Бұл  

векторлар ортогональ бола ма? 

в) в  және с  векторларының векторлық көбейтіндісін табу керек. Бұл  

векторлар коллинеар бола ма? 
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г) а , в , с  векторларының аралас көбейтіндісін табу керек. Бұл  

векторлар компланар бола ма? 

д) в  және с  векторларының арасындағы бұрыштың синусын және а  

және в  векторларының арасындағы бұрыштың косинусын табу керек; 

Шешуі: ),,(),,,(),,,( 333222111 zyxczyxbzyxa   векторлары үшін келесі  

формулалар орын алады: 

 а) а  векторының модулі (ұзындығы)  2

1

2

1

2

1 zyxa  ; 

б) а  және в  векторларының скаляр көбейтіндісі: 

212121 zzyyxxba  . Егер векторлар ортогональ болса, онда 0ba ; 

в) в  және с  векторларының векторлық көбейтіндісін 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3

, ,

i j k
y z x z x y y z x z x y

b c x y z i j k
y z x z x y y z x z x y

x y z

 
          

 
; егер 

в  және с  векторлары коллинеар болса, онда 0cb  немесе 
3

2

3

2

3

2

z

z

y

y

x

x
 ; 

 

г)  а , в , с  векторларының аралас көбейтіндісі  

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba  . Егер 

бұл векторлар компланар болса, онда  0cba ; 

д) в  және с  векторларының арасындағы     бұрыштың синусы 

cb

cb
Sin




 . 

 

а  және в  векторларының арасындағы     бұрыштың косинусы 

 
a b

Cos
a b







. 

Біздің вариантымыз үшін:  

а) 144192)1(3 222 a ; 

б) 13520)1(13 ba , сонымен 0ba  болғандықтан, а  және в  

векторлар ортогональ емес; 

в)  
0 5 1 5 1 0

1 0 5 5,32,1
1 2 6 2 6 1

6 1 2

i j k

b c i j k         
 



; 
2

5

1

0

6

1


   және  

0cb , олай болса  в  және с  коллинеарлы емес; 
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г) .4521502300

216

501

213







cba  Сонымен 0cba  

болғандықтан,  векторлар компланарлы емес; 

д) 
cb

cb
Sin




 =

4126

1050

41362501

132)5( 222







99,0 ;   

   
912

13

2614

13

250114

13






Cos . 

 

5. 








343

12

yx

yx
 жүйесін  а) Крамер әдісімен; б) матрицалық әдіспен  

(кері матрица көмегімен) шешу керек. 

 Шешуі: 

 а) 








22221

11211

byaxa

byaxa
 жүйесін Крамер әдісімен шешкенде, шешім келесі 

түрде жазылады 








 21 , yx , мұндағы 

2221

1211

aa

aa
 - жүйенің 

анықтауышы, 
222

121

1
ab

ab
 , 

221

111

2
ba

ba
 - жүйенің анықтауышындағы 

бірінші және екінші бағандарды бос мүшелермен алмастырғандағы қосалқы 

анықтауыштар.  Біздің жағдайда 10
43

21



 , 2

43

21
1

 , 

6
33

11
2




 . Сонымен, х = -1/5, у =3/5. Жауапты вектор түрінде жазуға 

болады: (-1/5; 3/5); 

 б)  








22221

11211

byaxa

byaxa
 жүйенің шешімі матрицалық түрде былай 

жазылады: BAX  1 ,  мұндағы  









y

x
X  - белгісіздердің баған-матрицасы, 
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









2

1

b

b
B - бос мүшелердің баған-матрицасы, 1A - жүйенің 










2221

1211

aa

aa
A  

матрицасына кері матрица.  

Жүйенің 











43

21
A  матрицасының кері матрицасын табамыз. 

Жүйенің анықтауышы 010   нөлден өзге болған соң,  кері матрицасы бар 

болады және ол - 






 


13

24

10

11A .   

Онда 
























 








 

5/3

5/1

3

1

13

24

10

11 BAX
y

x
. Жауабын қарапайым 

түрде жазуға болады: х=-1/5, у=3/5. 

6. Теңдеулер жүйесінің үйлесімділігін тексеріп, шешімдер санын 

анықтау керек. Үйлесімді болған жағдайда Гаусс әдісімен шешу керек. 

 а)

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 3

2 3 4 2;

3 3 7

x x x

x x x

x x x

  


  
    

  в) 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2

3 3 1 ;

5 2 2 4

x x x

x x x

x x x

  


  
   

   

          с)

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3 7

5 3 .

2 2 10 6

x x x

x x x

x x x

   


  
    

 

Шешуі: 

 а) Кронекер-Капелли теоремасы бойынша, егер матрицаның рангы 

жүйенің кеңейтілген жүйенің рангысына тең A A
r r  болса, онда жүйе 

үйлесімді (яғни ең болмағанда жалғыз шешімі болады), ал егер A A
r r , онда 

жүйе үйлесімді емес (яғни шешімі жоқ). Жүйенің матрицасы - 

























133

432

511

A , кеңейтілген матрица - 
























7

2

3

133

432

511

A . 

 Матрицалардың рангын қарапайым түрлендірулер арқылы анықтаймыз. 

A  матрицасы A  матрицасының құрамында болғандықтан, онда A  
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матрицасының жолдарына элементар түрлендіру жасаған жеткілікті: бірінші 

жолды -2-ге көбейтіп, екінші жолға қосамыз, содан соң бірінші жолды  -3-ге 

көбейтіп, үшінші жолға қосамыз. A  матрицасы, сонымен қатар A  матрицасы 

да сатылы түрге келтірілетінін көреміз: 




























16

4

3

1600

610

511

A . 

Олай болса  3A A
r r   және жүйе үйлесімді. Белгісіздер саны n=3 және 

ол рангке тең болғандықтан (n=r), онда жүйенің жалғыз шешімі болады. 

 Гаусс әдісі қарапайым түрлендірулер арқылы жүйенің теңдеулеріндегі 

белгісіздерді біртіндеп жою арқылы сатылы түрге келтіруді көздейді. 

Жүйелердің қарапайым түрлендірулері матрицалардың қарапайым 

түрлендірулері сияқты болғандықтан, практикада жүйенің кеңейтілген 

матрицасының  бірінші жолын екіншісімен орын ауыстыра береді. Жоғарыда 

бұл түрлендірулер жасалынды. Сонымен, берілген жүйе соңғы матрицаға 

сәйкес келетін жүйеге келтіріледі: 














1616

46

35

3

32

321

x

xx

xxx

. 

Осы жүйеде төменнен жоғарыға көтеріле отырып, соңғы теңдіктен 

1
3
x ; екінші теңдіктен 2,2164

22
 xx ; біріншіден 

415)2(3
1

x  аламыз. Жауабы: (-4; -2; 1); 

          в) жүйенің кеңейтілген матрицасын жазып, A  және A  матрицаларының 

рангыларын табамыз: 















 




















 

























































1

4

1

000

9110

441

9

4

1

18220

9110

441

4

1

2

225

441

132

4

1

2

225

313

132

A . 

 

Келесі түрлендірулер жасалынды: алдымен бірінші жол -1-ге көбейтіліп, 

екінші жолға қосылды, содан соң олардың орнын ауыстырып жаздық. Сосын 

бірінші жол -2-ге көбейтіліп, екінші жолға қосылды, Бірінші жол -5-ге 
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көбейтіліп, үшінші жолға қосылды. Екінші жол -2-ге көбейтіліп, үшінші жолға 

қосылды. A  матрицасы нөлден өзге үш жолда сатылы түрге келтірілді, 

сондықтан оның рангы 3-ке тең ( 3
A

r  ). A  матрицасы бірмезгілде 





















000

9110

441

 матрицасына келтірілді, соңғы матрицаның екі нөлден өзге 

жолы бар болғандықтан, оның  рангы 2-ге тең ( 2
A

r ). Сонымен, A A
r r   және 

жүйе үйлесімсіз; 

         с) жүйенің кеңейтілген матрицасын жазып алып, A  және A  

матрицаларының рангтарын табамыз:  


















































0

16

3

000

1600

511

6

3

7

1022

511

133

A . 2A A
r r   болғандықтан, жүйе 

үйлесімді. Белгісіздер саны n=3 және nr   болғандықтан, жүйенің шексіз көп 

шешімдер жиыны болады. 0
100

51





 базистік минорын таңдап аламыз. 

Базистік минорға 
32

, xx  белгісіздер алдындағы коэффициенттер енді, 

сондықтан бұл белгісіздер базисті, ал 
1

x - бос белгісіз болады. Соңғы 

матрицаға 








1616

35

3

321

x

xxx
 жүйесі сәйкес келеді. Төменнен жоғарыға 

көтерілу арқылы базисті белгісіздердің бос белгісіздер арқылы өрнегін алуға 

болады, яғни жалпы шешімді табамыз: 








1

2

3

12

x

xx
. Жалпы шешімді басқаша 

жазуға болады. 
1

x –ді с арқылы белгілейік (с – кез келген сан), онда жалпы 

шешімнің векторлық түрі )1;2;( ccX  . Нәтиженің дұрыстығын дербес 

шешім арқылы тексеруге болады, ал дербес шешім жалпы шешімдегі с-ға 

қандай-да бір мәнді беру арқылы табылады. Мысалы, с=1 болсын, онда 
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)1;3;1(
1
X -дербес шешім. Дербес шешімді жүйесіне теңдеулерді тепе-

теңдікке айналдырады. 

 7.    Біртекті сызықты теңдеулер жүйесін шешу керек             

a) 








052

03

21

21

xx

xx
;       б) 









06

06

21

21

xx

xx
 

Шешуі: белгісіздер саны теңдеулер санына тең болғандықтан, шешімдер 

саны туралы жүйенің анықтауышы   бойынша айтуға болады: егер 0 , 

онда олай болса жүйенің шексіз шешімі болады, егер 0 , онда жүйенің 

жалғыз нөлдік шешімі болады: 

 а) 011
52

31



 , олай болса, онда жүйенің жалғыз нөлдік шешімі 

болады 0,0
21
 xx ; 

 б) 0
61

61



 , олай болса, онда жүйенің шексіз шешімі болады.  

0  болғандықтан, жүйенің матрицаның рангы 1-ге тең және де жүйе, 

мысалы, 06
21
 xx  теңдеуіне мәндес. Бір белгісіз базисті, қалғаны бос 

белгісіз болады. 
2

x – бос белгісіз болсын. Базисті белгісізді бос белгісіз 

арқылы өрнектейік 
21

6xx  . Бос белгісізге кез келген мән берсек cx 
2

, 

онда cx 6
1

 . Жүйенің жалпы шешімін аламыз cx 6
1

 , cx 
2

 немесе 

векторлы түрде  cc,6 . с-ға әртүрлі мәндер беру арқылы жалпыдан дербес 

шешімдерді алуға болады. Мысалы, с=1 болсын, онда 6
1

x , 1
2
x – дербес 

шешім. 

8. Біртекті сызықты теңдеулер жүйесін шешу керек:   















0111784

02463

03542

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;  шешімдердің нормаланған іргелі жүйесін табу 

керек.  
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Шешуі: жүйенің матрицасын жазып алып сатылы түрге келтіреміз, ол 

үшін жолдарына қарапайым түрлендірулер жүргіземіз: 

2 4 5 3 1 2 1 1 1 2 1 1 11 2 1 1

3 6 4 2 3 6 4 2 0 0 7 5 0 0 7 5

4 8 17 11 4 8 17 11 0 0 21 15 0 0 0 0

A

          
       

     
       
               

. 

2
A

r , n=4: r < n, олай болса жүйенің шексіз шешімі болады. 0
70

12
 - 

базисті минор, 
32

, xx – базисті белгісіздер, 
41

, xx - бос белгісіздер. Соңғы 

матрица бойынша жүйе құрамыз, содан соң базисті белгісіздерді бос 

белгісіздер арқылы өрнектейміз: 








057

02

43

4321

xx

xxxx














43

412

7

5
7

1

2

1

xx

xxx
 - 

жалпы шешім. Шешімдер кеңістігінің өлшемі n–r = 4–2 = 2, сондықтан 

шешімдердің іргелі жүйесі екі вектордан тұрады.  

 Бос белгісіздерге 
10

01
 анықтауыштың жолына тең мәндер бере 

бастаймыз, шешімдердің іргелі жүйесін құрайтын екі шешім аламыз:  

 а) 0,1
41
 xx , онда жалпы шешімнен 0,

2

1
32
 xx . 








 0,0,

2

1
,1

1
E - 

іргелі жүйенің бірінші векторы; 

 ә) 1,0
41
 xx , онда 

7

5
,

7

1
32

 xx . 







 1,

7

5
,

7

1
,0

2
E - іргелі 

жүйенің екінші векторы. 

 Іргелі жүйе біртекті сызықты теңдеулер жүйесінің шешімінің 

кеңістігінің базисі болғандықтан, бұл жүйенің кез келген шешімі іргелі 

жүйенің векторларының сызықты комбинациясы болады, яғни 

2211
EEX    (

21
, - кез келген сандар). 

2211
EEX     жүйенің жалпы 

шешімі формуласымен беріледі. Дербес шешімдерді алу үшін 
1

  және
2

 -ге 

кез келген мәндер береміз, мысалы, 
1

 =2, 
2

 =7 болса, онда  


















 1,

7

5
,

7

1
,070,0,

2

1
,12

1
X   7,5,0,2  - дербес шешімдері. 
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2 Есептік-графикалық жұмыс 2. Комплекс сандар, көпмүшеліктер, 

сызықты операторлар, квадраттық формалар  

 

    2.1 Теориялық сұрақтар 

 

         1 Сызықты және евклид кеңістіктері. 

         2 Топтар, сақиналар, өрістер. 

         3 Комплекс сандар. 

         4 Квадраттық формалар. 

         5 Сызықты оператор және оның матрицасы. 

         6 Сызықты оператордың меншікті векторлар және меншікті мәндері. 

          

2.2 Есептік тапсырмалар 

 

1. Табу керек:  

а)  1z  комплекс санының модулін; 

б)  1z аргументтің негізгі мәнін; 

в) 1z тригонометриялық және көрсеткіштік формаларын; 

г) 21 zz   қосындысын  алгебралық түрде;  21 zz    көбейтіндісін және 

2

1

z

z
 бөліндісін тригонометриялық  формада; 

д) 
5

2z ; 

е) 2

3 zz   теңдеуінің барлық түбірлерін. Түбірлерін кескіндеп 

көрсетіңіз. 
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1.11 






























4

3
sin

4

3
cos24

44

2

1


iz

iz

 

1.12 






























3

2
sin

3

2
cos24

44

2

1


iz

iz

 

1.13 










3
sin

3
cos8,8 21


izz

 

1.14 










3

2
sin

3

2
cos8,8 21


izz

 
1.15 






























3
sin

3
cos27

27

2

1


iz

iz

 

1.16 










6

5
sin

6

5
cos27,27 21


iziz

 

1.17 






























4

3
sin

4

3
cos32

33

2

1


iz

iz

 

1.18 






























6

5
sin

6

5
cos32

33

2

1


iz

iz

 
1.19 






























2
sin

2
cos32

33

2

1


iz

iz

 

1.20 






























3
sin

3
cos32

33

2

1


iz

iz

 
1.21 











6
sin

6
cos64,64 21


izz

 

1.22 










6

5
sin

6

5
cos64,64 21


izz

 
1.23 1
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 2.  f(x) көпмүшелігін көбейткіштерге жіктеу керек.  

 

№                     f(x) №                 f(x) 

2.1 3763 234  xxxx  2.2 45299 23  xxx  

2.3 1234567  xxxxxxx  2.4 4820123 234  xxxx  

2.5 841052 2345  xxxxx  2.6 1228238 234  xxxx  

2.7 24202 23  xxx  2.8 28604312 234  xxxx  
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2.9 613272 234  xxxx  2.10 122072 234  xxxx  

2.11 51392 234  xxxx  2.12 15226 34  xxx  

2.13 4432 234  xxxx  2.14 2442 234  xxxx  

2.15 3612112 234  xxxx  2.16 4455 2345  xxxxx  

2.17 1528104 234  xxxx  2.18 2442 234  xxxx  

2.19 4 3 25 17 12x x x x     2.20 65442 2345  xxxxx  

2.21 363239 234  xxxx  2.22 311146 2345  xxxxx  

2.23 324832166 2345  xxxxx  2.24 84275 2345  xxxxx  

2.25 101735 234  xxxx  2.26 918102 234  xxxx  

2.27 1897 234  xxxx  2.28 3248213 235  xxxx  

2.29 16843 2345  xxxx  2.30 164127 234  xxxx  

 

3. 
3

R  кеңістігінде  
321

,, eeee   және  
321

,, eeee   екі  базисі берілген.  e  

базисіндегі A операторының А матрицасы,  e  базисіндегі векторлардың   e  

базисі бойынша жіктелуі,   e  базисіндегі х векторының координаталары 

берілген. 

Табу керек:  

а)   e -ден  e  -ке ауысу матрицасын;  

б)  e  базисіндегі  A операторының А матрицасын;  

в)  e  базисіндегі х векторының координаталарын; 

г) A операторының А матрицасының меншікті мәндері мен меншікті  

векторларын.  

 

 А  e  бойынша   e  жіктелуі х векторы 
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 3,1,6   
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3.2 
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 18,9,1  

             
 4. F(x,y) квадраттық формасын канондық түрге келтіру керек; 

квадраттық форманы канондық түрге келтіретін ортогональ түрлендіруді табу 

керек. 

 

F(x,y) F(x,y) F(x,y) 

4.1    xyy 43 2   4.11     22 5245 yxyx   4.21   22 343 yxyx   

4.2   22 75232 yxyx   4.12     22 11619 yxyx   4.22      22 44 yxyx   

4.3    22 4 yxyx   4.13     22 525 yxyx   4.23      22 383 yxyx   

4.4    22 3103 yxyx   4.14     22 212414 yxyx   4.24    22 42011 yxyx   

4.5    22 565 yxyx   4.15     22 32607 yxyx   4.25     22 548 yxyx   

4.6   22 424 yxyx   4.16     22 11244 yxyx   4.26    22 92441 yxyx   

4.7  22 251425 yxyx   4.17     22 371813 yxyx   4.27    22 131013 yxyx   

4.8   22 81217 yxyx   4.18    22 35850 yxyx   4.28    22 342441 yxyx   

4.9   22 42025 yxyx   4.19    22 362429 yxyx   4.29    22 17128 yxyx   

4.10   22 67 yxyx   4.20    22 71817 yxyx   4.30     22 232 yxyx   

 

2.3 Типтік варианттың шешуі 
 

1. iz  11  және  


























6
s i n

6
c o s22


iz  комплекс сандары 

берілген. Табу керек:  

 а)  1z  комплекс санының модулін; 

б)  1z аргументтің негізгі мәнін; 

в) 1z тригонометриялық және көрсеткіштік формаларын; 

г) 21 zz   қосындысын  алгебралық түрде;  21 zz    көбейтіндісін және 

2

1

z

z
 бөліндісін тригонометриялық  формада; 
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д) 
5

2z ; 

е) 2

3 zz   теңдеуінің барлық түбірлерін. Түбірлерін кескіндеп 

көрсетіңіз. 

 

Шешуі: алгебралық формада берілген biaz   комплекс санының 

модулі мен аргументінің негізгі мәнін сәйкес келесі формулалар бойынша 

табады:  

 22 barz  ,   

, 1 4 ,

arg , 2 ,

, 3 .

b
arctg егер z немесе квадрантада

a

b
z arctg егер z квадрантада

a

b
arctg егер z квадрантада

a

 









   



  


. 

Егер комплекс сан координата осьтерінде орналасса, онда модуль және 

аргумент оның геометриялық кескіні бойынша табылады. Комплекс санның  r 

модулі мен   аргументі белгілі болса, оның тригонометриялық 

)sin(cos  irz   және көрсеткіштік 
irez   формаларын табуға болады.  

Біздің жағдайда: 

а) 2)1()1( 22

1 z ; 

б) комплекс сан үшінші квадрантада орналасқандықтан, 

1

1
arg 1




 arctgz  = 

4

3

4


  ; 

в) тригонометриялық формасы: 


























4

3
sin

4

3
cos21


iz ; 

көрсеткіштік  формасы: 
i

ez 4

3

1 2




 . 

Алгебралық формада комплекс сандарды қосып, азайту үшін олардың 

сәйкес нақты және жорамал бөліктерін қосып, азайту керек: 

)()()()( dbicadicbia  ; )sin(cos 1111  irz   және 

)sin(cos 2222  irz    комплекс сандарды тригонометриялық формада 

көбейтіп, бөлу   келесі формулалармен жүргізіледі: 

))sin()(cos( 21212121   irrzz  және  ))sin()(cos( 2121

2

1

2

1   i
r

r

z

z
; 

дәрежеге шығару - Муавр формуласымен )sin(cos  ninrz nn   жүргізіледі; 

комплекс санның n – ші түбірі n әртүрлі мән қабылдайды, олар 

nn irz )sin(cos   = 






 




n

k
i

n

k
rn  2

sin
2

cos  формуласымен 
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есептелінеді, мұндағы 1...,,2,1,0  nk . Геометриялық тұрғыда 
n z -ті 

бейнелейтін нүктелер радиусы 
n r , центрі координаталар басында орналасқан 

шеңбер бойында орналасады, шеңберді бірдей n  бөлікке бөледі. Біздің 

жағдайда; 

г) қосындыны табу үшін алдымен 2z -ні алгебралық формаға келтіреміз: 

2

2

2

6
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sin

64

3
cos2221


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sin
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sin
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ii

z

z
; 

д) 

5

2z = iii 2262
6
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sin
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5
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sin
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cos2 5
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
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
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
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
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е) 2

3 zz      























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
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











3

2
6sin

3

2
6cos2

6
sin

6
cos2 6

33
2








k

i

k

izz , 

мұндағы   k = 0,1,2. Түбір мәндері 

)
18

sin
18

(cos20 6
1 




















 ik ;  

)
18

11
sin

18

11
(cos21 6

2


 ik  ;  

)
18

23
sin

18

23
(cos22 6

3


 ik  .  

Суретте түбір мәндері кескінделген. Олар радиусы 
6 2 , центрі 

координаталар басында орналасқан шеңбер бойында орналасады, шеңберді 

бірдей 3 бөлікке бөледі. Ескеру керек  10
18












, 110
18

11



, 230

18

23



. 
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1 сурет 

  

 

2. 12533)( 2345  xxxxxf   көпмүшелігін көбейткіштерге жіктеу 

керек. 

 Шешуі: көпмүшенің түбірлері бос мүшенің еселігі болатындығы туралы 

теореманы қолданамыз. Бос мүшенің, яғни 12-нің еселіктері: 1 , 2 , 3 , 4 , 

6 , 12 . Осы сандарды біртіндеп көпмүшелікке қоямыз: 8)1( f , 0)1( f . 

Бірінші түбір 11  , сондықтан  көпмүшелік қалдықсыз ( 1x )-ге бөлінеді: 

 

12533 2345  xxxx  

            
45 xx   

1x  

                  
34

234

44

12534

xx

xxx




 

121274 234  xxxx  

                        
23

23

77

1257

xx

xx




 

                            
xx

x

1212

1212

2

2




 

                                        
1212

1212





x

x
 

                                              0 
  

Сонымен, )1)(121274()1)(()( 234

1  xxxxxxxfxf . )(1 xf  

көпмүшелігінің бүтін түбірлерін іздейміз, бос мүшенің еселіктерін тағы да 

тексереміз, )(1 xf  көпмүшелігінің 1 түбірі болмайтынын ескереміз: 36)1(1 f , 

0)2(1 f .  )(1 xf -дің және  )(xf -нің де түбірі 22   болады. )(1 xf  көпмүшелігі, 

сонымен қатар )(xf  көпмүшелігі де қалдықсыз ( 2x )-ге бөлінеді: 

121274 234  xxxx  

            
34 2xx   

2x  

              

23

23

42

121272

xx

xxx




     

632 23  xxx  
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xx

xx

63

12123

2

2




 

                              

126

126





x

x
 

                                        0 

  

)(xf  көпмүшелігін көбейткіштерге жіктеуі:    

)2)(1)(()( 2  xxxfxf = )2)(1)(632( 23  xxxxx . 

)(2 xf  көпмүшелігінің бүтін түбірлерін іздейміз, бос мүшенің еселіктерін 

тағы да тексереміз және 1 мен -1 түбірі болмайтынын ескереміз: 0)2(2 f . 

Сонымен, 23   - )(2 xf -нің түбірі, ал )(xf -тің екі еселі түбірі. )(2 xf  

көпмүшелігі де қалдықсыз ( 2x )-ге бөлінеді, ал )(xf  те 2)2( x  -ге бөлінеді:  

23

23

2

632

xx

xxx




 

2x  

               
63

63





x

x
 32 x  

                   0 

 )(xf  көпмүшелігінің нақты коэффициентті көбейткіштерге жіктелуі: 

)3)(2)(1()( 2  xxxxf . Соңғы көбейткіш ( 32 x )-тің екі  комплекс түйіндес 

түбірлері бар i34,3  , сондықтан )(xf  көпмүшелігінің сызықты 

көбейткіштерге жіктелуі: )3)(3)(2)(1()( ixixxxxf  . 

 
  

3. Берілгені:   
321

,, eeee   базисіндегі A операторының матрицасы 





















284

014

013

A ;   
321

,, eeee   базисіндегі векторлардың  
321

,, eeee   

базисі бойынша жіктелуі: 














3213

212

3211

10/11

11

eeee

eee

eeee

;   

 e  базисіндегі х векторының координаттары: х= 10,10,1 : 

  

Табу керек:  

а)   e -ден  e  -ке ауысу матрицасын;  

б)  e  базисіндегі  A операторының А матрицасын;  

в)  e  базисіндегі х векторының координаталарын;  
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г) A операторының А матрицасының меншікті мәндері мен меншікті  

векторларын.  

Шешуі:  e  базисіндегі векторлардың   e  базисі бойынша жіктелуі 

белгілі болғандықтан, анықтама бойынша  e  базисінен  e  базисіне ауысу 

матрицасы келесі түрде жазылады:  























1011

111

110/111

C ; 

  

б) егер  e -ден  e -ке ауысу матрицасы С және  A операторының  e  

базисіндегі А матрицасы болса, онда A операторының  e  базисіндегі A  

матрицасы A= ACC 1  формуласы бойынша табылады. Жоғарыда анықталған  

С ауысу матрицасы үшін кері матрицаны табамыз:  

























10/2110/12111

121210

10/110/111
1C . 

Сонымен, 

A=






















10/2110/12111

121210

10/110/111





















284

014

013























1011

111

110/111

=























7.4388.411.38

446.4232

7.628.79.6

.  

Ескерте кетелік, матрицаларға амалдар қолданғанда, кейбір есептеулерді 

Mathcad жүйесінде жасауға болады; 

 в)  e  базисіндегі х векторының координаталары х= 10,10,1  және  e -

ден  e -ке ауысу матрицасы 






















1011

111

110/111

C  белгілі болғандықтан, х 

векторы-ның  e  ескі базисіндегі координаталары  осы вектордың  e  жаңа 

базисіндегі арқылы өрнектеледі:














31

321

321

1110

10

10/111

xx

xxx

xxx

. Бұл жүйені шеше 

отырып, 111,110,11
321

 xxx  координаталарын табамыз. Сонымен, х 

=
321

11111011 eee  . 
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Бұл есепті былай да шығаруға болады: XCX   екендігі белгілі, бұдан 

XCX  1  ( XX , -сәйкес  e  және  e  базистеріндегі х векторының 

координаталарының баған-матрицасы). 1C  матрицасын жоғарыда таптық, 

сонымен,  




















































































111

110

11

10

10

1

10/2110/12111

21210

10/110/111

3

2

1

x

x

x

X ; 

 в) А матрицасының 0 EA   сипаттамалық (характеристикалық) 

теңдеуін құрып 0

284

014

013















, оны шешеміз. Анықтауышты 

үшінші бағанның элементтері бойынша жіктесек, 

0)4)1)(3)((2(    теңдігін аламыз. Бұдан 

0)12)(2( 2   . Бұл теңдеудің шешімдері 2
1

 , 1
3,2
 , соңғы 

түбір еселі. 2
1

 , 1
3,2
  сандары А матрицасының меншікті мәндері 

болып табылады. Меншікті  векторларын табу үшін біртекті сызықты 

теңдеулер жүйесін құрамыз 














0)2(84

0)1(4

0)3(

321

21

21

xxx

xx

xx







.  

Жүйедегі   орнына табылған меншікті мәндерді қоямыз: 

1) 2
1

 . 































084

04

05

0)22(84

0)21(4

0)23(

21

21

21

321

21

21

xx

xx

xx

xxx

xx

xx

. Жүйенің матрицасының 





















084

014

015

 рангы  2-ге тең. Базистік минор 
14

15


, олай болса, 

21
, xx - 

базистік, ал 
3

x - бос белгісіздер. Соңғы жүйе 








04

05

21

21

xx

xx
 жүйесіне мәндес. 

Бос белгісізді 
3

x =с деп алсақ, 0,0
21
 xx . Сонымен, жалпы шешім 

),0,0( cX  . Бұл вектор с-ның әртүрлі мәндерінде 2  жауап беретін 
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меншікті векторлардың жиынын береді. Мысалы, егер с=1, онда 


















1

0

0

X - A 

операторының 2  меншікті мәніне жауап беретін меншікті векторы; 

2) 1
3,2
 . 















0)12(84

0)11(4

0)13(

321

21

21

xxx

xx

xx

















0384

024

02

321

21

21

xxx

xx

xx

.  

Жүйенің матрицасы мына түрге келтіріледі 


















000

3100

012

,  яғни рангы 

2-ге тең. Базистік минор 
100

12


, 

21
, xx - базистік, ал 

3
x - бос белгісіздер. 

Соңғы жүйе  








32

21

310

02

xx

xx
 жүйесіне мәндес. Бос белгісізді 

3
x =20с деп алсақ 

cxcx 6,3
21

 . Сонымен, жалпы шешім )20,6,3( cccX  . Бұл вектор с-

ның әртүрлі мәндерінде  1  жауап беретін меншікті векторлардың жиынын 

береді. Мысалы, егер с=1, онда 


















20

6

3

X - A  операторының  1  жауап 

беретін меншікті векторы; 

4. F(x,y)= 22 845 yxyx   квадраттық форманы канондық түрге келтіру 

керек; квадраттық форманы канондық түрге келтіретін ортогоналдық 

түрлендіруді табу керек. 

 Шешуі: 

 F(x,y)= 2

2212

2

11
2 yaxyaxa   квадраттық форманы әруақытта 

F(
11

, yx )=
2

12

2

11
yx    канондық түрге келтіруге болады.  Ескі базисте (ескі Оху 

координаттар жүйесінде) квадраттық форманың матрицасы – 









2212

1211

aa

aa
A , 

жаңа базисте (жаңа О
11

yx  координаттар жүйесінде) – 









2

1

0

0




D , мұндағы 
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21
,  – А матрицасының меншікті мәндері. A және D матрицалары ұқсас, яғни 

1TDTA  немесе ATTD 1  теңдіктерімен байланысқан, мұндағы 











2221

1211

tt

tt
T – ортогональ оператордың матрицасы, ол квадраттық форманы 

диагоналдық түрге келтіреді; оның бағандары А матрицаның нормаланған 

меншікті векторлардың координаталары болып табылады. Бұл векторлар 

квадраттық түрдегі матрица диогоналдық түрде болатын базис құрайды. Егер 











y

x
X – ескі базистегі вектордың баған координаттары, 










1

1

y

x
X – 

жаңадағы, онда XTX  , немесе 








122121

112111

ytxty

yxtx
– жаңа базиске көшкендегі 

координаттардың түрлендіру формулалары. 

 Біздің есепте квадраттық түрдегі матрицаның ескі базистегі түрі –  











82

25
A . Оның меншікті мәндері мен меншікті векторларын табайық. 

3613
82

25
2 




 




EA . 4,9

21
  – меншікті мәндері. 

Сонымен, жаңа базистегі квадраттық форманың канондық түрі –  

F(
11

, yx )=
2

1

2

1
49 yx  . Бұл квадраттық форманың матрицасы келесі диагоналдық 

түрде жазылады 









40

09
D . 4,9

21
   меншікті мәндеріне жауап беретін 

меншікті векторларды табайық.  

  1) 9
1
 : 

12

21

21
2

02

024
xx

xx

xx









. 1

1
x  болсын, онда 2

2
x , 

)2,1(
1
E – меншікті вектор. Оны нормаландырамыз: 











5

2
;

5

1
,5

0

11
EE . 

2) 4
2
 : 

21

21

21
2

042

02
xx

xx

xx









. 1

2
x  болсын, онда 2

1
x . )1,2(

2
E , 











5

1
;

5

2
,5

0

22
EE .  

Сонымен, 






















5

1

5

2
5

2

5

1

T  – ортогоналды  оператордың матрицасы, ол 

квадраттық форманы канондық түрге келтіреді.  XTX    
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





































1

1

5

1

5

2
5

2

5

1

y

x

y

x
















11

11

5

1

5

2
5

2

5

1

yxy

yxx

– жаңа базиске көшкендегі 

координаттарды түрлендірудің формулалары. 

 

 3 Есептік-графикалық жұмыс №3. Аналитикалық геометрия, 

квадраттық формалар 

 

 3.1 Теориялық  сұрақтар 

 

 1 Жазықтықтағы түзу. Жазықтықтағы түзудің әртүрлі түрлері. 

 2 Түзулер арасындағы бұрыш. Нүктеден түзуге дейінгі ара қашықтық. 

 3 Жазықтықтың әртүрлі теңдеулері. Жазықтықтар арасындағы бұрыш. 

 4 Кеңістіктегі түзудің әртүрлі түрлері.  Кеңістіктегі түзулер арасындағы 

бұрыш, түзу мен жазықтық арасындағы бұрыш. 

 5 Екінші ретті қисықтар. Шеңбер, эллипс, гипербола, парабола. 

 6 Екінші ретті беттер. 

 7 Екінші ретті қисық теңдеуін  канондық түрге келтіру.  

 

3.2 Есептік тапсырмалар  
 

1  Жазықтықта А 1  және А 2  нүктелері мен  L 1  түзуінің теңдеуі берілген: 

а) осы нүктелер арқылы өтетін  L 2  түзуінің теңдеуін жазу керек; 

б) L 2  түзуінің теңдеуін келесі түрде жазу керек:  

1) y=kx+m;  

2) Ax+By+C=0;  

3) x/a+y/b=1;  

4) y-y 0=k(x-x 0 ).  

Сызбасын салып, k, m, A, B, a, b, x 0 , y 0  геометриялық мағынасын 

көрсету керек; 

в) L 1және L 2  түзулерінің арасындағы бұрышты табу керек. Бұл түзулер 

параллель, перпендикуляр бола ма?  
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1.1     А 1 (3, 1), А 2 (2, -3), L 1 : x-5y+4=0 1.2    А 1 (-4, 1), А 2 (6, 2), L 1 : 2x-3y-1=0 

1.3    А 1 (-4, 7), А 2 (2, -1), L 1 :3x-5y+2=0 1.4     А 1 (5, 1), А 2 (-4, 2),L 1 :  x-3y-1=0 

1.5    А 1 (2, 1), А 2 (6, -3), L 1 : 4x-5y+1=0 1.6     А 1 (8, 3), А 2 (-1, 2), L 1 : 2x+2y-9=0 

1.7    А 1 (-1, 7), А 2 (3, -1), L 1 :3x-4y+2=0 1.8     А 1 (-2, 1), А 2 (-7, 2), L 1 : 8x-3y-1=0 

1.9     А 1 (6, 1), А 2 (5, -3),  L 1 : x-7y+4=0 1.10    А 1 (-4, 2), А 2 (6, 1), L1 : 2x-3y-6=0 

1.11    А 1 (-4, 3), А 2 (2, -2), L 1 :3x-y+2=0 1.12     А 1 (7, 1), А 2 (-4, 3), L 1 : x-y-1=0 

1.13    А 1 (-9, 1), А 2 (1, -3), L 1 :x-5y+1=0 1.14    А 1 (8, 1), А 2 (-1, 5), L 1 : 2x+y-9=0 

1.15    А 1 (5, 7), А 2 (3, -1), L 1 :3x-5y+2=0 1.16   А 1 (-2, 7), А 2 (-7, 4), L 1 : 7x-3y-1=0 

1.17    А 1 (5, 1), А 2 (7, -3), L 1 : x-7y+5=0 1.18    А 1 (-4, 8), А 2 (2, 1), L 1 : 2x-4y-6=0 

1.19     А 1 (-4, 4), А 2 (9, -2), L 1 : x-y+2=0 1.20    А 1 (7, 6), А 2 (-4, 1), L 1 : 5x-y-1=0 

1.21    А 1 (-8, 1),А 2 (1, -7),L 1 :2x-5y+1=0 1.22    А 1 (3, 1), А 2 (-1, 7), L 1 :2x+4y-9=0 

1.23    А 1 (5, 1), А 2 (6, -1), L 1 : x-5y+2=0 1.24    А 1 (-2, 8), А 2 (-1, 4), L 1 : 7x-y-1=0 

1.25   А 1 (-4, 2), А 2 (9, -2), L 1 : 9x-y+2=0 1.26    А 1 (2, 6), А 2 (-2, 1), L 1 : 5x-y-8=0 

1.27  А 1 (-6, 1),А 2 (1, -9), L 1 : 2x-5y+4=0 1.28   А 1 (11, 1), А 2 (-1, 5), L 1 : x+4y-9=0 

1.29  А 1 (3, 1), А 2 (2, -3), L 1 : x-5y+4=0 1.30   А 1 (-4, 1), А 2 (6, 2), L 1 : 2x-3y-1=0 

 

2.   А 1 , А 2 , А 3  нүктелері және  Р 1  жазықтығы берілген: 

а) А 1 , А 2 ,А 3  нүктелері арқылы өтетін Р 2  жазықтығының теңдеуін жазу 

керек; 

б) Р 2  жазықтығының теңдеуін келесі түрде жазу керек:  

1) Ax+By+Cz+D=0; 2) x/a+y/b+z/c=1;  3) A(x-x 0 )+B(y-y 0 )+C(z-z 0 )=0; 

1), 2) теңдеулер қалай аталады? А, В, С, а, в, с, x 0 , y 0 , z 0  геометриялық 

мағынасын көрсетіңіздер;  

в) Р 1  және Р 2 жазықтықтарының арасындағы бұрышты табу керек. Бұл 

жазықтықтар параллель, перпендикуляр бола ма? 

г) А 1 , А 2  нүктелері арқылы өтетін L 1  түзуінің теңдеуін және А 1 , А 3  

нүктелері арқылы өтетін L 2  түзуінің теңдеуін құру керек; 

д) L 1  түзуінің канондық және параметрлік теңдеуін жазу керек; 

е) L 1  және  L 2 түзулерінің арасындағы бұрышты табу керек; 

ж) L 1  түзуі мен Р 1  жазықтығы арасындағы бұрышты табу керек. 

 

2.1   А 1 (0, 4, 5), А 2 (3, -2, 1), А 3 (4, 5, 6), Р1 : 2x – y +5z +1 = 0 

2.2   А 1 (3, 4, 5), А 2 (3, -9, 1), А 3 (4, 5, 7), Р1 : x – y +5z +5 = 0 

2.3   А 1 (0, 8, 5), А 2 (3, -2, 4), А 3 (2, 5, 6), Р1 : 6x + y +5z +1 = 0 

2.4   А 1 (3, 4, 2), А 2 (1, -9, 1), А 3 (4, 4, 7), Р1 : x – 4y +z +5 = 0 

2.5   А 1 (-1, 4, 5), А 2 (3, -5, 1), А 3 (4, 5, 2), Р1 : 2x – y +3z +1 = 0 

2.6   А 1 (3, 7, 5), А 2 (3, -9, 2), А 3 (1, 5, 7), Р1 : 3x + y +5z -2 = 0 

2.7   А 1 (0, 9, 5), А 2 (4, -2, 4), А 3 (2, 7, 6), Р1 : 6x – 2y +5z +1 = 0 
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2.8   А 1 (3, 4, -1), А 2 (1, -7, 1), А 3 (4, 3, 7), Р1 : x – 4y +2z +5 = 0 

2.9   А 1 (1, 4, 1), А 2 (1, 8, 1), А 3 (4, 3, -6), Р 1 : 3x – 4y +2z -6 = 0 

2.10   А 1 (2, 4, -1), А 2 (3, -7, 1), А 3 (5, 3, 7), Р 1 : -x + 9y +2z +5 = 0 

2.11   А 1 (1, 8, -3), А 2 (2, 8, 1), А 3 (6, 3, -6), Р 1 : 3x – 5y +z -6 = 0 

2.12   А 1 (8, 4, -1), А 2 (1, -9, 1), А 3 (4, 2, 7), Р 1 : x – 2y -2z +5 = 0 

2.13   А 1 (1, 4, -2), А 2 (9, 8, 1), А 3 (4, -3, -6), Р 1 : 2x – y +2z -7 = 0 

2.14   А 1 (2, 5, -1), А 2 (3, -7, 8), А 3 (5, 3, -2), Р 1 : -4x + y +2z +5 = 0 

2.15   А 1 (1, 8, -1), А 2 (2, 6, 1), А 3 (2, 3, -6), Р 1 : 3x – 5y +z -4 = 0 

2.16   А 1 (7, 4, -1), А 2 (1, -4, 2), А 3 (1, 2, 7), Р 1 : 5x – 2y -z +5 = 0 

2.17   А 1 (-3, 4, -2), А 2 (9, 5, 1), А 3 (4, -3, -1), Р 1 : 2x – y +2z +2 = 0 

2.18   А 1 (2, 5, 6), А 2 (3, -7, 8), А 3 (5, 4, -2), Р1 : -4x + y +2z +1 = 0 

2.19   А 1 (1, 9, -1), А 2 (2, 6, 1), А 3 (2, 8, -6), Р 1 : x – 5y +z -4 = 0 

2.20   А 1 (9, 5, -1), А 2 (4, -7, 8), А 3 (5, 2, -2), Р 1 : -7x + y +2z +5 = 0 

2.21   А 1 (1, 6, -1), А 2 (2, 7, 1), А 3 (2, 3, -6), Р 1 : 3x – y +3z -4 = 0 

2.22   А 1 (7, 5, -1), А 2 (2, -4, 2), А 3 (-3, 2, 7), Р 1 : 5x – y -z +5 = 0 

2.23   А 1 (-4, 4, -2), А 2 (8, 5, 1), А 3 (4, -3, -1), Р 1 : 2x – y +z +2 = 0 

2.24   А 1 (2, -5, 6), А 2 (3,-2, -7), А 3 (-5, 4, -2), Р 1 : 4x + y +2z +1 = 0 

2.25   А 1 (3, 9, -2), А 2 (-2, 6, 1), А 3 (2, 8, 5), Р 1 : x – 5y +z -6 = 0 

2.26   А 1 (1, 6, -5), А 2 (4, 7, 1), А 3 (1, 3, -6), Р 1 : 6x – y +3z -4 = 0 

2.27   А 1 (8, 5, -1), А 2 (2, -3, 2), А 3 (-3, 1, 7), Р 1 : 5x – y -z +3 = 0 

2.28   А 1 (-4, 3, -2), А 2 (8, 5, 9), А 3 (4, -3, -5), Р 1 : 3x – y +z +2 = 0 

2.29   А 1 (9, -5, 6), А 2 (3,2, -7), А 3 (-5, 1, -2), Р1 : 7x + y +2z +1 = 0 

2.30   А 1 (3, 9, -1), А 2 (-4, 6, 1), А 3 (2, 7, 5), Р1 : x – 5y +3z -6 = 0 

 

3. Берілгені: A – жазықтықтықта жатқан нүкте; R – шеңбердің радиусы; 

a, b – қисықтың жарты осьтері; симметрия осьтері (Оx немесе Оy); D – 

қисықтың директрисасы: 

а) центрі А нүктесінде және радиусы R болатын шеңбердің теңдеуін 

құру керек; 

б) жарты осьтері а және в болатын эллипстің теңдеуін құру керек, 

сызбасын салу керек.   эксцентриситетін, F 1 , F 2  фокустарын табу керек; 

в) нақты және жорамал жарты осьтері а және в болатын гиперболаның 

(екі вариант бар: а – нақты; в – жорамал және а – жорамал; в – нақты) теңдеуін 

құру керек, сызбасын салу керек.   эксцентриситетін, F1 , F 2  фокустарын, 

асимптоталарының теңдеулерін табу керек; 

г) симметрия осі Оx немес Оy, төбесі координаталар басында, 

директрисасы  D болатын параболаның теңдеуін құру керек, сызбасын салу 

керек. F фокусын табу керек. 
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3.1A(2, -4), R=4,a=1,b=3,OX,D: x=-3  3.2  A(-5, 1),R=3,a=2, b=4, OY,D: y=2 

3.3A(1, -4), R=5,a=8, b=3, OY,D: y=-6  3.4   A(7, 1),R=6,a=4, b=1, OX,D: x=2 

3.5A(2, -5), R=7,a=3, b=2, OX,D: x=4  3.6   A(-6, 2),R=8,a=7, b=4, OY,D: y=5 

3.9A(5, -4), R=1,a=6, b=4, OX,D: x=-5  3.10  A(-5, 2),R=4,a=9,b=4, OY,D: y=7 

3.11A(1, -3),R=5,a=8, b=2, OY,D: y=6  3.12   A(8, 1),R=6,a=4,b=2, OX,D: x=3 

3.13A(2, -6),R=7,a=3, b=4, OX,D: x=5  3.14  A(-7, 2),R=8,a=1,b=4, OY,D: y=3 

3.15A(3, 4),R=9,a=2, b=6, OY,D: y=-8  3.16   A(6, 3),R=2,a=3,b=1,OX,D: x=-8 

3.17A(2, -9),R=7,a=5, b=2,OX, D: x=6  3.18  A(-1, 2),R=8,a=5, b=4,OY,D: y=4 

3.19A(8, -4),R=9,a=7, b=5,OY, D: y=2  3.20 A(5, 1), R=2,a=9, b=1,OX,D: x=-1 

3.21A(5, -4),R=1,a=6, b=4,OX, D: x=2  3.22  A(-3, 2),R=4,a=8,b=4,OY, D: y=1 

3.23A(1, 8),R=5,a=9, b=2,OY, D: y=-6  3.24  A(9, 1), R=6,a=4,b=7,OX,D: x=-3 

3.25A(2, -5),R=7,a=7, b=4,OX, D: x=9  3.26  A(-9, 2),R=8,a=1,b=8,OY, D: y=7 

3.27A(7, 4),R=9,a=2, b=7, OY, D: y=8  3.28  A(11, 3),R=2,a=3,b=4,OX,D: x=8 

3.29A(-7, 4),R=6,a=3, b=7,OY, D: y=4  3.30  A(10, 4),R=4,a=3,b=5,OX,D: x=8 

 

4.   Екінші ретті қисықтың теңдеуін канондық түрге келтіру керек, осы 

қисықты салу керек. 

 

 

4.1   020282  yxx  4.2     0151843 22  xyx  

4.3    07822 22  yxyx  4.4    01582  yxx  

4.5    02010422  yxyx  4.6    09183095 22  yxyx  

4.7    0100364094 22  yxyx  4.8    01276454169 22  yxyx  

4.9    01282 2  yxx  4.10   0364 22  yyx  

4.11   0109325449 22  yxyx  4.12   0752  yxx  

4.13   0111664 22  yxyx  4.14   0784 2  yxx  

4.15   01849 22  xyx  4.16   0382 22  yyx  

4.17   03864 22  yxyx  4.18   06105 2  yxy  

4.19  0242484 22  yxyx  4.20   05262  yxx  

4.21   05040109 22  yyx  4.22   01991864916 22  yxyx  

4.23   014122  yxy  4.24   011422  xyy  

4.25   022 22  xyx  4.26   0241243 22  xyx  

4.27   0222 22  xyx  4.28    09422  xyy  

4.29   03222  xyx  4.30    038422  yxxy  

 

5.  Екінші ретті беттердің түрін анықтап, сұлбалық түрде сызбасын салу 

керек. 

 

5.1 1
492

);2
43

)
22222


zyx

bz
yx

a  5.2 16);1
184

) 222
222

 zyxb
zyx

a  
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a  5.4 1
41625

);1
416

)
222222


zyx

b
zyx

a  

5.5 1
9252

);2
52

)
22222


zyx

bz
yx

a  5.6 1
134

);1)
222

222 
zyx

bzyxa  

5.7 25);1
419

) 222
222

 zyxb
zyx

a  5.8 0
235

);2
37

)
22222


zyx

bz
yx

a  

5.9 1);1
325

) 222
222

 zyxb
zyx

a  5.10 y
zx

b
zyx

a 2
56

);1
4616

)
22222

  

5.11 4
5

);1
4981

) 22
2222

 zy
x

b
zyx

a  5.12 1);2
92

) 222
22

 zyxbx
zy

a  

5.13 1
4911

);0
449

)
222

2
22


zyx

bz
yx

a  5.14
2 2 2 2 2 2

) 1; ) 1
4 25 1 3 4 5

x y z x y z
a b       

5.15 36);1
949

) 222
222

 zyxb
zyx

a  5.16 1
442

);2
52

)
22222


zyx

bz
yx

a  

5.17 1
491

);03)
222

222 
zyx

bzyxa  5.18 4);1
187

) 222
222

 zyxb
zyx

a  

5.19 0
429

);1
1644

)
222222


zyx

b
zyx

a    5.20 1
92525

);2
53

)
22222


zyx

bz
yx

a  

5.21 1
41636

);1
419

)
222222


zyx

b
zyx

a  5.22 
2 2 2

2 2 2) 1; ) 1
9 3 16

x y z
a x y z b       

5.23 0
239

);2
36

)
22222


zyx

bz
yx

a  5.24
2 2 2

2 2 2) 1; ) 2
9 16 4

x y z
a b x y z       

5.25 1);1
3629

) 222
222

 zyxb
zyx

a  5.26 y
zx

b
zyx

a 2
58

);1
4912

)
22222

  

5.27 1
3

);1
498

) 22
2222

 zy
x

b
zyx

a  5.28 1);2
94

) 222
22

 zyxbx
zy

a  

5.29 1
9225

);2
83

)
22222


zyx

bz
yx

a  5.30 
2 2 2

2 2 2) 1; ) 1
9 3 1

x y z
a x y z b       

 

6.  Екінші ретті беттің теңдеуін  канондық түрге келтіру.  Сұлбалық 

сызбасын салу керек. 

 

6.1       
04)

016164)

2

222





zxb

zyxa
 6.2    

022)

0993)

22

222





zyxb

zyxa
 

6.3      
222

222

54)

020105)

xzyb

zyxa




 6.4     

22

222

9)

02484)

zyxb

zyxa




 

6.5     
2137)

06)

222

222





zyxb

zyxa
 6.6     

723694)

48)

222

22





zyxb

yxza
 

6.7     
222

222

208)

962464)

xzyb

zyxa




 6.8     

22

222

35)

040554)

zxyb

zyxa




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6.9     
1832)

)(8)

222

222





zyxb

zyxa
 6.10    

060534)

1025)

222

22





xyzb

xyza
 

6.11    
22

222

42)

021147)

zxyb

zyxa




 6.12      

xzyb

zyxa





22

222

28)

01236)
 

6.13     
036)

032416)

222

222





zyxb

zyxa
 6.14     

03)

015155)

2

222





zxb

zyxa
 

6.15      
033)

01866)
22

222





zyxb

zyxa
 6.16     

222

222

62)

021147)

xzyb

zyxa




 

6.17      
22

222

2)

01863)

zyxb

zyxa




 6.18      

1234)

0364)

222

222





zyxb

zyxa
 

6.19    
484123)

4)

222

2 2





zyxb

yxza
 6.20     

222

222

147)

601054)

xzyb

zyxa




 

6.21    
22

222

61015)

01669)

yxzb

zyxa




 6.22      

3632)

)(5)

222

222





zyxb

zyxa
 

6.23    
012243)

1234)

222

22





zyxb

zyxa
 6.24      

22

222

34)

03228)

xzyb

zyxa




 

6.25     
22

222

93)

0126)

yzxb

zyxa




 6.26      

032)

030532)

2

222





zxb

zyxa
 

6.27    
0542)

042627)

22

222





zyxb

zyxa
 6.28      

xzyb

zyxa

362)

0243124)

22

222




 

6.29      
22

222

42)

02793)

xyzb

zyxa




 6.30      

42273)

0216327)

222

222





zyxb

zyxa
 

 

 7. Екінші ретті қисықтың теңдеуін  канондық түрге келтіріп, осы 

қисықты сызу керек. 

 

7.1   0142422  yxxyyx  7.2     0366222 22  yxxyyx  

7.3   0224422  yxxyyx  7.4    011010244 22  yxxyyx  

7.5         5 01222  yxxy  7.6      0246433 22  yxxyyx  

7.7      0444  yxxy  7.8         0122222 22  yxxyyx  

7.9      02444  yxxy  7.10      012020822  yxxyyx  

7.11     0148422  yxxyyx  7.12       0126233 22  yxxyyx  

7.13     03222  yxxy  7.14     011212244 22  yxxyyx  

7.15     0188222  yxxyyx  7.16      01128433 22  yxxyyx  

7.17     0722222  yxxyyx  7.18        0746433 22  yxxyyx  

7.19     01444  yxxy  7.20      01210255 22  yxxyyx  
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7.21     06444  yxxy  7.22       0188422 22  yxxyyx  

7.23     01884  yxxy  7.24        0122222  yxxyyx  

7.25     0124422  yxxyyx  7.26         0188422 22  yxxyyx  

7.27     0524422  yxxyyx  7.28       01412233 22  yxxyyx  

7.29     04444  yxxy  7.30      0666222 22  yxxyyx  

 

          3.3 Типтік варианттың шешуі 

1. Жазықтықта А1 (4, -2), А 2 (8, 1) нүктелері және L 1 : -x + 4y + 5 = 0 түзуі 

берілген:  

а) осы нүктелер арқылы өтетін L 2  түзуінің теңдеуін құру керек; 

б) L 2  түзуінің теңдеуін келесі түрде жазу керек:  

1) y=kx+m;  

2) Ax+By+C=0;   

3) x/a+y/b=1;   

4) y-y 0=k(x-x 0 ).  

Сызбасын салып, ондағы  k, m, A, B, a, b, x 0 , y 0  геометриялық 

мағынасын көрсету керек; 

в) L 1  және L 2  түзулерінің арасындағы бұрышты табу керек. Бұл түзулер 

параллель, перпендикуляр бола ма? 

Шешуі: 

a) екі ( 11 , yx ) және ( 22 , yx ) нүктелері арқылы өтетін түзудің теңдеуі 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 формуласы бойынша табылады. Олай болса L 2  түзуінің 

теңдеуі  
)2(1

)2(

48

4








 yx
  немесе  

3

2

4

4 


 yx
 болады; 

б) L 2  түзуінің теңдеуін керек түрде жазып алайық: 

1)  y=kx+m: 
3

2

4

4 


 yx
5

4

3
2)4(

4

3
 xyyx ,( k=

4

3
, m=-5 ); 

2) Ax+By+C=0: 
3

2

4

4 


 yx
 0204384123  yxyx ,  

 ( A=3, B=-4, C=-20 ); 

3) x/a+y/b=1:  3x - 4y – 20 = 0 1
53/20

2043 



yx

yx , ( a = 20/3, b = 

-5 ); 

4) y-y 0=k(x-x 0 ): 
3

2

4

4 


 yx
)4(

4

3
2)2(4)4(3  xyyx ,  

 (k=
4

3
, 2,4 00  yx ). 

А 1 (4, -2), А 2 (8, 1) екі нүкте бойынша L 2  түзуін саламыз. 
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3 сурет 

 

Коэффициенттердің геометриялық мағынасын көрсетейік: k=
4

3
= tg  –  

L 2  түзуінің бұрыштық коэффициенті; m = -5 = OB – L 2  түзінің Оу осінде қиып 

түсетін кесіндісінің координата басынан санағандағы ұзындығы; А = 3, В = - 4 

– L 2  түзуінің нормаль (қалыпты) векторының координаталары, яғни 

2)4,3( LN  . 

y=kx+m теңдеуін түзудің бұрыштық коэффициентімен теңдеуі деп 

атайды, Ax+By+C=0 – түзудің жалпы теңдеуі, x/a+y/b=1 – түзудің кесінді 

арқылы теңдеуі; 

в) L 1  және L 2  түзулерінің арасындағы   бұрышты екі формуланың 

біреуі арқылы табуға болады. Егер L 1 : 0111  CyBxA ; L 2 : 0222  CyBxA , 

онда 
2

2

2

2

2

1

2

1

2121

BABA

BBAA
Cos




  формуласымен есептелінеді; егер бұрыштық 

коэффициент арқылы берілсе L 1 : 11 mxky  , L 2 : 22 mxky  , онда  

21

21

21 ;
1

LL
kk

kk
tg




 , егер 

2

1

2

1

B

B

A

A
  немесе 21 kk  ; 21 LL  , егер 02121  BBAA  

немесе  
2

1

1

k
k  . 

Шарт бойынша L 1  түзуінің теңдеуі жалпы түрде берілгендіктен L 1 : -х + 

4у+5=0, онда L 2  теңдеуін де жалпы түрде жазамыз L 2 : 3х – 4у –20 = 0 және  

бірінші формуланы қолданамыз 

 .
175

19
arccos,

175

19

2517

19

)4(34)1(

)4(43)1(

2222 

















 Cos  

4

4

3

1





  және 019)4(43)1(   ескерсек, онда L 1  және  L 2  түзулері 

параллель де, перпендикуляр да емес. 

 

2.  А 1 (1, 2, -1), А 2 (3, 3, 2), А 3 (2, -3, 7) нүктелері және  1P  жазықтығы 

берілген:  2x +3y + z – 1 = 0. 
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а) А 1 , А 2 ,А 3  нүктелері арқылы өтетін 
2P  жазықтығының теңдеуін жазу 

керек; 

б) 
2P  жазықтығының теңдеуін келесі түрде жазу керек:  

1) Ax+By+Cz+D=0;  

2) x/a+y/b+z/c=1;   

3) A(x-x 0 )+B(y-y 0 )+C(z-z 0 )=0; 

1), 2) теңдеулер қалай аталады? А, В, С, а, в, с, x 0 , y 0 , z 0  геометриялық 

мағынасын көрсетіңіздер;  

в) 
1P  және 

2P  жазықтықтарының арасындағы бұрышты табу керек. Бұл 

жазықтықтар параллель, перпендикуляр бола ма? 

г) А 1 , А 2  нүктелері арқылы өтетін L 1  түзуінің теңдеуін және А 1 , А 3  

нүктелері арқылы өтетін L 2  түзуінің теңдеуін құру керек; 

д) L 1  түзуінің канондық және параметрлік теңдеуін жазу керек; 

е) L 1  және  L 2 түзулерінің арасындағы бұрышты табу керек; 

ж) L 1  түзуі мен Р 1  жазықтығы арасындағы бұрышты табу керек. 

 

Шешуі: 

а) ( 111 ,, zyx ), ( 222 ,, zyx ), ( 333 ,, zyx ) нүктелері арқылы өтетін жазықтықтың 

теңдеуі мына түрде жазылады: 0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

.  

Біздің жағдайда 2P : 0

851

312

121

0

172312

122313

121













 zyxzyx

   (*); 

б) 1) (*) теңдіктегі оң жақтағы анықтауышты ашып, 2P  жазықтығының 

теңдеуін Ax+By+Cz+D=0: 23x – 13y – 11z – 8 = 0, (A=23, B=-13, C=-11, D=-8) 

түрінде аламыз. Теңдеудің бұл түрі жазықтықтың жалпы теңдеуі деп аталады; 

2) -8 бос мүшесін оң жаққа жіберіп, 8-ге бөлеміз. Мына түрдегі 

жазықтықтың теңдеуін аламыз  x/a+y/b+z/c=1: 

1
8/ 23 8/13 8/11

x y z
  
 

, (а=8/23, в=-8/13, с=-8/11). Бұл теңдеу жазықтықтың 

кесінді арқылы теңдеуі деп аталады;  

3) (*) теңдігінің сол жағындағы анықтауышты бірінші жолының 

элементтері бойынша жіктейміз 

 0)1(11)2(13)1(230
51

12
)1(

81

32
)2(

85

31
)1( 





 zyxzyx . 

Жазықтықтың теңдеуін мына түрде аламыз A(x-x 0 )+B(y-y 0 )+C(z-z 0 )=0 

( 1,2,1 000  zyx ).  
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Коэффициенттердің геометриялық мағынасы: А, В, С – бұл  

жазықтықтың нормаль (қалыпты) векторының координаталары, яғни 

2)11,13,23( PN  ;   

а, в, с – бұл координата басынан есептегендегі координата осьтерімен қиып 

түсетін кесіндінің ұзындығы. Олай болса а=8/23 – Ох-те,  в=-8/13 – Оу-те,   

с=-8/11 – Oz- те қиылатын кесінді; 000 ,, zyx - жазықтықта жататын нүктенің 

координаталары, яғни (1, 2, -1) нүктесі  
2P  жазықтығында жататын нүкте; 

в) 
1 1 1 1 1: 0P A x B y C z D     және 

2 2 2 2 2: 0P A x B y C z D     

жазықтықтарының арасындағы   бұрышының косинусы мына формуламен 

есептелінеді 
2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

CBACBA

CCBBAA
Cos




 . Егер 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 , онда 

21 PP ; егер 0Cos немесе 0212121  CCBBAA , онда 21 PP  . Біздің жағдайда 

2621

4

)11()13(23132

)11(1)13(332

222222





Cos .  

11

1

13

3

23

2





  және 

0Cos , болғандықтан,  
1P  және  

2P  жазықтықтары параллель де, 

перпендикуляр да емес; 

г)  ( 111 ,, zyx )  және ( 222 ,, zyx ) нүктелері арқылы өтетін теңдеуі 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














  формуласы  бойынша  табуға  болады. Сонымен,   

А 1 (1, 2, -1), А 2 (3, 3, 2) нүктелері арқылы өтетін L 1  түзуінің теңдеуі: 

3

1

1

2

2

1

12

1

23

2

13

1 




















 zyxzyx
, ал  А 1 (1, 2, -1) және  А 3 (2, -3, 7) нүктелері 

арқылы өтетін L 2  түзуінің теңдеуі: 
8

1

5

2

1

1

17

1

23

2

12

1 






















 zyxzyx
; 

д) 
p

zz

n

yy

m

xx 000 






 түріндегі түзудің теңдеуі канондық деп аталады. 

Алдыңғы пунктте түзудің канондық теңдеулері табылды: L 1 :
3

1

1

2

2

1 





 zyx
 

және L 2 :
8

1

5

2

1

1 







 zyx
. 














0

0

0

zptz

ynty

xmtx

 түріндегі теңдеу түзудің параметрлік 

теңдеуі деп аталады. Түзудің параметрлік теңдеуін алу үшін  канондық 

теңдеулерін t параметріне теңестіреміз, алынған теңдіктерден x, y, z-терді 

өрнектейміз. 

L 1 :
3

1

1

2

2

1 





 zyx
= 

























13
3

1

2
1

2

12
2

1

tzt
z

tyt
y

txt
x

t .   
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Сонымен, L 1 :














13

2

12

tz

ty

tx

 теңдеу; 

е) L 1 : 
1

1

1

1

1

1

p

zz

n

yy

m

xx 






 және L 2 :

2

2

2

2

2

2

p

zz

n

yy

m

xx 






 түзулерінің 

арасындағы    бұрышының косинусы мына формуламен есептелінеді 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

pnmpnm

ppnnmm
Cos




 .  Сонымен,  

352

7

64251914

83)5(112





Cos ; 

ж) 
p

zz

n

yy

m

xx 000 






 түзуі мен 0 DCzByAx  жазықтығының 

арасындағы   бұрышының синусы мына формуламен есептелінеді 

222222 pnmCBA

CpBnAm
Sin




 . Олай болса L 1 :

3

1

1

2

2

1 





 zyx
 түзуі мен 

Р 0132:1  zyx  жазықтығының арасындағы бұрыштың синусы: 

7

5

194914

133112





Sin . 

 

3.   Берілгені: А(3, -7) – жазықтықтағы нүкте; R= 6  – шеңбердің 

радиусы; a= 2, b  = 3  – қисықтың жарты осьтері; симметрия осі Оy, төбесі 

координаталар басында болатын парабола; D: у = -3  – қисықтың 

директрисасы: 

а) центрі А нүктесінде және радиусы R болатын шеңбердің теңдеуін 

құру керек; 

б) жарты осьтері а және в болатын эллипстің теңдеуін құру керек, 

сызбасын салу керек.   эксцентриситетін, F 1 , F 2  фокустарын табу керек; 

в) нақты және жорамал жарты осьтері а және в болатын гиперболаның 

(екі вариант бар: а – нақты, в – жорамал; а – жорамал, в – нақты) теңдеуін 

құру керек, сызбасын салу керек.   эксцентриситетін, F1 , F 2  фокустарын, 

асимптоталарының теңдеулерін табу керек; 

г) симметрия осі Оx немес Оy, төбесі координаталар басында, 

директрисасы  D болатын параболаның теңдеуін құру керек, сызбасын салу 

керек. F фокусын табу керек. 

 

Шешуі: 

а) центрі ),,( 000 zyx  нүктесінде және радиусы R болатын шеңбердің 

теңдеуі  22

0

2

0 )()( Ryyxx   түрде болады, біздің жағдайда: 

36)7()3( 22  yx ; 
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б) жарты осьтері а және в болатын эллипстің канондық теңдеуі  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 түрде болады; эллипстің   эксцентриситетін 

a

c
  тең, мұндағы 

22 bac  , егер a b , (яғни a  - үлкен жарты ось).  

Егер b a , (яғни b - үлкен жарты ось), онда a  және b  орындарымен 

ауыстыру керек.  

Егер a b  эллипстің фокустары  )0,(),0,( 21 cFcF   нүктелері немесе егер 

b a , онда ),0(),,0( 21 cFcF  . Сонымен, біздің жағдайдағы эллипстің канондық 

теңдеуі 1
94

22


yx

. b a  болғандықтан, 54922  abc , ал 

экцентриситет 
3

5


b

c
 , ( 1  ). )5,0(),5,0( 21 FF   фокустар Оу осінде 

жатыр. Координата жазықтығында эллипстің сызбасын саламыз: 

 

 
4 сурет 

 

2121 ,,, BBAA  - эллипс төбелері; 

в) а нақты және в жорамал жарты осьтері болатын гиперболаның 

канондық теңдеуінің түрі 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, ал b  нақты және a  жорамал жарты 

осьтері болатын гиперболаның канондық теңдеуінің түрі : 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 немесе 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
. Теңдеуі 1

2

2

2

2


b

y

a

x
 болатын гиперболаның экцентриситеті - 

a

c
 , 

мұндағы 22 bac  ; гиперболаның асимптоталарының теңдеулерінің түрі 

x
a

b
y  ; фокустары – )0,(),0,( 21 cFcF   нүктелері, олар нақты жарты осьте 

орналасқан. 
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 Шарт бойынша a=2, b =3, сондықтан  a  нақты жарты осі болатын 

гиперболаның канондық теңдеуінің түрі 1
94

22


yx

, ал b нақты жарты осі 

болса: 1
94

22


yx

 немесе 1
94

22


yx

. 

1
94

22


yx

 гиперболасын қарастырайық. Ол үшін жарты фокустық ара 

қашықтық 1394 c ; экцентриситет 
13

,( 1)
2

c

a
     тең; фокустары: 

)0,13(),0,13( 21 FF  ; асимптоталарының теңдеулері: xy
2

3
 . 

 Гиперболаны келесі жолмен оңай салуға болады: қабырғалары 

byax  ,  (бізде 3,2  yx ) болатын тік төртбұрышты саламыз. Тік 

төртбұрыштың диагональдары гиперболаның асимптоталары болады, тік 

төртбұрыштың қабырғалары мен  гиперболаның нақты осьтерімен қиылысу 

нүктелері – гиперболаның  төбелері; 

 
5 сурет 

 

г) шарт бойынша параболаның симметрия осі Оy, төбесі координаталар 

басында болғандықтан оның канондық теңдеуінің түрі pyx 22  . 

Параболаның директрисасы  у = - 3 түріндегі теңдеу болғандықтан, парабола 

теңдеуінде + таңбасы болу керек, яғни: pyx 22  .  

p  параметрін анықтау үшін параболаның директрисасының  
2

p
y   

болатындығын ескереміз, яғни 63
2

 p
p

. Сонымен, параболаның 

теңдеуі: yxyx 1262 22  . Параболаның фокусы – )
2
,0(
p

F  нүктесі, ол 
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симметрия осінде жатады. Біздің жағдайда фокус – )3,0(F . Параболаны 

салайық; 
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4.  Екінші ретті қисықтың теңдеулері берілген: а) 031222 22  yxyx ; 

б) 09123 2  yxy . Теңдеулерді канондық түрге келтіру керек, осы қисықты 

салу керек. 

Шешу: екінші ретті қисықтың жалпы теңдеулерін канондық түрге 

келтіру үшін осы сызық теңдеуі берілген координаталар жүйесін параллель 

көшіру және айналдыру көмегімен былай түрлендіреміз: координаталар басы 

сызықтың центрімен беттеседі (эллипс, гипербола) немесе төбемен (парабола) 

беттеседі, ал симметрия осьтері координата осьтеріне параллель. Сонда жаңа 

жүйеде сызық канондық түрге ие болады. Сызықтың жалпы теңдеуінде 

айнымалылардың көбейтіндісі бар мүше болмаса, теңдеуді канондық түрге 

келтіру үшін координаталар жүйесін параллель көшіру қолданылады. Толық 

квадрат бөліп алатындай мүшелермен толықтыру арқылы қол жеткізуге 

болады.  

а) x және y бар мүшелермен толықтырып, толық квадрат бөліп аламыз: 

031222 22  yxyx 03)996(2)112( 22  yyxx   

16)3(2)1( 22  yx 1
8

)3(

16

)1( 22








yx

. Жаңа айнымалы енгіземіз 









1

1

3

1

yy

xx
(*). (*) формулалары координаталар жүйесін  параллель көшіргенде 

координаталарды түрлендіру формулалары болып табылады 111 yxOOxy . 

)3;1(1 O нүктесі – жаңа координаталар басы. 111 yxO  жүйесінде сызықтың 

теңдеуі мынадай канондық түрде болады 1
816

2

1

2

1 
yx

. Бұл теңдеу жарты 

осьтері 4a  және 8b  болатын эллипс теңдеуі. 
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7 сурет 

 

б) 09123 2  yxy  сызықтың теңдеуінде  xy  және 2x  бар мүше жоқ, бұл 

канондық теңдеу түрі pxy 22   парабола теңдеуі болуы мүмкін. y бар 

мүшемен толықтырып, толық квадрат бөлеміз:  

9)444(3 2  xyy  3)2(3 2  xy  )3(
3

1
)2( 2  xy . Жаңа айнымалы 

енгіземіз 








1

1

2

3

yy

xx
(*). (*) формулалары координаталар жүйесін  параллель 

көшіргенде координаталарды түрлендіру формулалары болып табылады 

111 yxOOxy .  

)2;3(1 O  нүктесі – жаңа координаталар басы. 111 yxO  жүйесінде  

сызықтың теңдеуі мынадай канондық түрде болады 1

2

1
3

1
xy   – 1O  нүктесінде 

парабола, тармақтары оңға бағытталған. Параболаны дәлірек кескіндеу үшін 

ескі координата осьтерімен қиылысу нүктелерін табамыз. Ох осімен: 

у=0 9x ; Оу осімен: х=0 0342  yy 3,1 21  yy . 

 
 

8 сурет 

 

5. Екінші ретті беттердің түрін анықтау керек және сұлбалық түрде 

сызбасын салу керек: 
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          а) 1
4212

222


zyx

;  б) 0
423

222


zyx

. 

Шешуі: 

а) симметрия осі Ох болатын бір қуысты гиперболоидтың канондық 

теңдеуі берілген, оның сұлбалық түрдегі сызбасы; 

 
9 сурет 

 

в) симметрия осі Оz және төбесі координаттар басында болатын екінші 

ретті конустың канондық теңдеуі берілген, оның сұлбалық  сызбасы:  

 

10 сурет 

 

6.  Екінші ретті беттің теңдеулері берілген: а) 22 63 zxy  ;  

б) 02431214 222  zyx ; в) 032 2  zy . теңдеуін  канондық түрге келтіру.  

Сұлбалық сызбасын салу керек. 

Шешуі: екінші ретті беттің жалпы теңдеуі канондық теңдеулері белгілі 

тоғыз беттің біреуін анықтайды. Біздің тапсырмаларда теңдеулерді канондық 

түрге келтіру үшін теңдеудегі мүшелерге түрлендіру жүргізу жеткілікті: 

кейбір мүшелерді теңдеудің екіші жағына жіберу, белгілі бір санға көбейту не 

бөлу арқылы коэффициенттерін өзгерту: 
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а) 22 63 zxy   теңдеуінде екі айнымалы квадратта, ал біреуінде квадрат 

жоқ болғандықтан, бұл эллиптік параболоид (канондық теңдеуі z
q

y

p

x
2

22

 ) 

немесе гиперболалық параболоид (канондық теңдеуі z
q

y

p

x
2

22

 ) теңдеуі. 

Түрлендірулер жүргіземіз: 22 63 zxy    x
zy


3

6

3

22

 x
zy

2
4/12/3

22

 . 

Сонымен, бұл симметрия осі ОХ,  төбесі координаталар басында эллиптік 

параболоид теңдеуі. Сұлбалық сызбасы: 
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б) түрлендірулер жүргіземіз: 0243124 222  zyx   

243124 222  zyx  1
826

222


zyx

. Екі қуысты гиперболоидтың канондық 

теңдеуі пайда болды, сұлбалық сызбасы: 
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в) 032 2  zy  теңдеуінде бір х айнымалысы жоқ, яғни бұл цилиндр 

теңдеуі. Бір айнымалының квадраты бар, екіншісінікі жоқ, сондықтан бұл 

параболалық цилиндр. Оның теңдеуін канондық түрге келтіреміз: 
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032 2  zy zy
2

32  . Соңғы теңдеу  Оyz (бұл парабола) жазықтығында 

бағыттаушы теңдеуі, құраушы Ох координата осіне параллель. Сұлбалық 

сызбасы: 
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7.  - 051426411244 22  yxyxyx  сызығының теңдеуін канондық 

түрге келтіріп, оның сызбасын салу керек. 

 Шешуі: теңдеудің үлкен мүшелерінен тұратын 22 11244),( yxyxyxF   

квадраттық форманы қарастырайық. Оны канондық түрге келтіреміз  
2

1

2

111 520),( yxyxF  . 






















5

3

5

4
5

4

5

3

T  – T
~

 ортогональ түрлендіруінің матрицасы, ол квадраттық 

форманы канондық түрге келтіреді және жүйені бұру (айналдыру) матрицасы, 

яғни 1 1

TOxy Ox y . 












11

11

5

3

5

4
5

4

5

3

yxy

yxx
 – бұрғандағы координаталарды түрлендіру 

формулалары. Сонымен, үлкен мүшелері былай   түрлендірілді: 
22 11244 yxyx  

2

1

2

1 520 yx  ; 

кішілері – былай:  

64 42 51x y    1 1 1 1

3 4 4 3
64 42 51

5 5 5 5
x y x y

   
      

   
= 1 172 26 51x y  .  

1 1Ox y  жүйесінде сызықтың теңдеуі мына түрде болдады   

0512672520 11

2

1

2

1  yxyx . 

Әрі қарай қысқартулар жасау үшін координат жүйесін параллель көшіру 

түрлендіруін жасаймыз. Ол үшін 1x  және 1y  бар мүшелерді толық  квадратқа 

толықтырамыз: 
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2 2

1 1 1 120( 18/5 81/25 81/25) 5( 26/5 169/25 169/25) 51 0x x y y           
2 2

1 120( 9/5) 5( 13/5) 20 0x y       немесе  

            1
4

5

13

1

5

9
2

1

2

1



























yx

.   

Ауыстыру жасаймыз              












5

13
5

9

1

1

yY

xX
      (*). 

(*) формулалары координат жүйесін параллель көшіргенде 

1 1 1Ox y O XY  координаттарды түрлендіру формулалары болып табылады.  

)6,2;8,1(1 O  нүктесі – жаңа координаттар басы. XYO1   жүйесінде 

сызықтың теңдеуінің канондық түрі 1
41

22


YX

. Бұл жорамал жарты осі  

1a    және  нақты жарты осі  2b    болатын гипербола.  

 
1 1

TOxy Ox y  көшуіндегі бұрышты анықтау үшін Oxy     1 2,e e e  

базисін, ал көшкендегі  11 yOx  жүйесіндегі    1 2,e e e    базисін қарастырайық. 






















5

3

5

4
5

4

5

3

T   –  бұру түрлендіруі матрицасы болғандықтан, 1e  және  
2e  

базистік векторлардың бейнесі (образы)  e  базисі бойынша былай жіктеледі: 













112

111

5

3

5

4
5

4

5

3

eee

eee
. Соңғы теңдікті  5-ке көбейтіп, 1OM  және 2OM  векторларын 

аламыз. Олар 1e   және  2e   векторларына коллинеарлы: 








112

111

34

43

eeOM

eeOM
.  

Сонымен, бұру бұрышын білудің қажеті жоқ, O x y  жүйесінде 1e  және 2e  

векторлары бойынша 1OM  және 2OM  векторларын салу жеткілікті. Бұл 

векторлар 1Ox  және 1Oy  жаңа координат остеріне бағыттас. Сызбасын салайық 

Сызбасы дәлірек шығуы үшін ескі координаталар остерімен қиылысу 

нүктелерін табамыз: Ох осімен: у=0 051644 2  xx  15,1 21  xx ; Оу 

осімен: х=0 0514211 2  yy   дискриминант 022441764 D , яғни Оу 

осімен  қиылысу нүктелері  жоқ. 
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