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Введение 

 

 В настоящее время математические методы находят широкое 

применение в самых различных областях науки и техники, они стали 

составной частью любой технической дисциплины. Это предъявляет 

повышенные требования к подготовке инженеров и научных работников и  

приводит к необходимости усиления прикладной направленности курса 

математики и повышения уровня фундаментальной математической 

подготовки. 

Методические указания содержат расчетно-графические работы по 

разделам «Векторная и линейная алгебры, системы линейных уравнений, 

линейные операторы, комплексные числа, многочлены, квадратичные 

формы», «Аналитическая геометрия». 

 По каждой части приведены теоретические вопросы и материалы. Дано 

решение типового варианта по каждому РГР. 

 Номер варианта каждого студента определяется по списку группы. 

Расчетно - графическая работа должна выполняться четко и разборчиво в 

ученической тетради. 

 

1 Расчётно-графическая работа №1. Векторная и линейная 

алгебры, системы линейных уравнений  

 

Цели: изучить операции над матрицами и определителями, 

ознакомиться с основными понятиями векторной алгебры и основными 

методами решения систем линейных алгебраических уравнений. 

 

1.1 Теоретические вопросы 

 
1. Определители, их свойства, вычисление. 

2. Матрицы, действия над ними, обратная матрица.  

3. Ранг матрицы и его вычисление. 

4. Векторы, их длина, линейные операции над векторами.  

5. Скалярное, векторное, смешанное произведения векторов. 

6. Системы линейных алгебраических уравнений.  

 

1.2 Расчётные  задания  

 

1.  Дан определитель третьего порядка: 

а) найти минор M ij  и алгебраическое дополнение A ij  элемента a ij ; 

б) разложить определитель по i-ой строке; 

в) вычислить определитель, разложив его по j-му столбцу; 

г) вычислить по правилу треугольника (правилу Саррюса). 
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2.  Вычислить определитель четвёртого порядка. 
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2.29 
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3. Даны матрицы  А, В, С, Д: 

а) найти матрицы 3С+2Д, С-4Д;  

б) найти матрицу  В T , транспонированную В;  

в) найти одно из произведений: АС или АВ или СД? Объяснить, 

почему другие произведения невозможны; 

г) найти матрицу 1A , обратную матрице  А; 

  д) найти ранг матрицы В двумя способами: методом окаймляющих 

миноров и методом  элементарных преобразований, найти базисный минор.  
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
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3.3  А= ,
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3.4  А= ,
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3.5  А= ,
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
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
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
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














   В= 

































20622

20642

30961

10321

10321

,  С= ,

22

17

63





















  Д=




















11

13

09

 

3.16  А= ,

124

301

154

















  В=






















10642

5321

4112

,  С=  ,432   Д=  428   
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3.17  А= ,

212

434

633



















  В=






















2644

512111

1322

, С= ,
2291

8132












 Д= 







 

1721

2345
 

3.18  А= ,

301

234

352





















  В=






















41063

2521

1111

,  С= ,
12

65







 
  Д= 









01

54
 

3.19  А= ,

602

734

214















 

  В=






















4236

3213

3125

,  С= ,
342

516







 
  Д= 







 

941

223
 

3.20  А= ,

412

271

603



















  В=





























414644

316251

27322

19531

,  С= ,

8

6

2

















   Д=
















2

1

5

 

3.21  А= ,

524

301

713



















  В=





























669

446

357

223

,  С= ,

43

91

32















 

  Д=




















35

31

64

 

3.22  А= ,

264

532

143





















  В=






















32111

42347

74236

, С=  560 ,  Д=  435  

3.23  А=




















212

043

351

, В=






















6933

1422

2311

, С= 












3543

2217
, Д= 













2931

4132
 

3.24  А=




















314

712

163

,  В=






















6475

3147

4253

, С= 








 242

126
,  Д= 







 

652

113
 

3.25  А= ,

172

514

332





















  В=






















4642

3721

2321

,  С= ,
960

142












  Д= 









 413

235
 

3.26  А= ,

322

813

465





















  В=





























24222

03431

21211

12111

,  С= ,

3

6

7

















  Д=


















3

2

2

 



 

 

 
9 

3.27  А= ,

452

271

532





















  В=























846

1623

223

423

,  С= ,

13

72

19

















  Д=


















30

41

52

 

3.28  А= ,

164

042

315

















  В=
















1112

2124

3236

,  С=  ,825    Д=  841   

3.29  А= ,

325

113

2010





















  В=






















6204

3102

0936

, С= ,
6314

1732







 
  Д= 













4211

4306
 

3.30  А= ,

323

914

132















 

  В=




















03212

11321

12111

,  С= ,
24

15










  Д= 







 

14

23
 

 

4.  Даны векторы а , в , с : 

а) найти модуль (длину) вектора а ; 

б) найти скалярное произведение векторов а  и в . Будут ли эти векторы 

ортогональны? 

в) найти векторное произведение векторов  в  и с . Будут ли эти векторы 

коллинеарны? 

г) найти смешанное произведение векторов а , в , с . Будут ли эти 

векторы   компланарны? 

д) найти синус угла между векторами в  и с  и косинус угла между 

векторами а  и в . 

 

4.1 а=(2, -3, 1), в =(0, 1, 4), с=(5, 2, -3) 4.2 а =(5, -3, -1),в =(7, 1, 4), с=(5, 8, -3) 

4.3 а=(-9, -3, 0), в =(6, 4, 4), с=(0, 2, -2) 4.4 а =(1, -5, 4), в =(5, 1, 4),с=(5, -3, -3) 

4.5 а=(8, -5, 0), в =(6, 4, 6), с=(0, 6, -2) 4.6 а =(5, -7, 0), в =(4, 5, 4), с=(7, 8, 5) 

4.7 а=(1, -7, 1), в =(9, 1, 4), с=(8, 2, -3) 4.8 а =(2, -6, 4), в =(1, 1, 8), с=(5, -3, 9) 

4.9 а=(-9, 5, 0), в =(6, 3, 4), с=(7, 2, -2) 4.10 а=(6, -3, 1), в =(7, 2, 4),с=(5, 8, 4) 

4.11 а=(9, -5, 0), в=(2, 9, 6),с=(0, 6, 4) 4.12 а=(2, -5, 4), в =(5, 3, 4),с=(5, 3, 4) 

4.13 а=(5, 5, 0), в =(6, 2, 4), с=(7, 2, -7) 4.14 а=(9, -7, 0), в =(8, 5, 3), с=(7, 8, 7) 

4.15 а=(7, -5, 0), в =(2, 8, 6), с=(0, 6, 3) 4.16 а=(8, -5, 4), в =(2, 1, 8), с=(5, 9, 9) 

4.17 а=(9, 6, 8), в =(7, 3, 4), с=(3, 2, -2) 4.18 а=(8, -7, 1), в =(6, 1, 3), с=(1, 8, 7) 
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4.19 а=(1, -5, 0), в =(2, 7, 6), с=(7, 6, 4) 4.20 а=(5, -5, 4), в =(9, 1, 8), с=(4, 9, 1) 

4.21 а=(3, 6, 7), в =(1, 3, 4), с=(3, 6, -2) 4.22 а=(1, -7, 1), в =(7, 8, 3), с=(1, 8, 9) 

4.23 а=(2, -5, 0), в =(2, 5, 6), с=(7, 6, 8) 4.24 а=(0, -5, 2), в =(6, 1, 4), с=(0, 9, 1) 

4.25 а=(7, -5, 0), в =(3, 7, 6), с=(8, 6, 4) 4.26 а=(4, -5, 4), в =(8, 1, 7), с=(4, 5, 1) 

4.27 а=(6, 6, 8), в =(7, 2, 4), с=(5, 2, -1) 4.28 а=(3, -7, 1), в =(4, 2, 3), с=(2, 3, 7) 

4.29 а=(4, -5, 6), в=(8, 1, 6),с=(6, 1, 4) 4.30 а=(5, 6, 3), в =(2, -3, 8), с=(3, 9, 2) 

 

5. Решить систему:  

          а) по правилу Крамера;  

          б) матричным методом (с помощью обратной матрицы). 

 

5.1 
2 7

3 1

x y

x y

 


 

 5.2 








12

34

yx

yx
 5.3 









132

3

yx

yx
 5.4 









126

32

yx

yx
 

5.5 








13

732

yx

yx
 5.6 









12

38

yx

yx
 5.7 









132

13

yx

yx
 5.8 









1126

34

yx

yx
 

5.9 








13

752

yx

yx
 5.10 









17

34

yx

yx
 5.11 









132

38

yx

yx
 5.12 









126

32

yx

yx
 

5.13 








13

734

yx

yx
 5.14 









12

78

yx

yx
 5.15 









132

132

yx

yx
 5.16 









1126

13

yx

yx
 

5.17 








62

123

yx

yx
 5.18 









32

25

yx

yx
 5.19 









62

27

yx

yx
 5.20 









42

26

yx

yx
 

5.21 








62

12

yx

yx
 5.22 









32

29

yx

yx
 5.23 









52

2

yx

yx
 5.24 









42

27

yx

yx
 

5.25 








62

23

yx

yx
 5.26









32

265

yx

yx
 5.27 









62

257

yx

yx
 5.28 









42

66

yx

yx
 

5.29 








6

24

yx

yx
 5.30 









32

27

yx

yx
 5.31 2 7

3 1

x y

x y

 


 

 5.32 








12

34

yx

yx
 

 

6.  Проверить совместность систем уравнений; определить количество 

решений; в случае совместности решить методом Гаусса. 

 

6.1  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 7

) 2 3 1,

3 2 6

3 2 4 8

) 2 4 5 11

2 1

x x x

a x x x

x x x

x x x

b x x x

x x x

  


  
   

  


  
   

 6.2  





























232

52

1

)

344

42

322

)

31

321

321

321

321

321

xx

xxx

xxx

b

xxx

xxx

xxx

a
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













2242

11542

12

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

        














10422

1

52

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.3   





























52

1254

2233

)

722

113

432

)

21

321

321

321

321

321

xx

xxx

xxx

b

xxx

xxx

xxx

a

 

        














722

113

722

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c  

6.4   





























2965

1542

8423

)

92

6243

12423

)

321

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

xxx

xxx

xxx

a

 

         














113

113

722

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.5   





























2242

6432

0274

)

12638

2

934

)

321

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

xxx

xxx

xxx

a

  

        















2

2

934

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c  

6.6   





























224

157

6495

)

39114

2457

33432

)

321

321

321

31

21

321

xxx

xxx

xxx

b

xx

xx

xxx

a

 

         















224

113

113

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

 6.7    





























0944

15

3455

)

22523

2045

64

)

321

321

321

321

32

321

xxx

xxx

xxx

b

xxx

xx

xxx

a

 

          














0944

15

21022

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c

 

6.8     





























5453

1147

1594

)

102

9243

21423

)

321

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

xxx

xxx

xxx

a

 

          















1147

1594

108106

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.9   














82

1122

1944

)

321

32

321

xxx

xxx

xxx

a  

        














2

922

123

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b  

         














2

4222

123

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.10    














42

044

022

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

           














523

3749

0536

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

            















42

022

42

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.11  














15243

205

932

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  6.12    














35

1243

032

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  



 

 

 
12 

          














0943

65

5432

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b  

          















65

4222

181533

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

           














7365

397

1432

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

           















7365

1432

1432

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.13   














1924

36653

43

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

          














0452

4245

623

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

          















1924

43

43

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.14   














1642

825

113

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

          














1427

435

22

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

          















4224

435

22

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.15    














123

032

432

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

           














1894

2653

024

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

         















0482

2653

024

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.16   














52

23

134

)

31

321

321

xx

xxx

xxx

a  

          














823

1632

1232

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

          















823

1632

823

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.17   














53

2432

632

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a

 

          














11423

42

11243

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b  

          















12642

2432

632

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.18    














932

1343

1565

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

           














4332

743

125

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

           















932

1343

932

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.19   















932

63

16425

)

321

31

321

xxx

xx

xxx

a
 

          














542

435

243

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

          















542

10824

243

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.20   














955

2743

5232

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

          














673

254

94

)

32

321

321

xx

xxx

xxx

b

 

          















673

254

41028

)

32

321

321

xx

xxx

xxx

c
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6.21 1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 12

) 2 4 6

5 2 3

x x x

a x x x

x x x

  


  
   

 

       
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 15

) 3 8

5 2 5 0

x x x

b x x x

x x x

  


  
   

 

       














12842

325

642

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c  

2.22    















1942

1125

93

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a
 

           














482

053

332

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

           















482

053

053

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

2.23





























1735

5522

323

)

534

2

4638

)

321

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

xxx

xxx

xxx

a

 

        














4222

2

534

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

2.24   














8523

16432

1432

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

          














1272

82

4353

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b  

           















1272

82

16242

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.25  














35

723

62102

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a
                       

          














74

3357

12432

)

31

321

321

xx

xxx

xxx

b                                                                           

          














134

723

35

)

31

321

321

xx

xxx

xxx

c  

6.26     














734

1652

0782

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

          















1643

14523

64

)

321

321

21

xxx

xxx

xx

b
 

          















1643

14523

6416124

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.27   1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 5 5

) 2 3 4 12

2 3 1

x x x

a x x x

x x x

  


  
    

 

          
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 3

) 4

3 4 2 2

x x x

b x x x

x x x

  


  
   

 

          















334

4

8222

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.28   














1032

3323

1347

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

          














5453

1147

1594

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

           















1032

3323

6646

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

6.29   














2244

112

822

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a

 

          














7324

164

238

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b

 

6.30    














924

43

8653

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

a  

           














133

932

2265

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

b
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          













16424

112

822

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
            















133

932

18264

)

321

321

321

xxx

xxx

xxx

c
 

 

7.  Решить однородную систему линейных уравнений. 

  

7.1 а) 
7 5 0

6 0

x y

x y

 


 

 

      )b 2 18 0

9 0

x y

x y

  

  

 

7.2   a) 3 4 0

6 0

x y

x y

  

  

 

       )b
3 0

6 2 0

x y

x y

  


 

 

7.3   a)
7 0

3 0

x y

x y

 


 

 

       )b
7 0

2 14 0

x y

x y

  


 

 

7.4  a) 2 0

3 0

x y

x y

  


 

 

      )b
3 0

6 2 0

x y

x y

 


 

 

7.5  a) 
2 5 0

7 4 0

x y

x y

 

  

 

       )b
2 3 0

8 12 0

x y

x y

 

  

 

7.6  a) 
2 0

6 5 0

x y

x y

  


 
 

       )b
2 0

3 6 0

x y

x y

  


 
 

7.7  a) 
5 0

3 0

x y

x y

 


 

 

       )b
2 0

8 4 0

x y

x y

 


 

 

7.8   a) 5 8 0

0

x y

x y

 

  

 

        )b
3 4 0

6 8 0

x y

x y

  

  

 

7.9  a) 
0

3 0

x y

x y

 


 

 

       )b
3 0

3 9 0

x y

x y

  

  

 

7.10 a) 
4 0

2 3 0

x y

x y

 


 

 

        )b
5 2 0

10 4 0

x y

x y

  

  

 

7.11 a) 5 0

2 0

x y

x y

 


 

 

        )b
8 0

16 0

x y

x y

 


 
 

7.12 a) 
9 0

2 5 0

x y

x y

 


 

 

        )b
9 2 0

18 4 0

x y

x y

 


 

 

7.13 a) 
5 0

7 2 0

x y

x y

 


 

 

        )b
2 7 0

4 14 0

x y

x y

 


 

 

7.14 a)  3 0

2 3 0

x y

x y

 


 

 

         )b 3 0

6 0

x y

x y

 


 

 

7.15 a)  8 0

5 3 0

x y

x y

 


 

 

         

)b
2 5 0

4 10 0

x y

x y

 


 

 

7.16 a) 
8 3 0

5 0

x y

x y

 

  

 

       )b  
5 0

5 0

x y

x y

 

  

 

7.17 a)  2 0

9 0

x y

x y

  


 

 

         )b
2 0

4 8 0

x y

x y

 

  

 

7.18 a)  2 3 0

4 0

x y

x y

 

  

 

         )b 0

0

x y

x y

  


 

 

7.19 a)  
8 0

6 0

x y

x y

 


 
 

         )b
2 0

8 4 0

x y

x y

 

  

 

7.20 a) 3 8 0

6 0

x y

x y

  


 

 

        )b
2 0

3 6 0

x y

x y

  


 

 

7.21 a) 
7 0

2 0

x y

x y

  


 

  

        )b
0

3 3 0

x y

x y

 


 
 

7.22 a) 
9 0

5 0

x y

x y

  

  

 7.23 a) 3 0

7 0

x y

x y

 


 

 7.24 a) 2 0

6 0

x y

x y

 


 
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        )b 3 4 0

6 8 0

x y

x y

  

  

         )b
5 3 0

10 6 0

x y

x y

 


 

         )b
0

4 4 0

x y

x y

  

  

 

7.25 a) 5 0

3 0

x y

x y

 


 

 

        )b 6 0

12 2 0

x y

x y

 


 

 

7.26 a) 8 3 0

2 0

x y

x y

 


 

 

        )b
2 0

6 3 0

x y

x y

  


 

 

7.27 a) 5 2 0

4 3 0

x y

x y

 


 

 

        )b
5 0

3 15 0

x y

x y

 


 

 

7.28 a) 
9 2 0

2 0

x y

x y

 


 

 

        )b
3 5 0

6 10 0

x y

x y

 


 

 

7.29 a) 5 0

3 0

x y

x y

 


 

 

        )b
3 0

6 0

x y

x y

 


 

 

7.30 a) 
6 0

3 0

x y

x y

 

  

 

        )b
2 9 0

4 18 0

x y

x y

 


 

 

 

8. Решить однородную систему линейных уравнений. Найти 

нормированную фундаментальную систему решений. 

8.1 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 0

2 3 5 6 2 0

4 2 8 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.2 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 2 0

2 4 5 6 2 0

2 6 4 4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.3 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 7 2 3 0

3 8 6 2 0

5 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.4 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 0

3 6 2 0

4 2 6 8 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.5 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 9 3 0

5 3 2 0

2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.6 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 4 0

3 2 2 0

4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.7 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 0

2 6 2 0

2 3 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.8 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 4 0

3 2 0

2 4 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.9 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 0

4 6 2 0

5 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.10 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 3 0

3 7 2 0

2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.11 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2 0

3 5 6 2 0

4 2 6 2 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.12 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 5 2 0

3 6 2 0

4 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.13 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 3 0

3 2 4 0

2 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.14 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 3 0

5 3 2 0

2 8 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.15 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 9 0

7 5 2 0

3 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.16 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 2 0

2 3 4 2 0

3 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     
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8.17 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 7 8 0

7 6 0

4 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.18 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 3 0

2 3 5 2 0

9 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.19 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

9 2 0

2 3 5 2 0

2 8 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.20 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 2 0

2 5 2 0

3 2 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.21 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 8 0

3 2 0

3 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.22 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 3 0

2 3 2 2 0

7 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.23 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 0

2 6 2 0

5 2 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.24 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 0

2 3 2 0

5 2 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.25 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0

2 3 2 0

2 9 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.26 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 0

2 3 6 2 0

6 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.27 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 3 0

2 3 2 0

3 5 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.28 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 2 0

3 6 2 0

2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

8.29 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 5 0

2 5 2 0

9 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 8.30 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0

2 7 5 0

4 2 2 4 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

 

1.3 Решение типового варианта 

1  Дан определитель третьего порядка  

251

820

143





, i=2, j=3: 

а) найти минор M ij  и алгебраическое дополнение A ij  элемента a ij ; 

б) разложить определитель по i-ой строке; 

в) вычислить определитель, разложив его по j-му столбцу; 

г) вычислить по правилу треугольника (правилу Саррюса). 

Решение:   

a) минор M ij элемента a ij равен определителю, полученному из данного 

после вычёркивания i-ой строки и j-го столбца. Таким образом, вычёркиваем 

в нашем определителе вторую строку и третий столбец, получаем  

М 23=
51

43
= 15 – 4 = 11. Алгебраическое дополнение элемента a ij вычисляем 

по формуле A ij =(-1) ji M ij . Значит,  А 23=(-1) 32 11= -11; 
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б) формула разложения определителя по i-ой строке для определителя 

n - го порядка имеет вид 

nnnn

inii

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa













21

21

22221

11211

= ininiiii AaAaAa  2211 ,  

где A ij  алгебраическое дополнение элемента a ij .  

Так как i = 2, j = 3, то формула перепишется так 

232322222121

333231

232221

131211

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

 . Искомое разложение имеет вид 

51

43
)1(8

21

13
)1(2

25

14
)1(0

251

820

143
322212 














 ; 

в) j = 3. Формула разложения по третьему столбцу имеет вид 

333323231313

333231

232221

131211

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

 .  

Таким образом,  

20

43
)1()2(

51

43
)1(8

51

20
)1()1(

251

820

143
333231 




 = 2 – 88 – 12 = - 98; 

г) правило треугольника: определитель третьего порядка равен сумме 

шести членов; члены со знаком плюс получают при перемножении по три 

элемента определителя, взятых по схеме , члены со знаком минус – 

по схеме .  

Поэтому 

3 4 1

0 2 8 3 2 ( 2) 4 8 1 0 5 ( 1) 1 2 ( 1)

1 5 2



               



 3 8 5 4 0 ( 2)        

12 32 2 120 98.        

2. Вычислить определитель четвёртого порядка 

2 3 2 0

5 0 3 2

4 0 1 5

1 6 2 1




  . 
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Решение: используя свойства определителей, получим в одной из его 

строк  или столбцов нули. Выберем второй столбец, где уже есть два нуля: 

умножим первую строку на (-2) и прибавим к последней, получим  
2 3 2 0

5 0 3 2

4 0 1 5

5 0 2 1




 



.   

Теперь разложим определитель по второму столбцу 

1 2

5 3 2

3 ( 1) 4 1 5 ( 3) (5 75 16 10 50 12) ( 3)( 34) 102

5 2 1





                



.  

3. Даны матрицы  А=




















117

345

123

, В=






















8112

1524

2312

, С=





















6

4

2

1

, Д=























1

4

8

3

:       

а) найти матрицы 3С+2Д, С-4Д;  

б) найти матрицу  В T , транспонированную матрице В; 

в) найти одно из произведений АС или АВ или СД? Объяснить, почему 

другие произведения  невозможны; 

г) найти матрицу 1A , обратную матрице  А; 

  д) найти ранг матрицы В двумя способами: методом окаймляющих 

миноров и методом  элементарных преобразований, найти базисный минор.  

Решение: 

а)  3С+2Д = 3





















5

4

2

1

+2























1

4

8

3

=





























1253

4243

)8(223

3213
























17

20

10

9

.  

С - 4Д = 





















5

4

2

1

-4























1

4

8

3

=





























145

444

)8(42

341

=

























1

12

34

11

; 

  б)  матрица, транспонированная матрице  В, получается заменой 

строк матрицы В её столбцами с теми же номерами: В T = 

























812

153

121

242

; 

в)  произведение матриц АВ возможно, если число столбцов матрицы 

А равно числу строк матрицы В. Размеры матриц: А 33 , В 43 , С 14 , Д 14 . Таким 

образом,  А 33 В 43 = 33   – произведение возможно.    А 33 С 14 = 43   и  

С 14 Д 14 = 41 – произведения невозможны. Произведением матриц АВ 

является матрица С, число строк которой равно числу строк матрицы А, 
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число столбцов равно числу столбцов матрицы В: nmnkkm CBA   . Элемент 

ijc  матрицы С равен сумме произведений i–ой строки матрицы А на j–ый 

столбец матрицы В. Таким образом, АВ =




















117

345

123























8112

1524

2312

=  

=






















2125816

10200

8112)2(3115233)1(1)2(2)1(3214223

=






















2125816

10200

420816

, 

 434333   EBA . Вторая (третья) строка последней матрицы получена как 

сумма произведений элементов второй  (третьей) строки матрицы А на 

соответствующие элементы всех столбцов матрицы В.            

Итак,  АВ = Е = 






















2125816

10200

420816

; 

г) обратная матрица для квадратной матрицы существует, если 

определитель матрицы не равен нулю; не существует, если – равен нулю. 

Обратная матрица  А 1  для матрицы А = 
















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 находится по формуле 



















332313

322212

312111

1 1

AAA

AAA

AAA

A
A ,  

где A  – определитель матрицы А; ijA  – алгебраические дополнения 

элементов ija .    

   Найдём определитель матрицы А: A = 

117

345

123



  = 88 0, 

следовательно А 1  существует. Определим алгебраические дополнения всех 

элементов матрицы А: 

3)12(
11

12
)1(,134

11

34
)1( 12

21

11

11 






  AA , ,10

34

12
)1( 13

31 


 A

10
17

13
)1(,26

17

35
)1( 22

22

21

12 





  AA , 4
35

13
)1( 23

32  A ,  

11
17

23
)1(,33

17

45
)1( 32

23

31

13 


  AA ,  22
45

23
)1( 33

33 


 A . 

   Составим А 1  по вышеуказанной формуле:  
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А 1 = = .

221133

41026

1031

88

1

4
1

8
1

8
3

22
1

44
5

14
13

44
5

88
3

88
1








































    

д) рангом матрицы называется наибольший из порядков её отличных от 

нуля миноров; любой, не равный нулю минор, порядок которого равен рангу 

можно назвать базисным. Найти ранг матрицы можно двумя способами: 

методом окаймляющих миноров и методом  элементарных преобразований.  

Решение: метод окаймляющих миноров: начнем с левого верхнего угла 

матрицы В=






















8112

1524

2312

. Минор второго порядка 
2

2 1
0

4 2
M


 


, поэтому 

возьмем другой минор второго порядка 2

1 3
1 0

2 5
M


   


. Рассмотрим 

миноры третьего порядка, окаймляющие 2M  ,  (т.е. содержащие в себе 2M  ):  

0

112

524

312

3 







M , 0

811

152

231

3 







M . 

Так как все окаймляющие миноры третьего порядка равны нулю, то 

ранг матрицы равен 2 ( 2Ar  ). Базисный минор 2

1 3

2 5
M


 


. 

Метод  элементарных преобразований: с помощью элементарных 

преобразований будем приводить матрицу к ступенчатому виду:  























8112

1524

2312

~ 






















10200

5100

2312

~ B




















0000

5100

2312

. 

 На первом шаге первая строка была умножена на (-2) и прибавлена ко 

второй, затем умножена на (-1) и прибавлена к третьей, получены нули в 

первом столбце ниже первой строки. На втором шаге вторую строку 

умножили на (-2) и прибавили к третьей. Получена ступенчатая матрица B . В 

ней две ненулевые строки или существует минор второго порядка, например, 

2

1 3
0

0 1
M


 


; все миноры большего порядка, т.е. третьего, равны нулю, т.к. 

содержат нулевую строку. Поэтому 2Br . Так как матрицы  B  и B   

эквивалентны ( B~ B ), то их ранги равны 2 BB rr . За базисный минор 

можно взять 2

1 3

0 1
M





. 

 

4.  Даны векторы )2,1,6(),5,0,1(),2,1,3(  cba :   

а) найти модуль (длину) вектора а ; 

б) найти скалярное произведение векторов а  и в . Будут ли эти векторы 

ортогональны? 
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в) найти векторное произведение векторов в  и с . Будут ли эти векторы 

коллинеарны? 

г) найти смешанное произведение векторов а , в , с . Будут ли эти 

векторы   компланарны? 

д) найти синус угла между векторами в  и с  и косинус угла между 

векторами а  и в . 

Решение: для векторов ),,(),,,(),,,( 333222111 zyxczyxbzyxa   имеют 

место формулы: 

а) модуль (длина) вектора а : 2

1

2

1

2

1 zyxa  ; 

б) скалярное произведение векторов а  и в : 212121 zzyyxxba  , 

если векторы ортогональны, то 0ba ; 

в) векторное произведение векторов в  и с  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3

, ,

i j k
y z x z x y y z x z x y

b c x y z i j k
y z x z x y y z x z x y

x y z

 
          

 
, если 

векторы в  и с  коллинеарны, то 0cb  или 
3

2

3

2

3

2

z

z

y

y

x

x
 ; 

г)  смешанное произведение векторов а , в , с : 

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba  , если 

эти векторы компланарны, то 0cba ; 

д) синус угла   между векторами в  и с   равен 
cb

cb
Sin




 ; 

косинус угла   между векторами а  и в  равен 
ba

ba
Cos




 .  

По этим формулам в нашем варианте получим:  

а) 144192)1(3 222 a ; 

б) 13520)1(13 ba , так как 0ba , то векторы а  и в  не 

ортогональны; 

в)  
0 5 1 5 1 0

1 0 5 5,32,1
1 2 6 2 6 1

6 1 2

i j k

b c i j k         
 



, 
2

5

1

0

6

1


  и 

0cb , следовательно,  векторы в  и с  не коллинеарны; 

 

г) .4521502300

216

501

213







cba  Так как 0cba , то векторы не 

компланарны; 
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д)
cb

cb
Sin




 =

4126

1050

41362501

132)5( 222







99,0 ;  

912

13

2614

13



Cos 68,0 . 

5.  Решить систему 








343

12

yx

yx
  

а) по правилу Крамера;  

b) матричным методом, т.е. с помощью обратной матрицы. 

  

Решение: 

 а) решение системы 








22221

11211

byaxa

byaxa
 по правилу Крамера имеет вид 









 21 , yx , где 

2221

1211

aa

aa
 - определитель системы, 

222

121

1
ab

ab
 , 

221

111

2
ba

ba
 - вспомогательные определители, полученные из определителя 

системы заменой первого и второго столбцов столбцом свободных членов.  

 В нашем случае 10
43

21



 , 2

43

21
1

 , 6
33

11
2




 . 

Таким образом, х = -1/5, у = 3/5. Ответ можно записать в виде вектора: (-1/5; 

3/5); 

 б)  в матричном виде решение системы 








22221

11211

byaxa

byaxa
записывается 

так: BAX  1 ,  где  









y

x
X  - матрица–столбец неизвестных; 











2

1

b

b
B - 

матрица-столбец свободных членов; 1A - матрица, обратная для матрицы 

системы 










2221

1211

aa

aa
A .  

Найдём обратную матрицу для матрицы системы 












43

21
A . Так как 

определитель системы 010  , то обратная матрица существует и  равна 








 


13

24

10

11A . Тогда 
























 








 

5/3

5/1

3

1

13

24

10

11 BAX
y

x
. Ответ в 

обычном виде: х = -1/5, у = 3/5. 

 6.   Проверить совместность систем; определить количество решений; в 

случае совместности решить методом Гаусса. 
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 а)















733

2432

35

321

321

321

xxx

xxx

xxx

, b)















4225

133

232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

, c)















61022

35

733

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

Решение: 

 а) по теореме Кронекера-Капелли система совместна, т.е. имеет хотя бы 

одно решение, если ранг матрицы системы равен рангу расширенной 

матрицы; A A
r r , система не совместна, т.е. не имеет решений, если A A

r r .  

  Матрица системы 

























133

432

511

A , расширенная матрица - 

























7

2

3

133

432

511

A . Определим ранги матриц методом элементарных 

преобразований. Так как матрица A  содержится в матрице A , то достаточно 

производить элементарные преобразования только над строками матрицы A : 

умножим первую строку на  -2 и прибавим ко второй, затем умножим первую 

строку на -3 и прибавим к третьей. Итак, матрица A , а вместе с ней и 

матрица A , приводятся к ступенчатой матрице, имеющей три ненулевые 

строки: 





























16

4

3

1600

610

511

A . 

 Значит,  3A A
r r  , и система совместна. Так как число неизвестных n 

равно 3 и равно рангу (n = r), то система имеет одно решение. 

 Метод Гаусса заключается в последовательном исключении 

неизвестных из уравнений системы с помощью элементарных 

преобразований и приведении её к ступенчатому виду. Так как элементарные 

преобразования систем аналогичны элементарным преобразованиям матриц, 

то на практике заменяют первые вторыми, проводимыми над строками 

расширенной матрицы системы. Выше эти преобразования были проделаны. 

Таким образом, данная система сводится к системе, соответствующей 

последней матрице: 















1616

46

35

3

32

321

x

xx

xxx

. 

 Поднимаясь по этой системе снизу вверх, найдём из последнего 

уравнения 1
3
x ; из предпоследнего 2,2164

22
 xx ; из первого 

415)2(3
1

x . Ответ: (-4; -2; 1); 

       б) выпишем расширенную матрицу системы и найдём ранги матриц A  

и A : 
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













 




















 

























































1

4

1

000

9110

441

9

4

1

18220

9110

441

4

1

2

225

441

132

4

1

2

225

313

132

A . 

 Проделаны следующие преобразования: сначала первая строка 

умножена на -1, прибавлена ко второй, и они переставлены местами: затем 

первая строка умножена на -2, прибавлена ко второй и умножена на -5 и 

прибавлена к третьей; наконец, вторая строка умножена на -2 и прибавлена к 

третьей. Матрица A  приведена к ступенчатой матрице с тремя ненулевыми 

строками, поэтому её ранг равен 3 ( 3
A

r  ). Матрица A  одновременно 

приведена к матрице 





















000

9110

441

, у которой две ненулевые строки, поэтому 

её ранг равен 2 ( 2
A

r ). Итак, A A
r r  и система несовместна; 

     в) выпишем расширенную матрицу системы и найдём ранги матриц  A  

и A : 


















































0

16

3

000

1600

511

6

3

7

1022

511

133

A . Так как  2A A
r r  , то 

система совместна. Так как число неизвестных n =3 и nr  , то система имеет 

бесчисленное множество решений. Выберем базисный минор 0
100

51





. В 

базисный минор вошли коэффициенты при неизвестных 
32

, xx , поэтому эти 

неизвестные будут базисными, а 
1

x - свободным. Последней матрице 

соответствует система








1616

35

3

321

x

xxx
, поднимаясь по которой снизу вверх, 

найдём выражение базисных неизвестных через свободное, т.е. найдём общее 

решение: 








1

2

3

12

x

xx . Общее решение можно записать в другом виде. 

Обозначим 
1

x через с (с - произвольное число), тогда общее решение, 

записанное в виде вектора, будет )1;2;( ccX  . Проверить правильность 

результата можно с помощью частного решения, которое получается из 

общего при определённом значении с. Пусть, например, с = 1, тогда 

)1;3;1(
1
X - частное решение. Подстановка частного решения в уравнения 

системы обращает их в тождества. 

 7.    Решить однородную систему линейных уравнений: 

          a) 








052

03

21

21

xx

xx
;      б) 









06

06

21

21

xx

xx
. 

Решение: поскольку число неизвестных равно числу уравнений, то 

судить о количестве решений можно по определителю системы  : если 

0 , то система имеет бесчисленное множество решений, если 0 , то 

система имеет одно нулевое решение: 
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 а) 011
52

31



 , следовательно, система имеет одно нулевое 

решение 0,0
21
 xx ; 

 б) 0
61

61



 , значит, система имеет бесчисленное множество 

решений. Так как 0 , то ранг матрицы системы равен 1, и система 

равносильна одному уравнению, например, 06
21
 xx , одно неизвестное 

будет базисным, другое - свободным. Пусть 
2

x - свободное неизвестное. 

Выразим базисное неизвестное через свободное 
21

6xx   и придадим 

свободному неизвестному произвольное значение cx 
2

, тогда cx 6
1

 . 

Получим общее решение системы cx 6
1

 , cx 
2

 или в векторной форме 

 cc,6 . Частные решения можно получать из общего, давая с различные 

значения. Например, пусть с=1, тогда 6
1

x , 1
2
x - частное решение. 

 

8. Решить однородную систему линейных уравнений    















0111784

02463

03542

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
; 

найти нормированную фундаментальную систему решений.  

Решение: выпишем матрицу системы и приведём её к ступенчатому 

виду, проводя элементарные преобразования над строками матрицы: 
2 4 5 3 1 2 1 1 1 2 1 1 11 2 1 1

3 6 4 2 3 6 4 2 0 0 7 5 0 0 7 5

4 8 17 11 4 8 17 11 0 0 21 15 0 0 0 0

A

          
       

     
       
               

. 

2
A

r , n=4: r<n, значит, система имеет  бесчисленное множество решений. 

0
70

12
 - базисный минор, 

32
, xx - базисные неизвестные, 

41
, xx - свободные 

неизвестные. Составим систему по последней матрице и выразим базисные 

неизвестные через свободные: 








057

02

43

4321

xx

xxxx














43

412

7

5
7

1

2

1

xx

xxx -общее 

решение. Пространство решений имеет размерность n - r = 4 - 2 = 2, поэтому 

фундаментальная система решений состоит из двух векторов.  

 Будем придавать свободным неизвестным значения, равные строкам 

определителя 
10

01
, получим два решения, образующие фундаментальную 

систему решений: 

 а) 0,1
41
 xx , тогда из общего решения 0,

2

1
32
 xx . 








 0,0,

2

1
,1

1
E - 

первый вектор фундаментальной системы; 
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 б) 1,0
41
 xx , тогда 

7

5
,

7

1
32

 xx . 







 1,

7

5
,

7

1
,0

2
E - второй 

вектор фундаментальной системы. 

 Так как фундаментальная система решений является базисом 

пространства решений однородной системы линейных уравнений, то любое 

решение этой системы будет линейной комбинацией векторов 

фундаментальной системы, т.е. 
2211

EEX    (
21

, - произвольные 

числа), и формула 
2211

EEX     также представляет общее решение 

системы. Чтобы получить частное решение, придадим 
1

  и 
2

 произвольные 

значения, например, пусть 
1

 =2, 
2

 = 7, тогда  
















 1,

7

5
,

7

1
,070,0,

2

1
,121X = 

=  7,5,0,2  - частное решение. 

 

2 Расчётно-графическая работа №2. Комплексные числа, 

многочлены, линейные операторы, квадратичные формы. 

 

Цели: изучить комплексные числа, операции над ними; многочлены и  

их основные свойства; линейные операторы и собственные числа и векторы. 

 

2.1 Теоретические вопросы 

 

          1. Линейные и евклидовы пространства. 

          2. Группы, кольца, поля. 

          3. Комплексные числа.  

          4. Многочлены. 

5. Квадратичные формы.  

6. Линейный оператор и его матрица. 

7. Собственные векторы и собственные значения линейных операторов. 

 

          2.2 Расчётные задания 

 

1. Найти:  

 а) модуль комплексного числа 1z ; 

б) главное значение аргумента 1z ; 

в) тригонометрическую и показательную формы 1z ; 

г) сумму 21 zz   в алгебраической форме; произведение 21 zz    и частное 

2

1

z

z
 в тригонометрической форме; 

д) 5

2z ; 

е) все корни уравнения 2

3 zz  . Решение изобразить на чертеже. 
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 2.  Разложить на множители многочлен  f(x).  

№                     f(x) №                 f(x) 

2.1 3763 234  xxxx  2.2 45299 23  xxx  

2.3 1234567  xxxxxxx  2.4 4820123 234  xxxx  

2.5 841052 2345  xxxxx  2.6 1228238 234  xxxx  

2.7 24202 23  xxx  2.8 28604312 234  xxxx  

2.9 613272 234  xxxx  2.10 122072 234  xxxx  

2.11 51392 234  xxxx  2.12 15226 34  xxx  

2.13 4432 234  xxxx  2.14 2442 234  xxxx  

2.15 3612112 234  xxxx  2.16 4455 2345  xxxxx  

2.17 1528104 234  xxxx  2.18 2442 234  xxxx  

2.19 4 3 25 17 12x x x x     2.20 65442 2345  xxxxx  

2.21 363239 234  xxxx  2.22 311146 2345  xxxxx  

2.23 324832166 2345  xxxxx  2.24 84275 2345  xxxxx  

2.25 101735 234  xxxx  2.26 918102 234  xxxx  

2.27 1897 234  xxxx  2.28 3248213 235  xxxx  

2.29 16843 2345  xxxx  2.30 164127 234  xxxx  

 

3. Пусть  
321

,, eeee   и  
321

,, eeee   два базиса пространства 
3

R . Даны: 

матрица  А  оператора A  в базисе e ; разложение векторов базиса  e по 

базису   e ; координаты вектора х в базисе  e . 

Найти: 

а) матрицу перехода от  e  к  e ; 

б) матрицу Aоператора A  в базисе  e ; 

в) координаты вектора х в базисе  e ; 

г) собственные значения и собственные векторы матрицы  А оператора.  
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 4. Привести квадратичную форму F(x,y) к каноническому виду; найти 

ортогональное преобразование, приводящее квадратичную форму к 

каноническому виду. 

 

F(x,y) F(x,y) F(x,y) 

4.1    xyy 43 2   4.11     22 5245 yxyx   4.21   22 343 yxyx   

4.2   22 75232 yxyx   4.12     22 11619 yxyx   4.22      22 44 yxyx   

4.3    22 4 yxyx   4.13     22 525 yxyx   4.23      22 383 yxyx   

4.4    22 3103 yxyx   4.14     22 212414 yxyx   4.24    22 42011 yxyx   

4.5    22 565 yxyx   4.15     22 32607 yxyx   4.25     22 548 yxyx   

4.6   22 424 yxyx   4.16     22 11244 yxyx   4.26    22 92441 yxyx   

4.7  22 251425 yxyx   4.17     22 371813 yxyx   4.27    22 131013 yxyx   

4.8   22 81217 yxyx   4.18    22 35850 yxyx   4.28    22 342441 yxyx   

4.9   22 42025 yxyx   4.19    22 362429 yxyx   4.29    22 17128 yxyx   

4.10   22 67 yxyx   4.20    22 71817 yxyx   4.30     22 232 yxyx   
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2.3 Решение типового варианта. 

1. Даны комплексные числа iz  11  и 


























6
sin

6
cos22


iz . 

 Найти:  

 а) модуль 1z ; 

б) главное значение аргумента 1z ; 

в) тригонометрическую и показательную формы 1z ; 

г) сумму 21 zz   в алгебраической форме; произведение 21 zz    и частное 

2

1

z

z
 в тригонометрической форме; 

д) 5

2z ; 

е) все корни уравнения 2

3 zz  . Решение изобразить на чертеже. 

Решение: модуль и главное значение аргумента комплексного числа 

biaz  , заданного в алгебраической форме, находятся соответственно по 

формулам  

 22 barz  ,   






















.3,

,2,

,41,

arg

квадрантуzесли
a

b
arctg

квадрантуzесли
a

b
arctg

квадрантамилиzесли
a

b
arctg

z



 . 

Если комплексное число лежит на координатных осях, то модуль и 

аргумент определяются по его геометрическому изображению. Зная модуль r 

и аргумент   комплексного числа, можно записать его тригонометрическую 

)sin(cos  irz   и показательную irez   формы. Исходя из этого, в нашем 

случае: 

а) 2)1()1( 22

1 z ; 

б) так как комплексное число лежит в третьем квадранте, то 

1

1
arg 1




 arctgz  = 

4

3

4


  ; 

в) тригонометрическая форма: 


























4

3
sin

4

3
cos21


iz ;   

показательная  форма: 
i

ez 4

3

1 2




 . 

Чтобы сложить или вычесть комплексные числа в алгебраической 

форме, надо сложить или вычесть их действительные и мнимые части 

отдельно, получим комплексное число в алгебраической форме: 

)()()()( dbicadicbia  ; в тригонометрической форме умножение и 

деление комплексных чисел )sin(cos 1111  irz   и )sin(cos 2222  irz    

производится по формулам: ))sin()(cos( 21212121   irrzz  и 

))sin()(cos( 2121

2

1

2

1   i
r

r

z

z
; возведение в степень - по формуле Муавра 

)sin(cos  ninrz nn  ; корень n – ой степени из комплексного числа имеет n 
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различных значений, которые находятся по формуле nn irz )sin(cos   = 

= 






 




n

k
i

n

k
rn  2

sin
2

cos , где 1...,,2,1,0  nk . В геометрической 

интерпретации точки, изображающие n z , лежат на окружности радиуса n r  с 

центром в начале координат, и делят её на n  равных частей. Итак, в нашем 

случае имеем: 

г) для определения суммы сначала найдём алгебраическую форму 2z : 

2

2

2

6

2

1

2

3
2

6
sin

6
cos22 iiiz 











































.  

Теперь 















2

2

2

3
)1(21 iizz =

2

22

2

26 



i ;  






















































12

11
sin

12

11
cos2

64

3
sin

64

3
cos2221


iizz ; 














































12

7
sin

12

7
cos

64

3
sin

64

3
cos

2

2

2

1 
ii

z

z
; 

д) 5

2z = iii 2262
6

5
sin

6

5
cos)2(

6
sin

6
cos2 5

5

































































 
; 

е)   2

3 zz   
























 33

2
6

sin
6

cos2


izz  

























3

2
6sin

3

2
6cos26







k

i

k

, где   k = 0,1,2.  

Значения корня равны: 

)
18

sin
18

(cos20 6
1 




















 ik ;  

)
18

11
sin

18

11
(cos21 6

2


 ik  ;  

)
18

23
sin

18

23
(cos22 6

3


 ik  .  

 На рисунке 1 представлены изображения значений корней, которые 

лежат на окружности радиуса 6 2  с центром в начале координат и делят её на 

три равные части. При изображении корней учитываем, что 10
18












, 

110
18

11



, 230

18

23



. 
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Рисунок 1 

  

2. Разложить на множители многочлен 12533)( 2345  xxxxxf . 

 Решение: попытаемся найти целые корни многочлена по теореме о том, 

что эти корни являются делителями свободного члена. Делители свободного 

члена 12: 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 12 . Поочерёдно подставляем эти числа в 

многочлен: 8)1( f , 0)1( f . Итак, первый корень 11  , и поэтому 

многочлен делится без остатка на 1x : 

12533 2345  xxxx  

            45 xx   

1x  

                  
34

234

44

12534

xx

xxx




 

121274 234  xxxx  

                        
23

23

77

1257

xx

xx




 

                            
xx

x

1212

1212

2

2




 

                                        
1212

1212





x

x
 

                                              0 

 Таким образом, )1)(121274()1)(()( 234

1  xxxxxxxfxf . Найдём 

целые корни многочлена )(1 xf , проверяя делители его свободного члена и 

учитывая, что 1 не может быть корнем )(1 xf : 36)1(1 f , 0)2(1 f . Корнем 

)(1 xf , а также корнем  )(xf  является 22  . Многочлен )(1 xf , а следовательно 

и )(xf  делятся без остатка на 2x : 

121274 234  xxxx

 

            34 2xx   

2x  

              

23

23

42

121272

xx

xxx




     

632 23  xxx  

                         

xx

xx

63

12123

2

2




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126

126





x

x
 

                                        0 

 Разложение )(xf  примет вид: )2)(1)(()( 2  xxxfxf = 

= )2)(1)(632( 23  xxxxx . Находим целые корни  многочлена )(2 xf , 

проверяя делители его свободного члена, причём 1 и -1 не могут быть его 

корнями: 0)2(2 f . Таким образом, 23   - корень )(2 xf  , а также двукратный 

корень )(xf . Многочлен )(2 xf  делится без остатка на 2x , а )(xf  делится на 
2)2( x :  

23

23

2

632

xx

xxx




 

2x  

               
63

63





x

x
 32 x  

                   0 

 Разложение )(xf  на множители с действительными коэффициентами 

имеет вид: )3)(2)(1()( 2  xxxxf . Последний множитель 32 x  имеет два 

сопряжённых комплексных корня i34,3  , поэтому разложение )(xf  на 

линейные множители будет: )3)(3)(2)(1()( ixixxxxf  . 

 

3. Даны: матрица 





















284

014

013

A  оператора A в базисе  
321

,, eeee  ; 

разложение векторов базиса  
321

,, eeee   по базису  
321

,, eeee  : 















3213

212

3211

10/11

11

eeee

eee

eeee

;  координаты вектора х в базисе   e : х= 10,10,1 .  

Найти:  

а) матрицу перехода от  e  к  e ; 

б) матрицу Aоператора  A  в базисе  e ; 

          в) координаты вектора  х  в базисе  e ; 

г) собственные значения и собственные векторы матрицы  А оператора.  

 

Решение: a) так как известно разложение векторов базиса  e  по базису  

 e , то по определению матрица перехода от  e  к  e  имеет вид: 























1011

111

110/111

C
; 
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 б) если С матрица перехода от  e  к  e  и A  матрица оператора  A  в 

базисе  e , то матрица A  оператора  A  в базисе  e  находится по формуле 

A= ACC 1 . Найдём для С обратную матрицу: 

























10/2110/12111

21210

10/110/111
1C

.  

Итак, 

A=























10/2110/12111

21210

10/110/111





















284

014

013























1011

111

110/111
=























7.4388.411.38

446.4232

7.268.21.1
. 

          Заметим, что при вычислениях, действиях с матрицами и т. д. можно 

использовать Mathcad; 

  в) так как даны координаты вектора х в базисе  e : х= 10,10,1  и 

матрица перехода от  e  к  e  























1011

111

110/111

C , то координаты вектора х в 

старом базисе  e  выражаются через координаты этого вектора в новом 

базисе  e  так:















31

321

321

1110

10

10/111

xx

xxx

xxx

. Решая эту систему, найдём искомые 

координаты 111,110,11
321

 xxx . Таким образом, х 

=
321

11111011 eee  . Эту задачу можно было бы решить так: известно, что 

XCX  , откуда XCX  1  ( XX , - матрицы-столбцы координат вектора 

х соответственно в базисах  e  и  e ). Матрица 1C найдена выше, таким 

образом, 




















































































111

110

11

10

10

1

10/2110/12111

21210

10/110/111

3

2

1

x

x

x

X ; 

г) составим характеристическое уравнение 0 EA   матрицы A   и  

решим его. 0

284

014

013















, корни этого уравнения 2
1

 , 1
3,2
  

являются собственными значениями матрицы А. Для определения 
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собственных векторов составим однородную систему линейных уравнений 















0)2(84

0)1(4

0)3(

321

21

21

xxx

xx

xx







, в которую вместо   будем подставлять 

найденные собственные значения.  

1) 2
1

  






























084

04

05

0)22(84

0)21(4

0)23(

21

21

21

321

21

21

xx

xx

xx

xxx

xx

xx

.  Ранг матрицы 

системы 





















084

014

015

 равен 2. Базисный минор 
14

15


, следовательно, 

неизвестные 
21

, xx - базисные, а 
3

x - свободное. Последняя система 

равносильна системе 








04

05

21

21

xx

xx
. Откуда, полагая свободное неизвестное 

3
x =с, найдём 0,0

21
 xx . Итак, общее решение ),0,0( cX  . Этот вектор 

при различных значениях с представляет множество собственных векторов, 

отвечающих собственному значению 2 . Например, если с=1, то 



















1

0

0

X - собственный вектор оператора A , отвечающий собственному 

значению 2 . 

2) 1
3,2
  















0)12(84

0)11(4

0)13(

321

21

21

xxx

xx

xx

















0384

024

02

321

21

21

xxx

xx

xx

. Матрица 

системы приводится к виду 



















000

3100

012

,  значит, ранг равен 2, базисный 

минор  
100

12


, неизвестные 

21
, xx - базисные, 

3
x - свободное. Последняя 

система равносильна системе 








32

21

310

02

xx

xx
. Полагая свободное неизвестное 
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3
x =20с, найдём cxcx 6,3

21
 . Итак, общее решение )20,6,3( cccX  . 

Этот вектор при различных значениях с представляет множество 

собственных векторов, отвечающих собственному значению 1 . Например, 

если с=1, то 



















20

6

3

X
- собственный вектор оператора A , отвечающий 

собственному значению 1 .  

4. Привести квадратичную форму F(x,y)= 22 845 yxyx   к 

каноническому виду. 

 Решение: квадратичную форму  F(x,y)= 2

2212

2

11
2 yaxyaxa  всегда 

можно привести к каноническому виду  F(
11

, yx )=
2

12

2

11
yx   . Матрица 

квадратичной формы в старом базисе (старой систему координат Оху) будет 











2212

1211

aa

aa
A , в новом базисе (новой системе координат О

11
yx )  –  











2

1

0

0




D , где 

21
,  –  собственные значения матрицы А. Матрицы A и D 

подобные, т.е. связаны равенством 1TDTA  или ATTD 1 , где  











2221

1211

tt

tt
T  –  матрица ортогонального оператора, приводящего 

квадратичную форму к диагональному виду; её столбцами являются 

координаты нормированных собственных векторов матрицы А, 

составляющих базис, в котором матрица квадратичной формы имеет 

диагональный вид. Если 









y

x
X  –  столбец координат вектора в старом 

базисе, 










1

1

y

x
X  –  в новом, то XTX  , или в координатной форме 









122121

112111

ytxty

yxtx
 –  формулы преобразования координат при переходе к 

новому базису. 

 В нашей задаче матрица квадратичной формы в старом базисе будет 











82

25
A . Найдём её собственные значения и собственные векторы. 

3613
82

25
2 




 




EA . 4,9

21
   –  собственные значения. 

 Таким образом, в новом базисе квадратичная форма примет 

канонический вид  F(
11

, yx )=
2

1

2

1
49 yx  .  



 

 

 
39 

 Матрица этой квадратичной формы имеет диагональный вид 











40

09
D . 

 Найдём собственные векторы, отвечающие собственным значениям 

4,9
21
  . 

 1) 9
1
 : 

12

21

21
2

02

024
xx

xx

xx









. Пусть 1

1
x , тогда 2

2
x , )2,1(

1
E  –  

собственный вектор. Нормируем его: 









5

2
;

5

1
,5

0

11
EE . 

2) 4
2
 : 

21

21

21
2

042

02
xx

xx

xx









. Пусть 1

2
x , тогда 2

1
x . )1,2(

2
E , 











5

1
;

5

2
,5

0

22
EE . 

Итак, 






















5

1

5

2
5

2

5

1

T
 –  матрица ортогонального оператора, приводящего 

квадратичную форму к каноническому виду.  XTX    







































1

1

5

1

5

2
5

2

5

1

y

x

y

x
















11

11

5

1

5

2
5

2

5

1

yxy

yxx
 –  формулы преобразования 

координат при переходе к новому базису. 

 

3 Расчётно-графическая работа №3. Аналитическая геометрия 

  

Цели: уметь составлять уравнения, изучить свойства линий и 

поверхностей методами   аналитической геометрии, уметь их построить. 

 

3.1 Теоретические вопросы 

 

 1. Различные уравнения прямой на плоскости. 

 2. Угол между прямыми. Расстояние от точки до прямой. 

 3. Различные уравнения плоскости. Угол между плоскостями. 

 4. Различные уравнения прямой в пространстве. Угол между прямыми 

в пространстве, между прямой и плоскостью. 

 5. Кривые второго порядка. Окружность, эллипс, гипербола, парабола. 

 6. Поверхности второго порядка. 

 7. Приведение уравнений кривых второго порядка к каноническому 

виду.   
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3.2 Расчётные  задания  

 

1.  Даны точки  А 1  и А 2  на плоскости и уравнение прямой L 1 : 

а) составить уравнение прямой L 2 , проходящей через эти точки; 

б) записать уравнение прямой L 2  в виде: 1) y=kx+m; 2) Ax+By+C=0;  

3) x/a+y/b=1; 4) y-y 0=k(x-x 0 ). Как называются уравнения 1), 2), 3). Сделать 

чертёж и указать геометрический смысл k, m, A, B, a, b, x 0 , y 0 ; 

в) найти угол между прямыми L 1  и L 2 . Будут ли эти прямые 

параллельны, перпендикулярны? 

 

1.1     А 1 (3, 1), А 2 (2, -3), L 1 : x-5y+4=0 1.2    А 1 (-4, 1), А 2 (6, 2), L 1 : 2x-3y-1=0 

1.3    А 1 (-4, 7), А 2 (2, -1), L 1 :3x-5y+2=0 1.4     А 1 (5, 1), А 2 (-4, 2),L 1 :  x-3y-1=0 

1.5    А 1 (2, 1), А 2 (6, -3), L 1 : 4x-5y+1=0 1.6     А 1 (8, 3), А 2 (-1, 2), L 1 : 2x+2y-9=0 

1.7    А 1 (-1, 7), А 2 (3, -1), L 1 :3x-4y+2=0 1.8     А 1 (-2, 1), А 2 (-7, 2), L 1 : 8x-3y-1=0 

1.9     А 1 (6, 1), А 2 (5, -3),  L 1 : x-7y+4=0 1.10    А 1 (-4, 2), А 2 (6, 1), L 1 : 2x-3y-6=0 

1.11    А 1 (-4, 3), А 2 (2, -2), L 1 :3x-y+2=0 1.12     А 1 (7, 1), А 2 (-4, 3), L 1 : x-y-1=0 

1.13    А 1 (-9, 1), А 2 (1, -3), L 1 :x-5y+1=0 1.14    А 1 (8, 1), А 2 (-1, 5), L 1 : 2x+y-9=0 

1.15    А 1 (5, 7), А 2 (3, -1), L 1 :3x-5y+2=0 1.16   А 1 (-2, 7), А 2 (-7, 4), L 1 : 7x-3y-1=0 

1.17    А 1 (5, 1), А 2 (7, -3), L 1 : x-7y+5=0 1.18    А 1 (-4, 8), А 2 (2, 1), L 1 : 2x-4y-6=0 

1.19     А 1 (-4, 4), А 2 (9, -2), L 1 : x-y+2=0 1.20    А 1 (7, 6), А 2 (-4, 1), L 1 : 5x-y-1=0 

1.21    А 1 (-8, 1),А 2 (1, -7),L 1 :2x-5y+1=0 1.22    А 1 (3, 1), А 2 (-1, 7), L 1 :2x+4y-9=0 

1.23    А 1 (5, 1), А 2 (6, -1), L 1 : x-5y+2=0 1.24    А 1 (-2, 8), А 2 (-1, 4), L1 : 7x-y-1=0 

1.25   А 1 (-4, 2), А 2 (9, -2), L 1 : 9x-y+2=0 1.26    А 1 (2, 6), А 2 (-2, 1), L 1 : 5x-y-8=0 

1.27  А 1 (-6, 1),А 2 (1, -9), L 1 : 2x-5y+4=0 1.28   А 1 (11, 1), А 2 (-1, 5), L1 : x+4y-9=0 

1.29   А 1 (3, 1), А 2 (1, -1), L 1 : x-5y+8=0 1.30   А 1 (-1, 8), А 2 (-1, 5), L 1 : 7x-2y-1=0 

 

2.   Даны точки А1 , А 2 , А 3  и плоскость Р1 : 

а) составить уравнение плоскости 2P , проходящей через точки 1A , 2A , 3A ; 

б) записать уравнение плоскости Р 2  в виде: 1) Ax+By+Cz+D=0;  

2)  x/a+y/b+z/c=1;  3) A(x-x 0 )+B(y-y 0 )+C(z-z 0 )=0;  Как называются уравнения  

1), 2)?  Указать геометрический смысл А, В, С, а, в, с, x 0 , y 0 , z 0 ;  

в) найти угол между плоскостями Р1 и Р 2 . Будут ли эти плоскости 

параллельны, перпендикулярны? 

г) составить уравнение прямой L 1 , проходящей через точки  А 1  и А 2 , и 

прямой L 2 , проходящей через точки  А 1  и  А 3 ; 

д) записать канонические и параметрические уравнения прямой L 1 ; 

е) найти угол между прямыми L 1и L 2 ; 

ж) найти угол между прямой L 1  и плоскостью Р 1 . 
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2.1   А 1 (0, 4, 5), А 2 (3, -2, 1), А 3 (4, 5, 6), Р 1 : 2x – y +5z +1 = 0 

2.2   А 1 (3, 4, 5), А 2 (3, -9, 1), А 3 (4, 5, 7), Р 1 : x – y +5z +5 = 0 

2.3   А 1 (0, 8, 5), А 2 (3, -2, 4), А 3 (2, 5, 6), Р 1 : 6x + y +5z +1 = 0 

2.4   А 1 (3, 4, 2), А 2 (1, -9, 1), А 3 (4, 4, 7), Р 1 : x – 4y +z +5 = 0 

2.5   А 1 (-1, 4, 5), А 2 (3, -5, 1), А 3 (4, 5, 2), Р1 : 2x – y +3z +1 = 0 

2.6   А 1 (3, 7, 5), А 2 (3, -9, 2), А 3 (1, 5, 7), Р 1 : 3x + y +5z -2 = 0 

2.7   А 1 (0, 9, 5), А 2 (4, -2, 4), А 3 (2, 7, 6), Р 1 : 6x – 2y +5z +1 = 0 

2.8   А 1 (3, 4, -1), А 2 (1, -7, 1), А 3 (4, 3, 7), Р1 : x – 4y +2z +5 = 0 

2.9   А 1 (1, 4, 1), А 2 (1, 8, 1), А 3 (4, 3, -6), Р 1 : 3x – 4y +2z -6 = 0 

2.10   А 1 (2, 4, -1), А 2 (3, -7, 1), А 3 (5, 3, 7), Р 1 : -x + 9y +2z +5 = 0 

2.11   А 1 (1, 8, -3), А 2 (2, 8, 1), А 3 (6, 3, -6), Р 1 : 3x – 5y +z -6 = 0 

2.12   А 1 (8, 4, -1), А 2 (1, -9, 1), А 3 (4, 2, 7), Р 1 : x – 2y -2z +5 = 0 

2.13   А 1 (1, 4, -2), А 2 (9, 8, 1), А 3 (4, -3, -6), Р 1 : 2x – y +2z -7 = 0 

2.14   А 1 (2, 5, -1), А 2 (3, -7, 8), А 3 (5, 3, -2), Р 1 : -4x + y +2z +5 = 0 

2.15   А 1 (1, 8, -1), А 2 (2, 6, 1), А 3 (2, 3, -6), Р 1 : 3x – 5y +z -4 = 0 

2.16   А 1 (7, 4, -1), А 2 (1, -4, 2), А 3 (1, 2, 7), Р 1 : 5x – 2y -z +5 = 0 

2.17   А 1 (-3, 4, -2), А 2 (9, 5, 1), А 3 (4, -3, -1), Р 1 : 2x – y +2z +2 = 0 

2.18   А 1 (2, 5, 6), А 2 (3, -7, 8), А 3 (5, 4, -2), Р1 : -4x + y +2z +1 = 0 

2.19   А 1 (1, 9, -1), А 2 (2, 6, 1), А 3 (2, 8, -6), Р 1 : x – 5y +z -4 = 0 

2.20   А 1 (9, 5, -1), А 2 (4, -7, 8), А 3 (5, 2, -2), Р 1 : -7x + y +2z +5 = 0 

2.21   А 1 (1, 6, -1), А 2 (2, 7, 1), А 3 (2, 3, -6), Р 1 : 3x – y +3z -4 = 0 

2.22   А 1 (7, 5, -1), А 2 (2, -4, 2), А 3 (-3, 2, 7), Р 1 : 5x – y -z +5 = 0 

2.23   А 1 (-4, 4, -2), А 2 (8, 5, 1), А 3 (4, -3, -1), Р 1 : 2x – y +z +2 = 0 

2.24   А 1 (2, -5, 6), А 2 (3,-2, -7), А 3 (-5, 4, -2), Р 1 : 4x + y +2z +1 = 0 

2.25   А 1 (3, 9, -2), А 2 (-2, 6, 1), А 3 (2, 8, 5), Р1 : x – 5y +z -6 = 0 

2.26   А 1 (1, 6, -5), А 2 (4, 7, 1), А 3 (1, 3, -6), Р 1 : 6x – y +3z -4 = 0 

2.27   А 1 (8, 5, -1), А 2 (2, -3, 2), А 3 (-3, 1, 7), Р 1 : 5x – y -z +3 = 0 

2.28   А 1 (-4, 3, -2), А 2 (8, 5, 9), А 3 (4, -3, -5), Р 1 : 3x – y +z +2 = 0 

2.29   А 1 (9, -5, 6), А 2 (3,2, -7), А 3 (-5, 1, -2), Р1 : 7x + y +2z +1 = 0 

2.30   А 1 (3, 9, -1), А 2 (-4, 6, 1), А 3 (2, 7, 5), Р1 : x – 5y +3z -6 = 0 

 

3.   Даны: A – точка на плоскости; R – радиус окружности; a, b - 

полуоси кривых; ось симметрии (Оx или Оy); D – директриса кривой: 

а) составить уравнение окружности с центром в точке А и радиусом R;  

б) составить уравнение и сделать чертёж эллипса с полуосями а и в. 

Найти эксцентриситет  , фокусы F 1 , F 2 ; 

в) составить уравнения и сделать чертёж гипербол с действительной и 

мнимой полуосями а и в (два варианта: а – действительная; в – мнимая; а – 



 

 

 
42 

мнимая; в – действительная). Найти эксцентриситет  , фокусы F 1и F 2 , 

уравнения асимптот; 

г) составить уравнение и сделать чертёж параболы с осью симметрии 

Оx или Оy, вершина параболы в начале координат, D – директриса параболы. 

Найти фокус F. 

 

3.1A(2, -4), R=4,a=1,b=3,OX,D: x=-3  3.2  A(-5, 1),R=3,a=2, b=4, OY,D: y=2 

3.3A(1, -4), R=5,a=8, b=3, OY,D: y=-6  3.4   A(7, 1),R=6,a=4, b=1, OX,D: x=2 

3.5A(2, -5), R=7,a=3, b=2, OX,D: x=4  3.6   A(-6, 2),R=8,a=7, b=4, OY,D: y=5 

3.9A(5, -4), R=1,a=6, b=4, OX,D: x=-5  3.10  A(-5, 2),R=4,a=9,b=4, OY,D: y=7 

3.11A(1, -3),R=5,a=8, b=2, OY,D: y=6  3.12   A(8, 1),R=6,a=4,b=2, OX,D: x=3 

3.13A(2, -6),R=7,a=3, b=4, OX,D: x=5  3.14  A(-7, 2),R=8,a=1,b=4, OY,D: y=3 

3.15A(3, 4),R=9,a=2, b=6, OY,D: y=-8  3.16   A(6, 3),R=2,a=3,b=1,OX,D: x=-8 

3.17A(2, -9),R=7,a=5, b=2,OX, D: x=6  3.18  A(-1, 2),R=8,a=5, b=4,OY,D: y=4 

3.19A(8, -4),R=9,a=7, b=5,OY, D: y=2  3.20 A(5, 1), R=2,a=9, b=1,OX,D: x=-1 

3.21A(5, -4),R=1,a=6, b=4,OX, D: x=2  3.22  A(-3, 2),R=4,a=8,b=4,OY, D: y=1 

3.23A(1, 8),R=5,a=9, b=2,OY, D: y=-6  3.24  A(9, 1), R=6,a=4,b=7,OX,D: x=-3 

3.25A(2, -5),R=7,a=7, b=4,OX, D: x=9  3.26  A(-9, 2),R=8,a=1,b=8,OY, D: y=7 

3.27A(7, 4),R=9,a=2, b=7, OY, D: y=8  3.28  A(11, 3),R=2,a=3,b=4,OX,D: x=8 

3.29A(-7, 4),R=6,a=3, b=7,OY, D: y=4  3.30  A(10, 4),R=4,a=3,b=5,OX,D: x=8 

 

4.   Привести уравнение кривой второго порядка к каноническому виду, 

построить эту кривую. 

 

4.1   020282  yxx  4.2     0151843 22  xyx  

4.3    07822 22  yxyx  4.4    01582  yxx  

4.5    02010422  yxyx  4.6    09183095 22  yxyx  

4.7    0100364094 22  yxyx  4.8    01276454169 22  yxyx  

4.9    01282 2  yxx  4.10   0364 22  yyx  

4.11   0109325449 22  yxyx  4.12   0752  yxx  

4.13   0111664 22  yxyx  4.14   0784 2  yxx  

4.15   01849 22  xyx  4.16   0382 22  yyx  

4.17   03864 22  yxyx  4.18   06105 2  yxy  

4.19  0242484 22  yxyx  4.20   05262  yxx  

4.21   05040109 22  yyx  4.22   01991864916 22  yxyx  

4.23   014122  yxy  4.24   011422  xyy  

4.25   022 22  xyx  4.26   0241243 22  xyx  

4.27   0222 22  xyx  4.28    09422  xyy  

4.29   03222  xyx  4.30    038422  yxxy  
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5.  Определить вид (название) поверхности второго порядка и сделать 

схематический чертёж. 

 

5.1 1
492

);2
43

)
22222


zyx

bz
yx

a  5.2
2 2 2

2 2 2) 1; ) 16
4 8 1

x y z
a b x y z       

5.3 0
421

);1
1649

)
222222


zyx

b
zyx

a  5.4
2 2 2 2 2 2

) 1; ) 1
6 1 4 25 16 4

x y z x y z
a b       

5.5 1
9252

);2
52

)
22222


zyx

bz
yx

a  5.6
2 2 2

2 2 2) 1; ) 1
4 3 1

x y z
a x y z b       

5.7 25);1
419

) 222
222

 zyxb
zyx

a  5.8
2 2 2 2 2

) 2 ; ) 0
7 3 5 3 2

x y x y z
a z b      

5.9 1);1
325

) 222
222

 zyxb
zyx

a  5.10
2 2 2 2 2

) 1; ) 2
16 6 4 6 5

x y z x z
a b y      

5.11 4
5

);1
4981

) 22
2222

 zy
x

b
zyx

a  5.12 1);2
92

) 222
22

 zyxbx
zy

a  

5.13 1
4911

);0
449

)
222

2
22


zyx

bz
yx

a  5.14
2 2 2 2 2 2

) 1; ) 1
4 25 1 3 4 5

x y z x y z
a b       

5.15 36);1
949

) 222
222

 zyxb
zyx

a  5.16 1
442

);2
52

)
22222


zyx

bz
yx

a  

5.17 1
491

);03)
222

222 
zyx

bzyxa  5.18 
2 2 2

2 2 2) 1; ) 4
7 8 1

x y z
a b x y z       

5.19 0
429

);1
1644

)
222222


zyx

b
zyx

a    5.20 1
92525

);2
53

)
22222


zyx

bz
yx

a  

5.21 1
41636

);1
419

)
222222


zyx

b
zyx

a  5.22 
2 2 2

2 2 2) 1; ) 1
9 3 16

x y z
a x y z b       

5.23   0
239

);2
36

)
22222


zyx

bz
yx

a  5.24
2 2 2

2 2 2) 1; ) 2
9 16 4

x y z
a b x y z       

5.25 1);1
3629

) 222
222

 zyxb
zyx

a  5.26 y
zx

b
zyx

a 2
58

);1
4912

)
22222

  

5.27  1
3

);1
498

) 22
2222

 zy
x

b
zyx

a  5.28  1);2
94

) 222
22

 zyxbx
zy

a  

5.29   1
9225

);2
83

)
22222


zyx

bz
yx

a  5.30  
2 2 2

2 2 2) 1; ) 1
9 3 1

x y z
a x y z b       

 

6.  Привести уравнение поверхности второго порядка к каноническому 

виду. Сделать схематический чертёж. 

 

6.1       
04)

016164)

2

222





zxb

zyxa
 6.2    

022)

0993)

22

222





zyxb

zyxa
 

6.3      
222

222

54)

020105)

xzyb

zyxa




 6.4     

22

222

9)

02484)

zyxb

zyxa




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6.5     
2137)

06)

222

222





zyxb

zyxa
 6.6     

723694)

48)

222

22





zyxb

yxza
 

6.7     
222

222

208)

962464)

xzyb

zyxa




 6.8     

22

222

35)

040554)

zxyb

zyxa




 

6.9     
1832)

)(8)

222

222





zyxb

zyxa
 6.10    

060534)

1025)

222

22





xyzb

xyza
 

6.11    
22

222

42)

021147)

zxyb

zyxa




 6.12      

xzyb

zyxa





22

222

28)

01236)
 

6.13     
036)

032416)

222

222





zyxb

zyxa
 6.14     

03)

015155)

2

222





zxb

zyxa
 

6.15      
033)

01866)
22

222





zyxb

zyxa
 6.16     

222

222

62)

021147)

xzyb

zyxa




 

6.17      
22

222

2)

01863)

zyxb

zyxa




 6.18      

1234)

0364)

222

222





zyxb

zyxa
 

6.19    
484123)

4)

222

2 2





zyxb

yxza
 6.20     

222

222

147)

601054)

xzyb

zyxa




 

6.21    
22

222

61015)

01669)

yxzb

zyxa




 6.22      

3632)

)(5)

222

222





zyxb

zyxa
 

6.23    
012243)

1234)

222

22





zyxb

zyxa
 6.24      

22

222

34)

03228)

xzyb

zyxa




 

6.25     
22

222

93)

0126)

yzxb

zyxa




 6.26      

032)

030532)

2

222





zxb

zyxa
 

6.27    
0542)

042627)

22

222





zyxb

zyxa
 6.28      

xzyb

zyxa

362)

0243124)

22

222




 

6.29      
22

222

42)

02793)

xyzb

zyxa




 6.30      

42273)

0216327)

222

222





zyxb

zyxa
 

 

 7.  Привести уравнение кривой второго порядка к каноническому виду; 

построить эту кривую. 

 

7.1   0142422  yxxyyx  7.2     0366222 22  yxxyyx  

7.3   0224422  yxxyyx  7.4    011010244 22  yxxyyx  

7.5         5 01222  yxxy  7.6      0246433 22  yxxyyx  

7.7      0444  yxxy  7.8         0122222 22  yxxyyx  

7.9      02444  yxxy  7.10      012020822  yxxyyx  

7.11     0148422  yxxyyx  7.12       0126233 22  yxxyyx  

7.13     03222  yxxy  7.14     011212244 22  yxxyyx  
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7.15     0188222  yxxyyx  7.16      01128433 22  yxxyyx  

7.17     0722222  yxxyyx  7.18        0746433 22  yxxyyx  

7.19     01444  yxxy  7.20      01210255 22  yxxyyx  

7.21     06444  yxxy  7.22       0188422 22  yxxyyx  

7.23     01884  yxxy  7.24        0122222  yxxyyx  

7.25     0124422  yxxyyx  7.26         0188422 22  yxxyyx  

7.27     0524422  yxxyyx  7.28       01412233 22  yxxyyx  

7.29     04444  yxxy  7.30      0666222 22  yxxyyx  

 

3.3 Решение типового варианта 

 

1.   Даны точки А1 (4, -2),  А 2 (8, 1) на плоскости и уравнение прямой  

L 1 : -x + 4y + 5 = 0:  

а) составить уравнение прямой L 2 , проходящей через эти точки; 

б) записать уравнение прямой L 2  в виде:  1) y=kx+m;  2) Ax+By+C=0; 

 3) x/a+y/b=1;  4)  y-y 0=k(x-x 0 ). Сделать чертёж и указать геометрический 

смысл k, m, A, B, a, b, x 0 , y 0 ; 

в) найти угол между прямыми L 1  и L 2 . Будут ли эти прямые 

параллельны, перпендикулярны? 

Решение: 

a) уравнение прямой, проходящей через две точки ( 11 , yx ) и ( 22 , yx ), 

находится по формуле  
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









. Значит, уравнение прямой L 2  имеет 

вид 
)2(1

)2(

48

4








 yx
  или  

3

2

4

4 


 yx
; 

б) запишем уравнение прямой L 2 в нужном виде. 

 1)  y=kx+m: 
3

2

4

4 


 yx
5

4

3
2)4(

4

3
 xyyx , ( k=

4

3
, m=-5 ); 

 2) Ax+By+C=0: 
3

2

4

4 


 yx
 0204384123  yxyx ,  

 ( A=3, B=-4, C=-20 ); 

 3) x/a+y/b=1: 02043  yx 1
53/20

2043 



yx

yx ,(a =20/3, b = -5); 

 4) y-y 0=k(x-x 0 ):
3

2

4

4 


 yx
)4(

4

3
2)2(4)4(3  xyyx ,  

 (k=
4

3
, 2,4 00  yx ). 

 Построим прямую L 2  по двум точкам  А 1 (4, -2),  А 2 (8, 1) (рисунок 2). 
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Рисунок 2 

 

Укажем геометрический смысл коэффициентов: k=
4

3
= tg   –  это 

угловой коэффициент прямой L 2 ; m = -5 = OB – величина отрезка, 

отсекаемого прямой L 2 на оси Оу, считая от начала координат; А=3, В=-4 – 

координаты нормального вектора прямой L 2 , т. е. 2)4,3( LN   (рисунок 2). 

Уравнение y = kx+m называют уравнением прямой с угловым 

коэффициентом; Ax+By+C=0 – общим уравнением прямой; x/a+y/b=1 – 

уравнением прямой в отрезках; 

в) угол   между прямыми  L 1  и L 2 можно найти по одной из двух 

формул. Если уравнения прямых заданы в общем виде L 1 : 0111  CyBxA ; 

L 2 : 0222  CyBxA , то находим 
2

2

2

2

2

1

2

1

2121

BABA

BBAA
Cos




 ; если заданы 

уравнения с угловым коэффициентом L 1 : 11 mxky  , L 2 : 22 mxky  , то 

находим 21

21

21 ;
1

LL
kk

kk
tg




 , если 

2

1

2

1

B

B

A

A
  или 21 kk  ; 21 LL  , если 

02121  BBAA  или 
2

1

1

k
k  . 

Так как по условию уравнение L 1  задано в общем виде L1 : -х + 4у+5=0, 

то возьмём уравнение L 2 тоже в общем виде L 2 : 3х – 4у –20 = 0 и 

воспользуемся первой формулой:  

.
175

19
arccos,

175

19

2517

19

)4(34)1(

)4(43)1(

2222 

















 Cos  

Ввиду того, что 
4

4

3

1





 и 019)4(43)1(  , то прямые L 1  и L 2  не 

параллельны и не перпендикулярны. 

 

2.  Даны   точки   А 1 (1,2,-1),   А 2 (3,3,2),   А 3 (2,-3,7)   и   плоскость     Р 1 : 

2x+3y+z – 1= 0: 

а) составить уравнение плоскости 2P , проходящей через точки 1A , 2A , 3A ; 

б) записать уравнение плоскости Р 2  в виде: 1) Ax+By+Cz+D=0;  
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2)  x/a+y/b+z/c=1;  3) A(x-x 0 )+B(y-y 0 )+C(z-z 0 )=0;  Как называются уравнения  

1), 2)?  Указать геометрический смысл А, В, С, а, в, с, x 0 , y 0 , z 0 ;  

в) найти угол между плоскостями Р1 и Р 2 . Будут ли эти плоскости 

параллельны, перпендикулярны? 

г) составить уравнение прямой L 1 , проходящей через точки  А 1  и А 2 , и 

прямой L 2 , проходящей через точки  А 1  и  А 3 ; 

д) записать канонические и параметрические уравнения прямой L 1 ; 

е) найти угол между прямыми L 1и L 2 ; 

ж) найти угол между прямой L 1  и плоскостью Р 1 . 

Решение: 

а) уравнение плоскости, проходящей через точки ( 111 ,, zyx ), ( 222 ,, zyx ), 

( 333 ,, zyx ) имеет вид: 0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

.  

 В нашем случае Р 2 :  0

851

312

121

0

172312

122313

121













 zyxzyx

    (*); 

б) 1) раскрыв определитель в левой части равенства (*), получим 

уравнение плоскости Р 2  в виде Ax+By+Cz+D=0: 23x – 13y – 11z – 8 = 0, 

(A=23, B=-13, C=-11, D=-8). Этот вид уравнения плоскости называется 

общим;  

2) перенесём в общем уравнении плоскости свободный член –8 в 

правую часть и разделим обе части на 8. Получим уравнение плоскости в 

виде x/a+y/b+z/c=1: 1
8/ 23 8/13 8/11

x y z
  
 

, (а=8/23, в=-8/13, с=-8/11). Этот 

вид называется уравнением плоскости в отрезках;  

3) раскроем определитель в левой части равенства (*) по элементам 

первой строки: 

0)1(11)2(13)1(230
51

12
)1(

81

32
)2(

85

31
)1( 





 zyxzyx . 

 Получим уравнение плоскости в виде A(x-x 0 )+B(y-y 0 )+C(z-z 0 )=0 

( 1,2,1 000  zyx ).  

 Геометрический смысл коэффициентов: А, В, С – это координаты 

нормального (перпендикулярного) вектора плоскости, т. е. вектор 

2)11,13,23( PN  ;  а, в, с – это величины отрезков, отсекаемых  плоскостью 

на координатных осях, считая от начала координат. Значит, а=8/23 – отрезок, 

отсекаемый на Ох,  в=-8/13 –на Оу,  с=-8/11– на Oz; 000 ,, zyx - координаты 

точки, лежащей на плоскости, т. е. точка (1, 2, -1) принадлежит плоскости Р 2 ; 

в) косинус угла   между плоскостями Р 0: 11111  DzCyBxA  и 

Р 0: 22222  DzCyBxA  находится по формуле 
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2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

CBACBA

CCBBAA
Cos




 . 

Если 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 , то 21 PP ; если 0Cos или 0212121  CCBBAA ,  

то 21 PP  . В нашем случае 

 
2621

4

)11()13(23132

)11(1)13(332

222222





Cos . 

Так как 
11

1

13

3

23

2





  и 0Cos , то Р1  и Р 2 не параллельны и не 

перпендикулярны; 

г) уравнение прямой, проходящей через две точки ( 111 ,, zyx ) и  

( 222 ,, zyx ), находится по формуле 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














. 

 Итак,  уравнение  прямой L 1 , проходящей через точки  А 1 (1, 2, -1), 

А 2 (3, 3, 2), имеет вид: 
3

1

1

2

2

1

12

1

23

2

13

1 




















 zyxzyx
, а уравнение 

прямой L 2 , проходящей через точки А 1 (1, 2, -1) и  А 3 (2, -3, 7):  

8

1

5

2

1

1

17

1

23

2

12

1 






















 zyxzyx
; 

д) уравнения прямой в виде 
p

zz

n

yy

m

xx 000 






 называются 

каноническими. В предыдущем пункте уже найдены канонические уравнения 

прямых: L 1 :
3

1

1

2

2

1 





 zyx
 и L 2 :

8

1

5

2

1

1 







 zyx
. Параметрическими 

называются уравнения прямой в виде 














0

0

0

zptz

ynty

xmtx

. Чтобы получить 

параметрические уравнения прямых, приравняем канонические уравнения к 

параметру t и из полученных равенств найдём x, y, z. 

L 1 :
3

1

1

2

2

1 





 zyx
= 

























13
3

1

2
1

2

12
2

1

tzt
z

tyt
y

txt
x

t .  

 Итак, параметрические уравнения L 1 :














13

2

12

tz

ty

tx

; 

е) косинус угла   между прямыми L 1 : 
1

1

1

1

1

1

p

zz

n

yy

m

xx 






 и 

L 2 :
2

2

2

2

2

2

p

zz

n

yy

m

xx 






 находится по формуле: 
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2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121

pnmpnm

ppnnmm
Cos




 .  

Итак, 
352

7

64251914

83)5(112





Cos ; 

ж) синус угла   между прямой 
p

zz

n

yy

m

xx 000 






 и плоскостью 

0 DCzByAx  находится по формуле 
222222 pnmCBA

CpBnAm
Sin




 . 

 Следовательно, синус угла между прямой L 1 :
3

1

1

2

2

1 





 zyx
 и 

плоскостью Р 0132:1  zyx  равен  
7

5

194914

133112





Sin . 

3.  Даны: точка А(3, -7) на плоскости; R = 6 – радиус окружности; a= 2, 

b  = 3 – полуоси кривых; Оу – ось симметрии параболы, вершина которой 

лежит в начале координат; D: у = -3 – уравнение директрисы параболы: 

а) составить уравнение окружности с центром в точке А и радиусом R; 

б) составить уравнение и сделать чертёж эллипса с полуосями a  и b . 

Найти эксцентриситет  , фокусы F 1 , F 2 ; 

в) составить уравнения и сделать чертёж гипербол с действительной и 

мнимой полуосями a  и b .  (два варианта: a  – действительная, b  – мнимая;  

a  – мнимая, b  – действительная). Найти эксцентриситет  , фокусы F 1  и F 2 , 

уравнения асимптот; 

г) составить уравнение и сделать чертёж параболы с осью симметрии 

Оу, вершина параболы в начале координат, D – директриса параболы. Найти 

фокус F. 

Решение: 

а) уравнение окружности с центром в точке 
0 0( , )x y  радиуса R имеет вид 

22

0

2

0 )()( Ryyxx  , значит, в нашем варианте: 36)7()3( 22  yx ; 

б) каноническое уравнение эллипса с полуосями a  и b  имеет вид 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
;  эксцентриситет   эллипса равен 

a

c
 , где 22 bac  , если ba  , 

т. е. a  - большая полуось. Если ab  , т. е. b - большая полуось, то a  и b  

следует поменять местами. Фокусы эллипса – это точки )0,(),0,( 21 cFcF  , если 

ba  ; или ),0(),,0( 21 cFcF  , если ab  . Итак, каноническое уравнение эллипса 

в нашем варианте 1
94

22


yx

. Поскольку ab  , то 54922  abc , а 

эксцентриситет равен 
3

5


b

c
 , ( 1 ). Фокусы лежат на оси Оу: 

)5,0(),5,0( 21 FF  . Изобразим эллипс на координатной плоскости: 
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Рисунок 3 

 

2121 ,,, BBAA  - вершины эллипса (рисунок 3). 

в) каноническое уравнение гиперболы с действительной полуосью a , 

мнимой полуосью b  имеет вид 1
2

2

2

2


b

y

a

x
; с действительной полуосью b  и 

мнимой полуосью a : 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 или 1

2

2

2

2


b

y

a

x
. Для гиперболы с 

уравнением 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 эксцентриситет равен 

a

c
 , где 22 bac  ; 

уравнения асимптот гиперболы имеют вид x
a

b
y  ; фокусы – это точки 

)0,(),0,( 21 cFcF  , расположенные на действительной оси. 

 По условию a=2, b =3, поэтому каноническое уравнение гиперболы с 

действительной полуосью a  будет 1
94

22


yx

, а с действительной полуосью 

b : 1
94

22


yx

 или 1
94

22


yx

. 

Рассмотрим гиперболу 1
94

22


yx

. Для неё полуфокусное расстояние 

1394 c ; эксцентриситет равен 
2

13


a

c
 , ( 1 ); фокусы: 

)0,13(),0,13( 21 FF  ;  уравнения асимптот: xy
2

3
 . 

 Гиперболу легко построить следующим образом: строим 

прямоугольник со сторонами byax  ,  (у нас 3,2  yx ). Диагонали 

прямоугольника являются асимптотами гиперболы, точки пересечения 

сторон прямоугольника с действительной осью гиперболы – вершинами 

гиперболы (рисунок 4): 
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Рисунок 4 

 

г)  по условию осью симметрии параболы с вершиной в начале 

координат является ось Оу, значит, её каноническое уравнение имеет вид 

pyx 22  . Так как директриса параболы имеет уравнение у = - 3, то в 

уравнении параболы будет знак +, т. е.: pyx 22  . Для определения параметра 

p  учитываем, что уравнение директрисы этой параболы будет 
2

p
y  ; таким 

образом, 63
2

 p
p

. Итак, уравнение нашей параболы: 

yxyx 1262 22  . Фокус параболы – это точка )
2
,0(
p

F , лежащая на оси 

симметрии. В нашем случае фокус - )3,0(F . Построим параболу (рисунок 5). 

 
Рисунок 5 

 

4.  Даны уравнения кривых второго порядка: а) 031222 22  yxyx ; 

б) 09123 2  yxy . Привести уравнения к каноническому виду, построить  

кривые. 
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Решение: для приведения общего уравнения кривой второго порядка к 

каноническому виду систему координат, в которой задано уравнение линии, 

с помощью параллельного переноса и поворота преобразуют так, чтобы 

начало координат совпало с центром линии ( эллипс, гипербола) или с 

вершиной (парабола), а оси симметрии стали параллельны координатным 

осям. Тогда в новой системе уравнение линии примет канонический вид. В 

случае отсутствия в общем уравнении линии члена с произведением 

переменных для приведения уравнения к каноническому виду применяют 

параллельный перенос системы координат. Практически это можно сделать, 

дополняя члены, содержащие переменные, до полного квадрата. 

а) дополним члены, содержащие x и y , до полного квадрата: 

031222 22  yxyx 03)996(2)112( 22  yyxx   

16)3(2)1( 22  yx 1
8

)3(

16

)1( 22








yx

. Делаем замену 








1

1

3

1

yy

xx
(*). 

Формулы (*) являются также формулами преобразования координат при 

параллельном переносе системы координат 111 yxOOxy . Точка )3;1(1 O – 

новое начало координат. В системе 111 yxO  уравнение линии имеет 

канонический вид 1
816

2

1

2

1 
yx

, по которому ясно, что это уравнение эллипса с  

полуосями 4a  и 8b  (рисунок 6); 

 
 

Рисунок 6 

 

б) так как в уравнении линии 09123 2  yxy , кроме члена с xy , 

отсутствует также член с 2x , то, скорее всего, это уравнение параболы с 

каноническим уравнением вида pxy 22  . Приведём уравнение к этому виду, 

дополняя члены, содержащие y, до полного квадрата: 

9)444(3 2  xyy  3)2(3 2  xy  )3(
3

1
)2( 2  xy . Делаем замену 









1

1

2

3

yy

xx
(*). Формулы (*) - формулы преобразования координат при 

параллельном переносе системы координат 111 yxOOxy . Точка )2;3(1 O – 

новое начало координат. В системе 111 yxO  уравнение линии имеет 
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канонический вид 1

2

1
3

1
xy   – парабола с вершиной в точке 1O , ветви 

направлены вправо. Для более точного изображения параболы найдём её 

точки пересечения со старыми осями координат. С осью Ох: у=0 9x ; с 

осью Оу: х=0 0342  yy 3,1 21  yy (рисунок 7). 

 
 

Рисунок 7 

 

5. Определить вид (название) поверхности второго порядка и сделать 

схематический чертёж: 

          а) 1
4212

222


zyx

;  б) 0
423

222


zyx

. 

Решение: 

а) дано каноническое уравнение однополостного гиперболоида с осью 

симметрии Ох, его схематический чертёж (рисунок 8): 

 
Рисунок 8 

 

б) дано каноническое уравнение конуса второго порядка с осью 

симметрии Оz и вершиной в начале координат, его схематический чертёж 

(рисунок 9).  
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Рисунок 9 

 

6.  Даны уравнения поверхностей второго порядка: а) 22 63 zxy  ;  

б) 02431214 222  zyx ; в) 032 2  zy . Привести уравнения к 

каноническому виду, сделать схематический чертёж. 

Решение: общее уравнение поверхности второго порядка определяет 

одну из девяти поверхностей, канонические уравнения которых известны. В 

наших заданиях для приведения уравнений к каноническому виду достаточно 

провести преобразования с членами уравнений: перенести некоторые из них 

в другую часть, изменить коэффициенты, умножая или деля их на 

определённое число. 

а) так как в уравнении 22 63 zxy   две переменные в квадрате, одна 

нет, то это либо уравнение эллиптического параболоида (каноническое 

уравнение z
q

y

p

x
2

22

 ), либо уравнение гиперболического параболоида 

(каноническое уравнение z
q

y

p

x
2

22

 ). Сделаем преобразования: 22 63 zxy   

 x
zy


3

6

3

22

 x
zy

2
4/12/3

22

 . Итак, это уравнение эллиптического 

параболоида с осью симметрии ОХ, вершина в начале координат. 

Схематический чертёж (рисунок 10): 

 
Рисунок 10 
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б) проведём преобразования: 0243124 222  zyx   

243124 222  zyx  1
826

222


zyx

. Получено каноническое уравнение 

двухполостного гиперболоида, его схематический чертёж (рисунок 11); 

 
Рисунок 11 

 

в) в уравнении 032 2  zy  отсутствует одна переменная х, значит, это 

уравнение цилиндра, причём одна переменная в квадрате, другая нет, 

поэтому это параболический цилиндр. Приведём его уравнение к 

каноническому виду: 032 2  zy zy
2

32  . Последнее уравнение есть также 

уравнение направляющей на плоскости Оyz (это парабола), образующая 

параллельна координатной оси Ох. Схематический чертёж (рисунок 12). 

 

 
 

Рисунок 12 

 

7. Привести к каноническому виду уравнение линии 

051426411244 22  yxyxyx  и построить её. 
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 Решение: рассмотрим квадратичную форму 22 11244),( yxyxyxF  , 

составленную из старших членов уравнения. Приведём её к каноническому 

виду 2

1

2

111 520),( yxyxF  . 












11

11

5

3

5

4
5

4

5

3

yxy

yxx
– формулы преобразования координат 

при повороте (см. приведение квадратичной формы к каноническому виду в 

РГР 2, стр.38). Итак, старшие члены преобразовались так: 
22 11244 yxyx  

2

1

2

1 520 yx  ; младшие – так:  514264 yx  

51
5

3

5

4
42

5

4

5

3
64 1111 

















 yxyx = 512672 11  yx . В системе 11 yOx  уравнение 

линии примет вид  0512672520 11

2

1

2

1  yxyx . Для дальнейшего 

упрощения осуществим преобразование параллельного переноса системы 

координат, для чего дополним члены, содержащие 1x  и 1y  до полного 

квадрата: 051)25/16925/1695/26(5)25/8125/815/18(20 1

2

11

2

1  yyxx    

 020)5/13(5)5/9(20 2

1

2

1  yx  или    
1

4

6,2

1

8,1
2

1

2

1 






yx . Делаем замену 









6,2

8,1

1

1

yY

xX (*). Формулы (*) – формулы преобразования координат при 

параллельном переносе системы координат XYOyOx 111  . Точка 

)6,2;8,1(1 O – новое начало координат. В системе XYO1  уравнение линии 

имеет канонический вид 1
41

22


YX

. Это гипербола с мнимой полуосью 

1a  и действительной полуосью 2b .  

  Чтобы определить угол поворота при переходе от Oxy  к 11 yOx , 

составим формулы, определяющие зависимость между ортами ),( ji  ”старой” 

системы координат Oxy  и ортами ),( 11 ji  “новой” системы 11 yOx : 












jij

jii

5

3

5

4
5

4

5

3

1

1

. 

Умножив последние равенства на 5, получим векторы 1OM  и 2OM  

коллинеарные векторам 1i  и 1j  : 








jiOM

jiOM

34

43

2

1
. Таким образом, нет 

необходимости знать угол поворота, достаточно в системе Oxy  по векторам 1i  

и 1j   построить векторы 1OM  и 2OM . Эти векторы направлены так же, как 

новые оси координат 1Ox  и 1Oy . Для более точного изображения найдём 

точки пересечения  со старыми осями координат: с осью Ох: у=0   

051644 2  xx  15,1 21  xx ; с осью Оу: х=0   0514211 2  yy    

дискриминант 022441764 D , нет точек  пересечения (рисунок 13). 
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Рисунок 13 
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