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Введение 

 

 Данный конспект лекций по дисциплине «Специальные  главы 

математики. Уравнения теплопроводности и методы их решения» разрабо-

тан для студентов специальности 5В071700 – Теплоэнергетика объемом два 

кредита. Подобные дисциплины в настоящее время ведутся в ведущих ву-

зах России: МФТИ и МЭИ. 

В качестве основной литературы использованы труды Лыкова А.В., 

которые неоднократно переиздавались вплоть до последнего времени. 

Представлены основные классические методы решения задачи Коши, 

смешанных задач: метод разделения переменных и решение с помощью ин-

тегральных преобразований Лапласа и Фурье. В связи, с чем изучаются 

свойства функций Бесселя, erf(x) и erfs(x), их приложение к задачам тепло-

проводности. 

Одна лекция посвящена численным методам решения смешанных за-

дач, для которых разработаны лабораторные задания, реализуемые в про-

граммном продукте MATHCAD. Для этих целей  в  указанной дисциплине 

изучаются методы и приемы работы в программном продукте MATHCAD. 

 

 Лекция 1. Простейшие дифференциальные уравнения в частных 

производных. Постановка основных задач математической физики. За-

дача об охлаждении стержня конечной длины 

 

 Содержание лекции: простейшие дифференциальные уравнения в 

частных производных, классификация уравнений второго порядка. Основ-

ные канонические уравнения математической физики. 

 Цель лекции: познакомить с предметом и основными понятиями задач 

математической физики. 

 

 Простейшие дифференциальные уравнения в частных производных. 

Дифференциальным уравнением в частных производных называется 

равенство, содержащее независимые переменные, функцию от этих пере-

менных и частные производные от неизвестной функции по независимым 

переменным. Уравнение в частных производных с искомой функцией z от 

двух независимых переменных x и y в общем виде имеет вид 

                             F(x,y,z, )=0,                               (1.1) 

 где  F – заданная функция своих аргументов. 

 Порядком дифференциального уравнения называется порядок стар-

шей производной, входящей в уравнение. 

 Решением уравнения в частных производных называется функция, 

обращающая это уравнение в тождество. 



 

 4 

 Простейшим дифференциальным уравнением в частных производных 

называется уравнение, позволяющее найти решение непосредственным ин-

тегрированием. 

 Например, . Простым интгрированием получаем, 

. 

 Еще раз проведем процедуру интегрирования  

z= x
3
 +x  +ψ(y), 

 где  и  - произвольные функции независимой переменной у.    

 

 Классификация уравнений второго порядка. Основные канонические 

уравнения математической физики. 

Уравнение второго порядка в случае двух независимых переменных x 

и y в общем случае имеют вид  

 + F(x,y,z,  = 0, 

 где А, В, С – функции переменных х и у;  

 F – известная функция указанных в формуле переменных. 

 В зависимости от соотношений между коэффициентами уравнения  в 

области D подразделяются на три основных типа: 

 АС-В
2
 <0 – уравнения гиперболического типа; 

 АС-В
2
 >0 – уравнения эллиптического типа; 

 АС-В
2
 = 0 – уравнения параболического типа. 

    (1.2) – волновое уравнение (уравнение колеба-

ния струны). Волновое уравнение является уравнением гиперболического 

типа. 

         (1.3) - уравнение теплопроводности. 

Уравнение теплопроводности является уравнением параболического типа. 

  (1.4) - уравнение Лапласа в декартовой си-

стеме координат. Это уравнение есть уравнение эллиптического типа. 

  (1.5) -  уравнение Лапласа в полярной систе-

ме координат, также является уравнением эллиптического типа. 

 

 Постановка основных задач математической физики. 

1. Задача Коши  для волнового уравнения: решить уравнение (1.2) с 

условиями, которые называются начальными 

u(x,t)        . 

2. Задача Коши  для  уравнения теплопроводности: решить уравнение 

(1.3) с условием, которое называется начальным   

u(x,t)  . 
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3. Краевая задача. Решить   какое-то одно из уравнений (1.2)-(1.4) 

вместе с одним из следующих условий: 

 u(x,t)    (1.6) –  граничное условие первого рода или 

условие Дирихле; 

           (1.7) - граничное условие второго рода или усло-

вие Неймана; 

   (1.8) - граничное условие третьего рода.  

Здесь приняты обозначения:  

S – граница области;  

 – внешняя нормаль к границе области;  

М – точка на границе области. 

Смешанная задача математической физики. Решить одно из указан-

ных уравнений с дополнительными условиями задачи Коши  и с одним из 

видов краевых условий. 

 

 Задача об охлаждении стержня конечной длины. 

Пусть концы тонкого теплопроводного стержня длиной l погружают-

ся в тающий лед и температура стержня в начальный момент времени (t=0) 

зависит от его координат по некоторому закону u(x,t) . Следует 

найти температуру в любой точке стержня в произвольный момент време-

ни. 

 Постановка задачи (математическая модель): решить уравнение теп-

лопроводности  

, 

в области  

D={(x,t): 0< x <l, 0<t<+ } 

с начальным условием  u(x,t)  для  x  (0,l)  

и граничными условиями  u(x,t)  . 

 Кроме того, предполагается, что  . 

 В этой задаче заданы краевые условия первого рода (задача Дирихле). 

 Решаем методом Фурье или другое название «метод разделения пере-

менных». 

 Шаг 1. Решение ищем в виде произведения  

u(x,t)=X(x)T(t) 
2( ) ( ) ( ) ( )X x T t a T t X x  , 

2

( ) ( )

( ) ( )

T t X x

a T t X x


 
  , 

2( ) ( )T t a T t  , 

( ) ( )X x X x  . 

 Шаг 2. Определение знака ω. 

. 
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 Шаг 3. Составление задачи Штурма – Лиувилля. 

 Найти ненулевое решение дифференциального уравнения 
2( ) ( ) 0X x X x   . 

 С нулевыми краевыми условиями 

 X(0)=0, X(l)=0 

 Шаг 4. Решение задачи Штурма – Лиувилля.  

X(x)=C1cosλx+C2sinλx, 

X(0)=0  C1=0, 

X(x)= C2sinλx, 

X(l)=0   C2sinλl=0, 

C2 0  sinλl=0, 

λl= k, k=0,1,2,3…, 

λ= , k=0,1,2,3…- собственные значения, 

Xk (x)= Cksin x, 

k (x)= sin x- собственные функции. 

 Основные свойства собственных функций задачи Штурма-Лиувилля 

. 
 Шаг 5. Решение математической модели 

, 

, 
 где 

. 
 Пример (РГР1 задача №2).  Смешанная задача с краевыми условиями 

второго рода (Задача Неймана).  Решить уравнение теплопроводности  

,    

в области 

D={(x,t): 0< x <l, 0<t<+ } 

с начальным условием  u(x,t)  для  x  (0,l)  

и граничными условиями 

 . . 

 Кроме того, предполагается, что . 

 Решаем методом Фурье или другое название «метод разделения пере-

менных». 

 Шаг 1. Решение ищем в виде произведения  
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u(x,t)=X(x)T(t), 
2( ) ( ) ( ) ( )X x T t a T t X x  , 

2

( ) ( )

( ) ( )

T t X x

a T t X x


 
      2( ) ( )T t a T t         ( ) ( )X x X x  . 

 Шаг 2. Определение знака ω:   

 Шаг 3. Составление задачи Штурма – Лиувилля. 

 Найти ненулевое решение дифференциального уравнения 
2( ) ( ) 0X x X x   . 

 С нулевыми краевыми условиями  X
/
 (0)=0, X

/
 (l)=0. 

 Шаг 4. Решение задачи Штурма – Лиувилля.   

X(x)=C1cosλx+C2sinλx, 

X 
/
(x)=-λC1 sinλx +λC2 cosλx, 

X
/
 (0)=0  C2=0  X(x)= C2 cosλx   X

/
 (l)=0   -λC2sinλl=0, 

C2 0  sinλl=0, 

λl= k, k=0,1,2,3…   λ= , k=0,1,2,3…- собственные значения, 

Xk (x)= Ck cos x   k (x)= cos x  - собственные функции. 

 Основные свойства собственных функций задачи Штурма-Лиувилля 

. 
 Шаг 5. Решение математической модели  

, 

,  где  . 

 

 Лекция 2. Стационарное распределение температуры в прямо-

угольном брусе (Метод Фурье для уравнения эллиптического типа) 

 

 Содержание лекции: метод Фурье для уравнения эллиптического ти-

па, колебание струны конечной длины, метод Фурье для уравнения гипер-

болического типа. 

 Цель лекции: познакомить с методом Фурье для уравнения эллипти-

ческого типа, гиперболического типа. 

 

 Рассматривается задача: две параллельные грани длинного прямо-

угольного бруса поддерживаются при заданных температурах, на  осталь-

ных двух гранях температура равна нулю; найти установившуюся темпера-

туру в произвольной точке внутри бруса. 

 Из формулировки задачи понятно, что температурное распределение 

в каждом сечении по переменной z одинаково, поэтому можно ограничить-

ся рассмотрением сечения в плоскости ХОУ, а поэтому математическая мо-
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дель имеет вид: постановка задачи (математическая модель): решить урав-

нение Лапласа 

                                           ,                                     (2.1)                                                  

в области D={(x,у): 0< x <а, 0<у<в}.  

С краевыми (граничными) условиями первого рода (задача Дирихле)             

                                    u(x,у)  ,                             (2.2) 

                              u(x,у) f1(x),   f2(x).                            (2.3) 

u(x,у) – искомая (неизвестная) функция, f1(x),  f2(x) – заданные на гранях 

температуры. 

 Решаем методом Фурье или другое название «метод разделения пере-

менных». 

 Шаг 1. Решение ищем в виде произведения  

u(x,у)=X(x)У(у), 

( ) ( ) ( ) ( ) 0X x Y y Y y X x     , 

( ) ( )
0.

( ) ( )

X x Y y

X x Y y

 
   

 Шаг 2. 
 2( ) ( )

.
( ) ( )

X x Y y

X x Y y


 
   

 

 Следовательно,   
2( ) ( ) 0X x X x   , 
2( ) ( ) 0Y y Y y   . 

 Шаг 3. Составление задачи Штурма – Лиувилля. Найти ненулевое 

решение дифференциального уравнения  

                                             
2( ) ( ) 0X x X x                                           (2.4)                                                  

с нулевыми краевыми условиями (следует из условия (2.2)) Х(x)  

  или Х(0)=0, Х(а)=0. 

 Шаг 4. Решение задачи Штурма – Лиувилля. Общее решение уравне-

ния (2.4) есть  

Х(х) = С1cosλx + С2 sinλx, 

Х(0)=0 ⇒С1=0, 

Х(х) = С2 sinλx, 

Х(а)=0  ⇒ С2 sinλа=0  ⇒ λа=πk, к=1,2… 

k

k

a


   - собственные значения задачи Штурма - Лиувилля. 

Х(х) = С2к sin . 

 Собственные функции  -   sin  

 Шаг 5. Решение математической модели 
2( ) ( ) 0Y y Y y   . 

 Общее решение этого дифференциального уравнения  

У(у) = А е
+λу

 + В е
-λу 
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или                                          Ук(у)=(Ак  + Bk ). 

uk(x,y)= (Ак  + Bk ) sin . 

 Следовательно,  

u(x,y) = , 

 где  Ак и Вк – неизвестные коэффициенты, которые находятся из усло-

вия (2.3), т.е. 

u(x,0)= f1(x) и  u(x,b)= f2(x), 

= f1(x), 

 = f2(x). 

 Введем обозначения:  

=Сk; 

=Dk; 

= f1(x); 

 = f2(x). 

 Таким образом, получили разложение функций f1(x), f2(x) в ряд Фурье 

по синусам 

, 

. 
 Относительно, Ак и Вk система  двух линейных  алгебраических урав-

нений, . 

у которой главный определитель,  не равен нулю. 

. 
 

 Колебание струны конечной длины. Метод Фурье для уравнения ги-

перболического типа. 

 Решается задача о смещениях точек, закрепленных с обоих концов 

струны, совершающей колебания с некоторым заданным начальным поло-

жением струны и некоторой ее начальной скоростью. 

 Математическая модель: решить волновое уравнение (уравнение ко-

лебания струны) 

 . 

 Здесь ,  

 где  – натяжение струны:  
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  – линейная плотность струны. 

  – смещение точки струны относительно положения равнове-

сия. 

 С нулевыми краевыми условиями первого рода (условия Дирихле) 

u(x,у)  . 

и начальными условиями 

u(x,t)     f1(x), 

. 

Шаг 1. Решение ищем в виде произведения   

u(x,t)=X(x)T(t), 
2( ) ( ) ( ) ( )T t X x a X x T t    , 

2X T
a

X T

 
 , 

2 2X T
a

X T
 

   . 

Шаг 2. Х
//
(х) + 

2
 Х(х) = 0, 

T
//
(t) + 

2
 a

2
 T(t) = 0. 

Шаг 3. Составление задачи Штурма – Лиувилля. Найти ненулевое 

решение дифференциального уравнения 2( ) ( ) 0X x X x    с нулевыми 

краевыми условиями  Х(x)  . 

Шаг 4. Решение задачи Штурма – Лиувилля.   

Х(х) = С1cosλx + С2 sinλx. 

k

k

q


   -  собственные значения задачи Штурма-Лиувилля. 

Х(х) = С2к sin
kx

q


. 

sin
kx

q


  -  собственные функции  задачи Штурма-Лиувилля. 

Шаг 5. Решение математической модели 

T
//
(t) + 

2
 a

2
 T(t) = 0,  

T(t) = Acosλat + Bsinλat, 

Tk(t) = Ak cos at + Bk sin at, 

uk (x,t)= sin (Ak cos at + Bk sin at),  

u(x,t)= , 

u(x,0)=f1(x)  u(x,t)= =f1(x), 

, 
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, 

, 

, 

. 
 

Пример (РГР  1, задача №7). 

Постановка задачи (математическая модель): решить уравнение теп-

лопроводности  
2

2

( , ) 1 ( , )
17cos4 sin5

25

u x t u x t
t x

t x

 
 

 
, 

в области  D={(x,t): 0< x <π, 0<t<+ }  

с начальным условием  u(x,t)  для x  (0, )  

и граничными условиями  u(x,t)  . 

 Кроме того, предполагается, что . 

 Шаг 1. Ищем частное решение в виде 

q(x,t)= sin5x(Acos4t+Bsin4t), 

 где А и В – неизвестные коэффициенты, которые ищем методом под-

бора (метод неизвестных коэффициентов). 

 Шаг 2. Делаем замену  

u(x,t) = v(x,t)+ q(x,t) + +  

приводится к задаче типа задачи № 1 из РГР 1. 

 

 Пример (РГР  1, задача №8). 

 Постановка задачи (математическая модель): решить уравнение теп-

лопроводности  
2

2

( , ) ( , )
36

u x t u x t

t x

 


 
, 

в области  

D={(x,t): 0< x <3, 0<t<+ } 

с начальным условием  u(x,t)  для x  (0,3)  

и граничными условиями  u(x,t)  . 

 Кроме того, предполагается, что . 

 Шаг 1. Решение ищем в виде произведения  

u(x,t)=X(x)T(t), 
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( ) ( ) 36 ( ) ( )X x T t T t X x  , 

2X T
a

X T

 
 , 

2( ) ( )

36 ( ) ( )

T t X x

T t X x


 
   . 

 Шаг 2: T(t)=C . 

 Шаг 3. Составление задачи Штурма – Лиувилля. 

 Найти ненулевое решение дифференциального уравнения 
2( ) ( ) 0X x X x   . 

 С нулевыми краевыми условиями 

X(0)=0, X(3)=0. 

 Шаг 4. Решение задачи Штурма – Лиувилля. 

X(x)=C1cosλx+C2sinλx, 

X(0)=0  C1=0, 

X(x)= C2sinλx, 

X(3)=0   C2sinλ3=0, 

C2 0  sinλ3=0,   

Λ3= k, k=0,1,2,3…, 

λ= , k=0,1,2,3… - собственные значения задачи Штурма-Лиувилля, 

Xk (x)= Cksin x, 

k (x)= sin x - собственные функции задачи Штурма – Лиувилля. 

 Основные свойства собственных функций задачи Штурма-Лиувилля 

. 
 Шаг 5. Решение математической модели 

, 

, 
 где 

, 

 

+ . 
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 Лекция 3. Метод Фурье для уравнения Лапласа в полярной си-

стеме координат. Специальные функции и их приложения к решению 

задач математической физики 

 

 Содержание лекции: метод Фурье для уравнения Лапласа в полярной 

системе координат, функции Бесселя и Неймана. 

 Цель лекции: научить использовать метод Фурье для уравнения 

Лапласа в полярной системе координат, познакомить с функциями Бесселя 

и Неймана и их свойствами.  

 

 Решить уравнение Лапласа в полярной системе координат 

, 

удовлетворяющее условию периодичности как функции φ, т.е. 

u(r,φ+2π)=u(r,φ) . Период равен 2π. 

 И граничному условию первого рода на окружности r=R.  

, 0 R. 

 Например (РГР 2 задача  1.30. , 0 4. 

 Кроме того, в точке r=0 решение не должно иметь разрыв, т.е. оно 

должно быть непрерывно. 

. 

Умножим обе части на  

. 
 Шаг 1. Решение ищем в виде произведения   

u(r,φ)=X(r)У(φ), 
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0r X r Y rY X r Y X r         , 

2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

r X r rX r Y

X r Y






  
   . 

Шаг 2. Определение знака ω.    

ω = -
2, 

2 2( ) ( ) ( ) 0r X r rX r X r    , 
2( ) ( ) 0Y Y     . 

 Шаг 3. Составление задачи Штурма – Лиувилля. 

 Найти ненулевое решение дифференциального уравнения 
2( ) ( ) 0Y Y     ,  удовлетворяющее условию периодичности. 

 Шаг 4. Решение задачи Штурма – Лиувилля.  
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Y(φ) = С1cosλφ + С2 sinλ. 

 Следовательно, λ – целые числа λ=0,1,2,…,k,…  - cобственные значе-

ния задачи Штурма - Лиувилля. 

Y(φ) = С1cosкφ + С2 sinкφ, - собственные функции. 

 Шаг 5. Решение математической модели 
2 2( ) ( ) ( ) 0r X r rX r k X r    , 

0k  . 

X(r)=A0lnr+B0 

A0 = 0, так как в противном случае разрыв при r=0. 

k>0,  

X(r) = r
m 

X(r) =Ar
k
 +Br

-k
 

Все В =0, 

u(r, φ) = , 

a0 = , 

Ak = , 

Bk = . 

Замечание 

coskπ=(-1)
k
,   cos0=1,   cos2kπ=1 ,     

sin  =0,  sin0 = 0,  sinkπ=0. 

 

 Специальные функции и их приложения к решению задач математи-

ческой физики. 

          Определение функций Бесселя и Неймана. 

Для решения задач в полярной, цилиндрической или сферической си-

стеме координат широко используются специальные функции.  

Например, в теории уравнений теплопроводности, часто рассматривается 

обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка  

                          0v(x)v(x)v)(  CBxA .                                 (3.1) 

 Исследование задачи сильно осложняется, когда в отдельных точках 

интервала изменения независимой переменной x (или t ) функция )(xA  

обращается в нуль. Именно такие случаи встречаются чаще всего на прак-

тике. При их изучении требуется вводить в рассмотрение так называемые 

специальные функции. 

 Укажем частные примеры: когда 2)( xxA  ,  xxB )( , 2)( xxC  , 2     

уравнение (3.1) представляет собой известное уравнение Бесселя  

  0vxvxv 222  x , решения которого называются цилиндрическими 

или Бесселевыми функциями. Среди них особое место занимает функция 

)(xJ n  с целочисленным неотрицательным индексом n. 
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При 21)( xxA  ,  xxB )( ,  0)( xC ,  2n  уравнение (3.1) преобразу-

ется в уравнение Чебышева  0vvv)1( 22  nxx . Ему удовлетворяют 

функции Чебышева 

   








nn

n xixxix
i

xu 22 11
2

1
)( , 

или  

   








nn

n xixxixxT 22 11
2

1
)( ,   ,...1,0n  

 Здесь )(xTn  - полиномы Чебышева. 

 Уравнение Леггера 0vv)1(v  xx   так же есть частный вид 

уравнения (3.1). 

 Определение. Уравнением Бесселя нулевого порядка называется 

обыкновенное линейное однородное дифференциальное уравнение второго 

порядка с переменным коэффициентом   

                                     0
1 2'''  xykxy
x

xy                                            (3.2) 

или  

                                    2 0x y y k x y       .                                         (3.2*)   
 Пусть k=1, тогда уравнение примет вид:  

1
( ) ( ) ( ) 0y x y x y x

x
     

или   

( ) ( ) ( ) 0x y x y x x y x       

 Решение ищем в виде степенного ряда  

y(x)=  

или  

y(x)= a0+a1x+a2x
2
+…+anx

n
+…, 

 где naaaaa ,...,,,, 2210 - неизвестные коэффициенты. Находя произ-

водные степенного ряда 

y
|
(x)= a1+2a2x+3a3x

2
…+nanx

n-1
+…, 

y
||
(x)= 2a2+6a3x+12a4x

2
+…+n(n-1)anx

n-2
+… 

и подставляя их в заданное уравнение Бесселя нулевого порядка (3.2), по-

лучаем  

2a2x+6a3x
2
+12a4x

3
+20a5x

4
…+n(n-1)anx

n-1
+… +a1+2a2x+3a3x

2
…+nanx

n-1
+… 

a0x+a1x
2
+a2x

3
+a3x

4
…+anx

n+1
+…=0.      

Аналогично, как в методе неопределенных коэффициентов при инте-

грировании правильных дробно-рациональных функций, приравниваются 

коэффициенты при одинаковых степенях x, т.е. 
0x Следовательно, 

,.....
36

;0
25

;
16

;0
9

;
4

4
65

3

5
2

43
1

3

0

2

a
aa

a
a

a
aa

a
a

a
a   
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 Таким образом,  

x
0 

a1=0 a1=0 

x
1
 2a2+2a2+a0=0 a2=- a0 

x
2
 6a3+3a3+a1=0 a3=- a1    →    a3=0 

x
3
 12a4+4a4+a2=0 a2=- a0 

x
4
 20a5+5a5+a3=0 a5=- a3    →    a5=0 

 Вообще коэффициент na  определяется соотношениями 

an= , 

 где k=0,1,2… или }.0{ Nk  

 Следовательно,  
2 4 6 8

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
( ) 1 ...

2 2 4 2 4 6 2 4 6 8

x x x x
y x a

 
      

 
. 

Введем обозначение 
2 4 6 8

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
( ) 1 ...

2 2 4 2 4 6 2 4 6 8

x x x x
J x        

или    

J0(x) = .                                           (3.3)                                              

 Функцию (3.3) называют функцией Бесселя первого рода нулевого 

порядка, заключаем, что 
0( ) ( )y x C J x  , то  y(x)=CJ0(x). 

 Функция J0(kx) является решением уравнения 2 0xy y k xy    . Что-

бы удостоверится в этом, достаточно сделать замену независимой перемен-

ной .kxt   

       Для нахождения второго линейного независимого частного решения 

уравнения (3.1) используется формула Остроградского - Лиувилля 

   
 

 
   








 .exp

1
2

0

02

1

12
xxJ

dx
xJdx

x

dx

xy
xyxy  

 Тогда в теории Бесселевых функций доказывается, что  

    ...].
2

)[ln(...]
2

1
[

2

2

002  
x

xxJdx
x

x
xJxy  

Введем функцию N0(x)= J0(x)lnx+ , которая назы-

вается функцией Неймана нулевого порядка и удовлетворяет уравнению 

Бесселя нулевого порядка. Функции Бесселя и Неймана образуют фунда-

ментальную систему функций. Таким образом, общее решение уравнения 

Бесселя нулевого порядка есть  y(x)=C1 J0(x)+C2N0(x). 

 Функцию 
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    ....
2

1
1

422
ln

22

4

2

2

00 












xx
xxJxN                             (3.4) 

называют функцией Неймана нулевого порядка первого рода, иногда ис-

пользуется обозначение  .0 xY  

         Общее решение уравнения (3.1) есть      .0201 xNCxJCxy   

 Определение. Уравнением Бесселя первого порядка называется урав-

нение вида 

2

1
( ) ( ) (1 ) ( ) 0

n
y x y x y x

x x
     . 

 Его частное решение есть степенной ряд вида   

Jn(x)= .                                        (3.5) 

 Оно получается аналогично функции  xJ0  и оно Jn(x)  называется 

функцией Бесселя первого порядка. В частности, уравнение  

0)()
1

1()(
1

)(
2

 xy
x

xy
x

xy  

имеет решение вида 

J1(x) = . 

 

Свойства функций Бесселя.   

Ограничимся рассмотрением простейших свойств функции Бесселя.  

Следует отметить, следующие важные, на наш взгляд, свойства функций 

Бесселя: 

1) Функция  axJ0  является четной относительно переменной x. 

Функция  axJ1 - нечетная относительно переменной x.  

2) Имеет место соотношение 
1 0 1( ) ( ) ( )J ax J kx kJ kx    , J1(0) = 0. 

Доказательство проводится с помощью дифференцирования ряда. 

3) . 

4)  
   

,][ 1







x

xJ

x

xJ

dx

d        .][ 1

2 xJxxJx
dx

d
 



  

 В частности,  
   

,22

x

xJ

x

xJ

dx

d









         .01 xJxxJx

dx

d
  

        5) Нули функции  .0 xJ  Для больших x кривая  xJ 0  представляет со-

бой затухающую косинусоиду (рисунок 1).  
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1

J0 x( )

x
 

Рисунок 1 

 

 На рисунке  приведен график функции Бесселя нулевого порядка.  

       Ясно, что функция  .0 xJ  имеет бесчисленное множество корней 

k , которые табулированы, и можно найти их значения в  справочниках по 

специальным функциям, кроме того, их можно найти с помощью про-

граммного продукта MathCad. 

        6) Свойство ортогональности функции  с весом x ,       

   
  














1

0

2'

0
10 .,

2

1

,0

pqприpJ

pqпри

dxqxJpxxJ  

 

 Приложение функции Бесселя к решению задачи о распространении 

тепла в однородном цилиндре. 

         Постановка задачи. Пусть дан неограниченный цилиндр радиуса R  

при некотором радиальном распределении температуры, т.е. в виде  .rf  В 

начальный момент времени поверхность мгновенно охлаждается до некото-

рой температуры ,0U  которая поддерживается постоянной на протяжении 

всего процесса охлаждения. Необходимо найти распределение температуры 

в любой момент времени. 

Математическая модель. Решить уравнение теплопроводности в по-

лярной системе координат 

      
r

trU
a

t

tU
r

trU











 ,1,
2

2 ,2




                                 (3.6)                                

с начальным условием         RrftrU
t




0,,
0

                                (3.7) 

и краевым условием      .0,0, 


ttrU
Rr                                                 (3.8) 

 Кроме того, требуется из физических соображений, чтобы  

  tU ,0 ,                                                  (3.9) 

                                                 0/
0


r
rU .                                           (3.10) 
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 Обратите внимание на первую часть выражения (3.6), которая пред-

ставляет собой оператор Лапласа в полярной системе координат и сравните 

с уравнением (1.2). В уравнении (3.6) отсутствует слагаемое, содержащее 

частную производную второго порядка по переменной  ,  т.к. по условию 

задачи задано радиальное распределение температуры, т.е. осесимметрич-

ная.  

         Для решения поставленной математической модели используется ме-

тод разделения переменных или метод Фурье.  Решение задачи ищется в 

виде произведения двух функций      ,, tTrWtrU   подставляя которое в 

уравнение (3.6), выводим, что  
 
 

 

 
2

''

2

'

1









rW

Wr
r

rW

tT

tT
.  

 Из этого соотношения получается уравнение      022'  tTtT     с 

общим решением     

   tCtT 22exp  .                                         (3.11) 

 Из уравнения Бесселя нулевого порядка    

    0
1

)( 2'''  rWrW
r

rW  .                                    (3.12) 

 Получается  общее решение  

   .)( 00 rNBrJArW                                       (3.13)         

     Задача Штурма-Лиувиля в данной модели заключается в отыскании 

ненулевого решения соотношения (3.12) с краевым условием (следствие 

выражения (3.8)).   0RW и ограничениями в точке  0r    (следствие 

условий (3.9) и (3.10)  

    ,0 W                                                          (3.14)                   

   .00' W                                                         (3.15) 

 Из соотношения (3.15) вытекает, что 0B , т.к. в противном случае 

за счет наличия функции Неймана в одном из слагаемых решения уравне-

ния (3.12) и   


rN
x

0
0

lim ,    то   


rW
r

0
0

lim  что недопустимо.  

 Поэтому        .0 rJArW   

 Из условия (3.13) выводится что   ,00 RJ  корнями которого, со-

гласно теории Бесселевых функций, являются трансцендентные табулиро-

ванные числа k . Значит  ./ RR kkk    

 Поэтому    ,/0 RrJArW kkk   и фундаментальными решениями зада-

чи (3.6) –(3.10) являются функции       .exp, 0

22 rJttrU kkk   .  Ряд, 

составленный из них, будет решении задачи (3.6)-(3.10)  

     .exp, 0

1

22 rJtAtrU k

k

kk 




  
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          Он удовлетворяет соотношениям (3.6), (3.8)-(3.10).  Произвольные по-

стоянные kA  выбираются так, чтобы было выполнено условие (3.7).  Таким 

образом,    





1

0

k

kk rfrJA   или    





1

0 /
k

kk rfRrJA  . Сделав замену 

RxrxRr / , где  1,0x , выводится равенство   

   ,
1

0





k

kk RxfxJA  которое есть ничто иное, как разложение функции 

 Rxf  в ряд по ортогональным с весом x  функциям Бесселя нулевого по-

рядка. Следовательно, на основании свойства 6 получаются формулы для 

вычисления коэффициентов 

       

1

0

0

2

22 dxRxfxJxJA kkk   

или 

      ./2
0

0

2

2

2

  

R

kkk drRrJrfrJRA   

 Выходит, что решение указанной выше задачи  есть  

 
 

 
    ./0exp

/2
,

0

2

22

1
2

1

2

0 drRrJrrf
R

t

kJR

RrJ
trU k

R

k

R

k 





 
















 

 

          Лекция 4. Численные методы решения краевых задач уравнения 

теплопроводности 

 

 Содержание лекции: численные методы решения краевых задач урав-

нения теплопроводности. Метод сеток.  

 Цель лекции: познакомить с численными методами решения краевых 

задач уравнения теплопроводности, научить использовать метод сеток. 

 

Метод сеток (или метод конечных разностей) является наиболее рас-

пространенным и эффективным методом численного решения краевых за-

дач для уравнений математической  физики, уравнения теплопроводности в 

частности. Суть метода состоит в замене частных производных, участвую-

щих в математической модели, соответствующими разностными соотноше-

ниями по соответственным независимым переменным. В общем случае 

размерность области, в которой необходимо найти решение дифференци-

ального уравнения в частных производных, равна числу независимых пере-

менных. В методе конечно-разностной аппроксимации эта область покры-

вается сетью, например, для области размерности два, сетью прямоуголь-

ных клеток шириной 1h  и высотой 
2h . Решение ищется в вершинах этих 

клеток, называемых узлами аппроксимации.  

 Понятие о конечно-разностной аппроксимации 
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        Для построения численного метода решения краевых задач уравнения 

теплопроводности прежде всего необходимо заменить область D  непре-

рывного изменения аргументов x,y расчетной сеткой, т.е. дискретным мно-

жеством точек с координатами  

,.....,2,1,0,1  iihaxi  

.....,2,1,0,2  jhjby j  

 21, hh - шаги соответственно по переменным x,y.  

 Вместо непрерывной искомой функции u(x,y) вводится обозначение 

 ., ,, yxUU iji   И эта числовая последовательность называется сеточной 

функцией. 

       Используя определение производной или разложение функции  в ряд 

Тейлора, можно получить, что 

  ,, 1

1''



 


 ii

ii

ii xxh
h

yy
xyy  

 где  ii xyy ''
 . Выражение, стоящее в правой части, называется ле-

вой разностной производной. Если же определить приближенное значение 

производной в виде 

  ii

ii

ii xxh
h

yy
xyy 


 



1

1'' , , 

то она называется правой разностной производной. С помощью централь-

ных разностей определяется значение производной первого порядка  

  ii

ii

ii xxh
h

yy
xyy 


 



1

11'' ,
2

, 

которая называется центральной разностной производной. 

Производная второго порядка определяется с помощью выражения 

виде 

 
2

11
'''' 2

h

yyy
yy iii

ii

 
 . 

 Для функции нескольких переменных эти операции проводятся ана-

логично 

 
   

1

,1

'

'
,

,
h

yxUyxU
yxU

jiii

ix


  или    

   
.

,,
,

2

1'

h

yxUyxU
yxU

jiji

jix






 

В результате математическая модель, состоящая из уравнения тепло-

проводности, граничных и начальных условий, заменяется на систему ал-

гебраических уравнений, которая называется разностной схемой. Решая эту 

новую задачу, получают приближенное значение искомой функции  yxU ,  

в точках с координатами  ii yx ,  т.е. вычисляется числовая последователь-

ность  
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 jiij yxUU , . 

Метод конечных разностей для решения уравнения теплопроводности 

(явная схема). 

 Постановка задачи. Решить в области  

  ],0[],,0[:,{ TtlxtxD   

уравнение  

 txF
x

U
a

t

U
,

2

2
2 








,                                           (4.1)                                                                                   

удовлетворяющее начальному условию 

   xfxU 0,     при ],0[ lx                                  (4.2) 

 

и граничным условиям первого  рода 

                                   0, при t (0,T],U t t                                        (4.3)            

   U l,t при t (0,T].t                                                                            (4.4) 

          Известно, что решение задачи (4.1)-(4.4) существует и единственно, 

если      ttxf  ,, -непрерывны в области своего определения. Кроме то-

го, само решение непрерывно зависит от начальных и граничных функций, 

т.е. задача поставлена корректно.  

 Шаг 1. Вводится сетка в области изменения независимых перемен-

ных.  Так, сетка по переменной x с шагом h есть 

 lhkkihixih  ,,...2,1,0,  

и сетку по переменной ct  шагом    

 TMMjjt j    ,,.....,1,0, . 

 Точки  
ji tx ,  образуются узлы пространственно-временной сетки 

h n     . 

 Точки  
ji tx , , лежащие на граничных отрезках ADBCAB ,, , называ-

ются  граничными узлами, а остальные - внутренними.  

         Слоем называется множество всех узлов сетки  ,h , имеющих одну и 

ту же временную координату. Так, нулевым слоем называется множество 

узлов  

     00100 ,,....,,,, txtxtx k , 

а третьим слоем называются узлы  

     33130 ,,....,,,, txtxtx k . 

          Шаг 2. Для неизвестной функции, определенной на сетке  ,h введем 

обозначение   ., jiij yxUU   
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 Чтобы аппроксимировать задачу (4.1) - (4.4) в точке  
ji tx , , надо вве-

сти шаблон, или его называются трафарет, изображенный на рисунке 2.  

     Тогда,  

   
,

,, ,1



jiijji UxU

t

txU 




 
 

 
,

2,
2

,1,1

2

2

h

uUU

x

txU jiijjiji  





 

Функцию  txF ,  заменяют приближенно сеточной функцией где   

 jiji yxFF ,,  ,                

 






1
2

1
2

,
1

,

i

i

x

x

jji dxtxF
h

F ,            

   hixidxtxFdt
h

F
i

i

j x

x

t

tji

ij

1

2

1
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1

,
1

1
2

1
2

 







. 

Граничные функции    tи  t   заменяются значениями  
jt   и    

 
jt  соответственно, начальная функция  xf  аппроксимируется  значе-

ниями  ixf . 

 В итоге получается система алгебраических уравнений 

,
2

, ,2

,1,12,1,

ji

jiijjijiji
F

h

UUU
a

UU





 


 

                                ,1,...,1,0,1...,2,1  Mjki  

    ,1,.....,1,0,,0  MjtjU j                                                

  ,1,......,1,0,,  MjtjUk j  

                                        ,,......,2,1,0, KixfU ii                              

которая называется разностной схемой задачи.  

 Эта схема представляет собой систему линейных алгебраических 

уравнений, равным числу  неизвестных. Находить решение такой системы 

следует по слоям. Решение на нулевом слое задано начальными условиями. 

Если решение на j+1 слое находится по явной формуле (отсюда и название 

схемы)  

                            .2 .1,12

2

,1, ijjiijjijiji rUUU
h

a
UU  



 

 
Замечание 1. Для устойчивости решения разностной схемы шаги h и  

разностной схемы необходимо выбрать так, чтобы выполнялось условие 

устойчивости (условие Куранта) 

.2/ 22 ah  
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Или, если ввести обозначение 
22 / ha  , то необходимо, чтобы 2/1 . 

Замечание 2. Порядок аппроксимации находят с помощью выражений 

,,
,1,0,1

0 h

UU

x

U

h

UU

x

U jkjk

lx

jj

x

i 














 

а граничные условия третьего рода заменяются выражениями 

 

ji

jj

x

U
h

UU
U

x

U
,0

,0,1

1

0

01  


















. 

 В качестве числовой иллюстрации предлагается просчитать задачу 

(лабораторная работа №4) 

 



























(5;20].xесли,5
3

4

[0;5],     xесли,20100

,200,100,

0

2002

2

x

x

U

UU
x

U

t

U

t

xx

 

0 2 4 6 8 10

20

40

60

80

100

f x( )

u4 q( )

u6 q( )

x q  
Рисунок 2

 

 

 Выбирается шаг по переменной ,5.2hx  а по переменной t шаг 

.1  Тогда условие устойчивости Куранта выполнено, так как 

.2/15.2/1 2   
 Разностная схема данной задачи есть 

.200,3/500,3/400,100

,3/200,3/100,0,50

.....,2,1,200,100

....,2,1,0,7,.....1,
25.6

,1

1

0,80,70,60,5

0.40,30,20,1

,8,0

,1,1,











 

UUUU

UUUU

jUU

ji
jUiUUUU

jj

ijjijiji

 

Результаты счета по слоям  

 0j  1j  2j  3j  4j  5j  6j  
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i          

1 2 3 4 5 6 7 8 

jU 0  100 100 100 100 100 100 100 

jU 1
 50 50 52.13 55.03 58.10 60.91 63.64 

jU 2  0 13.33 22.40 29.25 33.75 38.88 43.30 

jU 3  100/3 33.33 35.46 38.36 41.49 44.45 47.44 

jU 4
 200/3 66.67 66.67 66.67 57.7 63.69 69.85 

jU 5  
100 100 100 100 100.05 100.02 100.46 

jU 6  
400/3 133.33 133.33 133.33 133.33 133.34 133.37 

jU 7  500/3 166.67 166.67 166.67 166.67 66.67 167.67 

jU 8  
200 200 200 200 200 200 200 

 Машинный счет и анализ точного решения, полученного интеграль-

ными преобразованиями показывает, что  

  .10050, 


xtxU
t

 

Как видно это соответствует численному результату. 

 Замечание 3. Чисто неявной схемой для уравнения теплопроводности 

(схема с опережением) называется разностная схема, основанная на шаб-

лоне (рисунок 3). Тогда первая краевая задача (4.1)-(4.4) аппроксимируется 

системой уравнений 

 

 
 

  )15.6(.,....,0,

)14.6(,1,......,0,

)13.6(,1,,.........0,U

1,-M0,........j1,-k1,....,i

(6.12)2

0,

11,

11j0,

1,,1,12

2

,1,

kixfU

MjtU

Mjt

UUU
h

a
UU

ii

jjk

j

jijijijiji























 Порядок аппроксимации равен  .2ho   Решение данной системы 

находится также, как и в случае явной схемы по слоям, для нахождения 

1, jiU  по известным jiU ,  требуется решить систему уравнений 

  ,1,....,1,,21 1,11,1,1   kijiUUU jijiji   

 где 

.,/ ,,,

22

jijiji FUha    

 Система таких уравнений всегда разрешима и решают чаще всего ме-

тодом прогонки, т.к. условия устойчивости прогонки выполнены. Установ-

лено, что неявная разностная схема устойчива при любых h  и  , т.е. назы-
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ваемая абсолютная устойчивость. Величина шагов сетки определяется те-

перь необходимостью точности расчета, а не соображениями устойчивости. 

 Пример. 

 
 

 
Рисунок 3 

 

 Лекция 5. Интегральные преобразования 
 

Содержание лекции: интегральные преобразования. Преобразование 

Лапласа.  

Цель лекции: познакомить с преобразованием Лапласа,  методом опе-

рационного исчисления  для решения дифференциального уравнения. 

 

 Одним из мощных математических методов, используемых в теории 

уравнений математической физики, являются интегральные преобразова-

ния. Наиболее часто применяются такие интегральные преобразования как 

преобразования Фурье, Лапласа .  

  

 Преобразование Лапласа (операционное исчисление). 

 Интегральное преобразование Лапласа.  

 1. Оригинал и изображение. 

Определение. Функция  f(t) - действительная функция действительного пе-

ременного   t называется оригиналом, если она удовлетворяет следующим 

условиям: 

 1)  f(t) – кусочно – непрерывная и кусочно – гладкая функция. 

 2)  f(t)=0 при  t<0. 

 3)  Существуют такие числа  M>0 и  s0≥ 0, что     

|f(t)|<Mexp(s0t) (
0( )

s t
f t M e  ). 

 Пример. Единичная функция Хевисайда     
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








0,0

,0,1
)(

t

t
t . 

 Определение. Изображением F(p) комплексного переменного  p = s  + 

iσ  (s = Re p,  σ = Im p) оригинала f(t) называется функция, определяемая ин-

тегралом  





0

)exp()()( dtpttfpF .                                           (5.1) 

 Определение.   Операцию перехода от оригинала f(t)  к изображению 

F(p) называют преобразованием Лапласа. 

Соответствие между оригиналом  f(t) и изображением F(p) записыва-

ют в виде  

f(t) F(p) ,      )()( pFtf
L

 . 

 Теорема (необходимый признак существования изображения) Если 

функция F(p) является изображением функции  f(t), то 

0)(lim 


pF
p

. 

 Пример. 
p

t
L 1

)(  . 

 Пример. exp(t)→
1

1

p
 . 

 2. Основные свойства преобразования Лапласа. 

 1) Свойство линейности 

)()()()()()(),()( 221122112211 pFcpFctfctfcpFtfpFtf
LLL

 . 

 Пример. Изображения функции sh(t), ch(t)   CostS int, : 

1

1
2 


p

sht L
    

12 


p

p
cht L

, 

1

1
sin

2 


p
t L

 
1

cos
2 


p

p
t L

. 

 2) Теорема подобия 

 Если  ,0),()( apFtf
L

 )(
1

)(
a

p
F

a
atf

L

 . 

 Пример. Изображение функции exp(at):  

1
exp Lat

p a



. 

 Пример. Изображения функции sin(at), cos(at), sh(at), ch(at): 

22 ap

a
shat L


 ,           22 ap

p
chat L


 , 
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22
sin

ap

a
at L


 ,      22

cos
ap

p
at L


 . 

 3) Теорема смещения 

 Если ( ) ( ), ( ) ( )
L L

atf t F p a e f t F p a     .  

 Пример.    

22)(
sin

abp

a
ate

Lbt


 , 

22)(
cos

abp

bp
ate Lbt




 , 

22)( abp

a
shate Lbt


 , 

22)( abp

bp
chate Lbt




 . 

 

 4) Теорема запаздывания 

 Если  

 
0

0 0( ) ( ), 0 ( ) ( )
L L

t
f t F p t f t t e F p


     . 

 5) Дифференцирование оригинала 

),0()()()(),(),(),()( fppFtftftftfpFtf
LL

  

2( ) ( ) (0) (0)f t p F p pf f    ,   

3 2( ) ( ) (0) (0) (0)f t p F p p f pf f      , 

)0(...)0()0()()( )1(21)(   nnnnLn ffpfppFptf .  

 6) Дифференцирование изображения 

 

1 1

1

1

2

( )

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

L L

L

L
nn

F p f t F p tf t

F p t f t

F p t f t

 





   

  

 

 

)()( pFtft  . 

 Пример. Изображения функции  t, t
2
, t

3
, …, t

n
 : 2

1

p
t L ,  

1

!



n

Ln

p

n
t . 
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 7) Интегрирование оригинала 

)(
1

)(),()(
0

pF
p

dxxfpFtf
LtL

  . 

 8) Интегрирование изображения 





p

L
dppF

t

tf
)(

)(
. 

 Пример. Найти изображение функции 
t

tsin
.  

 Решение. Так как  

 
2

1
sin

1
t

p



, то 

2

sin 1

1 2
p

t
dp arctgp

t p




  
 ,  

 т.е. 
sin

.
2

t
arctgp arcctgp

t


    

 Применяя свойство интегрирования оригинала, получаем 

0

sin
.

2

t
arctgp

d
p p

 



   

 3. Теорема умножения изображений. Свертка.  

 Определение 1.   f1(t)*f2(t)       

                                      




  dtfftftf )()()(*)( 2121 .                              (5.2) 

 Свойства: 

 коммутативность.  

 Если  f1(t) и  f2(t)  –  функции – оригиналы, то (5.2) имеет вид 

 
t

dtfftftf
0

2121 )()()(*)(  . 

 Если f1(t) и  f2(t)  - функции – оригиналы, то их свертка тоже является 

 оригиналом. 

 Теорема Бореля (теорема умножения). 

 Если функции – оригиналы  f1(t) и f2(t) имеют изображения F1(p) u 

F2(p), то их свертка  имеет изображение F1(p)F2(p).        

 Пример.  

 
t

dte
0

35 )( 
,    1

1



p

et
,     4

3 6

p
t 

. 

 Пример. 

 
t

dt
0

)(3cos   ,  
9

3cos
2 


p

p
t ,      2

1

p
t  . 
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 4. Обратное преобразование Лапласа. 

Разложить правильную дробно-рациональную функцию на простей-

шие методом неопределенных коэффициентов или с помощью программно-

го продукта МATHСАD.   

 Пример 3: найти оригинал f(t), если  

)4)(3)(1(

1

 ppp
. 

 Запишем разложение данной дроби  
1 1/ 20 1/ 4 1/5

.
( 1)( 3)( 4) 1 3 4p p p p p p

  
     

 

 Следовательно,  

3 41 1 1
( )

20 4 5

t t tf t e e e    . 

 

 5. Применение преобразования Лапласа к решению линейных диффе-

ренциальных уравнений. 

 Пример (РГР 2. Задача № 5). 

 Методом операционного исчисления решить задачу Коши для диффе-

ренциального уравнения 
2cos ,

(0) 0, (0) 1.

x x t

x x

  

  
      

)()( pXtx
L
 , 

1)()( 2  pXptx
L

, 

1

2
)(1)(

2

2




p

p
pXpXp , 

1

1

)1(

2
)(

222 





pp

p
pX . 

 

 Лекция 6. Специальные функции erf(x)  и erfc(x). Их изображения 

в преобразовании Лапласа 

 

 Содержание лекции: специальные функции erf(x)  и erfc(x). Решение 

задач математической физики с использованием операционного исчисле-

ния. 

Цель лекции: научить использовать специальные функции erf(x)  и 

erfc(x), а также операционное исчисление для решения задач математиче-

ской физики. 

 

 Специальные функции erf(x)  и  erfc(x). 

erf(x) =  

или 
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erf(x) = . 

erfc(x)=1-erf(x). 

 – интеграл Пуассона. 

. 

0 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

erf x( )

x
 

Рисунок 4 

0 1 2 3

0.4

0.8

erfc x( )

x

 
Рисунок 5 

 

 . 

  .
2

1exp
1

1













t

k
erfpk

p

L

   . 

х erfc (х) х erfc (х) х erfc х 

0,00 1,000 0,41 0,562 0,81 0,252 

0,01 0,989 0,42 0,552 0,82 0,246 

0,02 0,977 0,43 0,543 0,83 0,240 

0,03 0,966 0,44 0,534 0,84 0,235 

0,04 0,955 0,45 0,524 0,85 0,229 

0,05 0,944 0,46 0,515 0,86 0,224 

0,06 0,933 0,47 0,506 0,87 0,219 
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0,07 0,921 0,48 0,497 0,88 0,213 

0,08 0,910 0,49 0,488 0,89 0,208 

0,09 0,899 0,50 0,480 0,90 0,203 

0,10 0,887 0,51 0,471 0,91 0,198 

0,11 0,876 0,52 0,462 0,92 0,193 

0,12 0,865 0,53 0,453 0,93 0,188 

0,13 0,854 0,54 0,445 0,94 0,184 

0,14 0,843 0,55 0,437 0,95 0,179 

0,15 0,832 0,56 0,428 0,96 0,175 

0,16 0,829 0,57 0,420 0,97 0,170 

0,17 0,810 0,58 0,412 0,98 0,166 

0,18 0,799 0,59 0,404 0,99 0,161 

0,19 0,789 0,60 0,396 1,00 0,157 

0,20 0,777 0,61 0,388 1,05 0,138 

0,21 0,766 0,62 0,381 1.10 0,120 

0,22 0,756 0,63 0,373 1,15 0,104 

0,23 0,745 0,64 0,365 1,20 0,090 

0,24 0,734 0,65 0,358 1,25 0,077 

0,25 0,724 0,66 0,351 1,30 0,066 

0,26 0,713 0,67 0,343 1,35 0,056 

0,27 0,703 0,68 0,336 1,40 0,048 

0,28 0,692 0,69 0,329 1,45 0,040 

0,29 0,682 0,70 0,322 1,50 0,036 

0,30 0,671 0,71 0,315 1,60 0,024 

0,31 0,661 0,72 0,309 1,70 0,016 

0,32 0,651 0,73 0-302 1,80 0,011 

0,33 0,641 0,74 0,295 1,90 0,007 

0,34 0,631 0,75 0,289 2,00 0,0048 

0,35 0,621 0,76 0,282 2,10 0,003 

0,36 0,611 0,77 0,276 2,20 0,0019 

0,37 0,601 0,78 0,270 2,30 0,00117 

0,38 0,591 0,79 0,264 2,40 0,0007 

0,39 0,581 0,80 0,258 2,50 0,00042 

0,40 0,572         

 

 Применение преобразования Лапласа к решению задач для уравнения 

теплопроводности. 

Пример (РГР 2. Задача № 6). С помощью операционного исчисления 

решить уравнение теплопроводности  

, в области D={(x,t): 0< x < , 0<t<+ }  

с начальным условием  u(x,t)  для x  (0, )  
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и граничным условием  u(x,t) u0, 

 Кроме того, предполагается, что . 

 Применим преобразование Лапласа по переменной t к данной задаче. 

Пусть изображением функции u(x,t) будет функция  

. , 

, 

u0 . 

Относительно переменной х (считаем, что р – параметр) получаем за-

дачу: 

Решить обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка 

                                         (6.1)   

с краевым условием  

 ,                                                (6.2)   

.                                         (6.3) 

 Общее решение уравнения (6.1) есть функция 

+ B , 

 где коэффициенты А и В - произвольные постоянные. 

 Чтобы выполнялось условие (6.3) необходимо потребовать, чтобы ко-

эффициент В был равен 0, в противном случае общее решение к нулю на 

бесконечности не стремится. Следовательно,   

. 

 Из условия (6.2) следует, что А= . Таким образом, получено реше-

ние в области изображений 

. 

 Известна формула 

 (**),  .  

. 

 

          Решение задач математической физики с использованием операцион-

ного исчисления. 

 Многие задачи математической физики решаются несколькими вари-

антами интегральных преобразований ([7] или [6]).  

 Решение задачи о линейном потоке в бесконечной среде. Формула 

Пуассона 

В первую очередь рассмотрим задачу Коши для однородного уравне-

ния теплопроводности 



 

 34 

, в области  D={(x,t): < x < , 0<t<+ },  удовлетво-

ряющее неоднородному начальному условию  u(x,t)  для  

x  (- , ). 

 Кроме того, предполагается, что  

. 

 
Эта формула  называется формулой Пуассона и определяет решение 

задачи Коши для однородного уравнения теплопроводности с неоднород-

ным начальным условием  в отсутствие источников тепла.  

 Введем обозначение 

 

или   - называется фундаментальным решением 

уравнения теплопроводности. Она входит в формулу Пуассона, рассматри-

вается как функция аргументов х, t. Фундаментальное решение уравнения 

теплопроводности она удовлетворяет уравнению теплопроводности, в чем 

можно убедиться непосредственной проверкой. 

 Пример (РГР 2. Задача №7). С помощью операционного исчисления 

решить уравнение теплопроводности , в области  

D={(x,t): < x < , 0<t<+ }  с начальным условием  u(x,t)  для  

x (- , ). Кроме того, предполагается, что . Надо ре-

шать  с помощью формулы Пуассона.  

 Физический смысл задачи состоит в определении температуры одно-

родного бесконечного стержня в любой момент времени по известной его 

температуре в момент времени. Считается, что боковая поверхность стерж-

ня теплоизолирована, так что через нее тепло из стержня не уходит. Фунда-

ментальное решение имеет важный физический смысл, связанный с поня-

тием теплового импульса. Это означает, что функция G(x, t\ хо) представля-

ет распределение температур в стержне в момент t > 0, если в начальный 

момент t = 0 в точке х = Хо имелся бесконечный пик температур, а в осталь-

ных точках стержня температура была равна нулю. Такое начальное рас-

пределение температур может быть приближенно реализовано следующим 

образом: в момент t = 0 к точке х = Хо стержня на очень короткий промежу-

ток времени подносится узкое пламя очень высокой температуры (тепловой 

импульс плотности ср). Задача Коши для уравнения теплопроводности за-

дачи теплопроводности в бесконечном стержне при начальном условии 

можно рассматривать как результат суперпозиции температур, возникаю-

щих в точке х в момент времени t вследствие непрерывно распределенных 

по стержню тепловых импульсов, приложенных в момент t = 0. 
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 Решение задач с использованием операционного исчисления. 

 В данном параграфе рассматривается решение задачи методом опера-

ционного исчисления. Так, в области изображений указанная задача прини-

мает вид 

    0,,
~

 pxu
a

p
pxu ,                                      (6.4) 

 
P

T
pu 0

~

,0  .                                            (6.5) 

           При предположении, что   0/,  xtxUxпри . 

           Тогда  

                                        0/,lim
0





xpxu

x
.                                    (6.6) 

           Общее решение дифференциального уравнения (6.4) определяется 

формулой 

  ,,

2

21

x
x

x
a

p

eAeApxu


  

            где произвольные постоянные 
21 AиA  определяются из условий (6.5) 

и (6.6). Таким образом  

 













 x

a

p

p

T
pxU exp, 0

. 

           Из ([7] или [6])  нетрудно определить, что  

  .
2

1exp
1 2

2

1













t

k
erfpk

p

L

 

           Значит, решением задачи будет функция 

),2/(),( 0 taxerfTtxU   

которая полностью совпадает с решением задач (2.1) –(2.3) . 

 

 В заключении отметим, что возможно применять не только одно ин-

тегральное преобразование, а комплексно несколько, т.е. последовательно 

по каждой переменной свое интегральное преобразование. Чаще всего ис-

пользуются совместные преобразования Лапласа и Фурье, Лапласа и Хан-

келя. 

 

 Лекция 7. Интегральная формула Фурье 

 

 Содержание лекции: интегральная формула Фурье. Преобразование 

Фурье. Свойства преобразования Фурье. 
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 Цель лекции: познакомить с интегральной формулой Фурье,  научить 

использовать свойства преобразования Фурье для решения задач математи-

ческой физики. 

 

       Известно разложение функции  xf  в ряд Фурье на отрезке 

   





1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

xf ,                           (7.1) 

где   

  ,...,2,1,0,/cos
1

 


kldkf
l

a

l

l

k                  (7.2) 

  ,.....2,1,/sin
1

 


kldkf
l

b

l

l

k                   (7.3) 

 Подставляя выражения (7.2) и (7.3) в соотношение (7.1), выводится,  

                                                

       

      












d
l

k

l

kx

l

k

l

kx
xf

l
df

l
xf

d
l

k
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l
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lk

l
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

















 







sinsincoscos
1

2

1

sinsin
1

coscos
1

2

1

1

1

 

 Таким образом,   21 JJxf  ,  

 где    
 

.cos
1

,
2

1

1

21 


 d
l

xk
f

l
Jdf

l
J

k

l

l

l

l




 


  

         Пусть l , т.е. пусть задана функции  xf  на интервале 

  , , на которую накладывается условие абсолютной интегрируемо-

сти, т.е. 

  .




 df  

        Рассматривается разложение в ряд Фурье на интервале   , . 

На основании условия абсолютной интегрируемости следует, что  

  .0
2

1
limlim 1  




 df
l

J

l

l
ll  

 При рассмотрении слагаемого 2J  вводится новая независимая пере-

менная 
l

k
yy k


: , т.е. ,.....,

2
, 21

l
y

l
y


   ,1

l
yyy kkk


   

и обозначение   
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      ,cos  dxyfy

l

l

kk 


  

которое приводят в записи 2J  в форме  

  k

k

k yyJ  


1

2

1


, 

что представляет собой интегральную сумму для функции  y  на интерва-

ле  ,0 . Так как 
l

y


 при l , то  

      .cos
11

lim
00

2 


dxyfdydyyJ
l

  
 






 

       Окончательно,  

      


dxyfdyyf  






cos
1

0

 ,                 (7.4) 

называемая интегральной формулой Фурье. 

 Замечание. Если рассматривать формулу (7.4) в точке разрыва, то она 

приобретает вид 

   
    


dxyfdy

xfxf










cos
1

2

00

0

        (7.5) 

         С помощью формулы Эйлера   ii ee 
2

1
cos  формула (7.4) пре-

образуется в виду   

      


 defdyxf xiy 










2

1
                          (7.6) 

называемой интегральной формулой Фурье в комплексной форме, а инте-

грал в правой части полученного соотношения - интегралом Фурье в ком-

плексной форме.  

 

 Преобразование Фурье. 

 Формула (7.6) переписывается в виде 

   










 


defdyexf iyiyx

2

1
                      (7.7) 

и  вводится обозначение   

    ,
2

1
dxexfF iyx









                                    (7.8) 

выводится, что 

   




 


 deFxf xi

2

1
.                            (7.9) 
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 Выражение (7.8) называется преобразованием Фурье, а (7.9) –

обратным преобразованием Фурье, (7.8) и (7.9) называются парой преобра-

зований Фурье,  

       .,

1

xfFFxf






  

 Пример. Найти Фурье-образ функции  

 












  .0если,

0, xесли,

xe

e
exf

x

x
x

 

 Решение. 

                     .
1

1

2

1

1

1

2

1

2

1
22 

 


















xxix
edxeeF  

 

 Свойства преобразования Фурье. 

 1. Линейности.  

 Если         GxgиFxf


 , то        . GBFAxgBxfA 


 

 2. Подобия.  

 Если    Fxf


 ,  то     
 

 












0. если,,
1-

0 если,/
1







F

F
xfFxf



 

 3. Производная Фурье-образа.  

 Если  

 ,)]([ FxfF  то          ].[][


  nnnnnn FixfxFixfx  

 4. Неопределенный интеграл.  

 Предполагаем, что  xf  есть неопределенный интеграл (первообраз-

ная) от функции  xU , т.е.     dxxUxf . Тогда,  если  


 uxU )]([ , то 

       


CU
i

dxxuxf  
1

][][ , где   -функция Дирака, причем 

  ,1




 d  где C - произвольная постоянная. 

 5. Смещения. Пусть    Fxf


 , тогда    .][  Feaxf i  
 

 6. Умножение на экспоненту, запаздывания. Пусть    Fxf


 , то-

гда    .][ iaFxfe x  
 

 7. Производная оригинала. Если    Fxf


 , 
    nkxf k

x
,......,2,1,0lim 1 


 то         Fixf

nn


 . 

 8. Производная оригинала функции нескольких переменных. 
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 Если    yFyxf ., 


  и nkxyx kk

x
,1,0/),(lim 11  


 то 

 
 

 
,

,
kn

kn
k

knk

n

dy

yFd
i

yx

yxf









 
  

 
   yFi

x

yxf n

n

n

,
,








. 

 

          Определение. Сверткой функций    xgxf ,  преобразования Фурье 

называется функция  

   




 .
2

1
* dyyxfyggf


 

 Нетрудно установить симметричность свертки функций  xf  и  xg  

т.е.  

.** fggf   

  9. Оригинал произведения двух функций.  

Если функции  F  и  xG являются Фурье-образами функций  xf  и 

 xg  соответственно, то оригиналом произведения функции является - 

свертка.  

       Доказательство. По формуле (7.8) следует, что Фурье-образ свертки 

есть 

 
    .

2

1
*

2

1
*

2
dxdyygyxfedxgfgf igxxie

 
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





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










 

 Преобразуя полученное выражение 

 
   

       








GFdyFeyg

dydxeyxfyggf
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ix





















 


















2

1

2

1
*

2

 

получаем формулу    .*  GFgf


  Что и требовалось доказать. 

 

 Лекция 8. Решение краевых задач математической физики мето-

дом интегральных преобразований. Решение задачи о линейном потоке 

в бесконечной среде 

 

 Содержание лекции: решение краевых задач математической физики 

методом интегральных преобразований. Решение задачи о линейном потоке 

в бесконечной среде. 

 Цель лекции: научить решать краевые задачи математической физики 

методом интегральных преобразований. 

 

 Решение задачи о линейном потоке в бесконечной среде. 
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Задача 1. Решить задачи о линейном потоке в бесконечной среде в от-

сутствие источников. 

 Математическая модель. Решить уравнение теплопроводности 

                                         
   

,
,,

2

2
2

x

txU

t

txU









                                               (8.1) 

с начальным условием 

                                   xftxU
t


0

, .                                                           (8.2) 

 Задача (8.1)-(8.2) называется задачей Коши. Для решения задачи при-

меним общее преобразование Фурье по переменной x.  Пусть  

       .,,,
~

 FxftUtxU


  

 Тогда на основании свойства общего преобразования Фурье следует, 

что  

     
).,(

,
,

., ~
2

2

2
~

tU
x

txU

dt

tdU

t

txU












 

 

 Следовательно, задача (8.1)-(8.2) в области образы-Фурье (области 

изображение) принимает вид 

 
~

2 2,
,

dU t
a u

dt






                                            (8.3) 

 
~

0

.
t

u F 


                                             (8.4) 

Уравнение (8.3) представляет собой линейное обыкновенное диффе-

ренциальное уравнение первого порядка с постоянными коэффициентами. 

 Общее решение которого определяется выражением  .exp 22
~

tacu   

Из начального условия определяется произвольная постоянная С.  FC  . 

Следовательно,      .exp, 22
~

taFtu    

Нетрудно вычислить, что обратное преобразование функции 

   tatG 22exp,    есть функции      .4/exp2, 2212 taxtatxg 


 

 Поэтому с помощью свойства свертки общего преобразования Фурье 

записывается решение исходной математической модели  

           










dytyxgyftxUtGFtu ,
2

1
,,,

1~


  

или  

      
,

4
exp2,

2

2
1

dy
ta

yx
tayftxU













 
 







                 (8.5) 

 где функция     











ta

x
tatx

2

2
1

4
exp2,   называется фундаменталь-

ным решением уравнения теплопроводности. 
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 Решение задачи о линейном потоке тепла в бесконечной среде при 

наличии источника тепла. 

Задача 2. Решение задачи о линейном потоке тепла в бесконечной 

среде при наличии источника тепла. 

      Математическая модель. Решить уравнение теплопроводности  

   
 txF

x

txU
a

t

txU
,

,,
2

2
2 









.                       (8.6) 

 С начальным распределением температуры  

 xfu
t


0

.                                        (8.7) 

 

Аналогично задаче 1 применяется общее преобразование Фурье. 

Пусть            
~~~

,,,,,, fxftFtxFtutxu


 . 

 Тогда задача (8.6)-(8.7) принимает вид 

     ,,,
),( ~

0

~~~
22

~




futFtua
dt

tud

t




 

 где общее решение обыкновенного дифференциального неоднородно-

го уравнения первого порядка определяется соотношением 

        )exp,exp, 22

0

22
~

 daFctatu

t














  . 

 А производная постоянная С определяется из начального условия  

   
~~~

0
fCfu

t


 . 

 Следовательно,  

          deFeftu ta

t

ta 


2222

,,
0

~~~

. 

 Применяя обратное преобразование Фурье и его свойство свертки,  

получаем 

       

      
 
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2 2

2
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0

, 2 exp / 4

, 2 exp
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t

U x t f y a t x y a t dy

x y
d F y a t dy

a t



   






 



   

 
   

 
 


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или 

         
0

, , , , ,

t

U x t f y x y t dy d F y x y t dy    
 

 

        
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 где  tx,  - фундаментальное решение, полученное в задаче №1. 

 В заключении отметим, что возможно применять не только одно ин-

тегральное преобразование, а комплексно несколько, т.е. последовательно 

по каждой переменной свое интегральное преобразование. Чаще всего ис-

пользуются совместные преобразования Лапласа и Фурье, Лапласа и Хан-

келья.  
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