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Кіріспе 

 

  «Математиканың арнайы тарауы. Жылу өткізгіштік теңдеуі және оны 

шешу тәсілдері» пәнінің дәрістер жинағы 5В071700 – Жылу энергетикасы 

мамандығы бойынша оқитын студенттер  үшін жазылған. Көлемі екі 

кредит. 

Аралас есептерді, Коши есебін шешу үшін негізгі классикалық 

тәсілдер келтірілген: айнымалыны ажырату тәсілі және Лаплас және Фурье 

интегралдық түрлендірулер көмегімен шешу тәсілі. Осыған орай Бессель, 

erf(x) және erfs(x) функцияларының қасиеттері мен олардың жылу 

өткізгіштік теңдеуіне қолданулары оқытылады. 

Аралас есептерді сандық тәсілдермен шешу үшін MATHCAD 

жүйесінде іске асырылатын зертханалық жұмыстар лайықталып жасалған.  

Осы мақсатта берілген пәнде MATHCAD жүйесінде жұмыс істеуге 

арналған әдістер оқытылады. 

 

 Дәріс 1. Дербес туындылы қарапайым дифференциалдық 

теңдеулер. Жылу өткізгіш теңдеулері үшін математикалық физиканың  

негізгі есептерінің  қойылуы. Ұзындығы ақырлы өзекшенің сууы 

туралы есеп 

 

 Дәріс мазмұны: дербес туындылы қарапайым дифференциалдық 

теңдеулер, екінші ретті теңдеулердің классификациясы, математикалық 

физиканың негізгі  канондық теңдеулері. 

 

 Дәріс мақсаты: пәнмен және математикалық физиканың есептерінің 

негізгі ұғымдарымен таныстыру. 

 

 Дербес туындылы қарапайым дифференциалдық теңдеулер 

 

 Дербес туындылы қарапайым дифференциалдық теңдеулер деп  

тәуелсіз айнымалылардан, осы айнымалылы  функциядан және белгісіз  

функцияның  белгісіз айнымалыларының дербес туындыларынан тұратын 

теңдікті айтамыз. x және y екі айнымалылы берілген z  функциялы дербес 

туындылы теңдеудің жалпы түрі 

F(x,y,z, )=0,                                (1.1) 

мұндағы  F – өз аргументтерімен берілген функция. 

 Дифференциалдық теңдеудің реті деп теңдеуге енген туындының 

жоғарғы реті айтылады. 

 Дербес туындылы теңдеудің шешуі деп осы теңдеуді тепе-теңдікке 

айналдыратын функцияны айтады. 

 Қарапайым дербес туындылы дифференциалдық теңдеу деп  

интегралдау арқылы шешімін алуға болатын теңдеу айтылады.   
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 Мысалы, . Қарапайым интгралдау арқылы    

аламыз. Тағы да интегралдасақ  z= x
3
 +x  +ψ(y),  

 Мұндағы  және  -  у тәуелсіз айнымалылы кез келген 

функциялар.    

 

 Екінші ретті теңдеулердің классификациясы. Математикалық 

физиканың негізгі  канондық теңдеулері 

 

 x және y екі тәуелсіз айнымалы  жағдайында екінші ретті 

теңдеулерінің жалпы түрі 

 + F(x,y,z,  = 0, 

 мұндағы А, В, С – x және y айнымалы  функциялар;   

 F –формулада көрсетілген айнымалыларға тәуелді белгілі функция. 

 Коэффициенттер арасындағы қатынасқа байланысты теңдеулер D 

жиынын негізгі үш түрге бөледі: 

 АС-В
2
 <0 –гиперболалық түрдегі теңдеуі; 

 АС-В
2
 >0 – эллиптикалық түрдегі теңдеуі; 

 АС-В
2
 = 0 –  параболалық түрдегі теңдеуі. 

    (1.2) – толқын теңдеуі (шектің тербеліс теңде-

уі).  

 Толқын теңдеуі гиперболалық түрдегі  

         (1.3) – жылу өткізгіштік теңдеуі. 

жылу өткізгіштік теңдеуі параболалық түрдегі теңдеу болып табылады. 

  (1.4) - декарт координаталар жүйесіндегі 

Лаплас теңдеуі. Бұл теңдеу эллиптикалық түрдегі теңдеу болып табылады. 

  (1.5)- полярлық координаталар жүйесіндегі 

Лаплас теңдеуі. Бұл теңдеу эллиптикалық түрдегі теңдеу болып табылады.  

 

 Математикалық физиканың негізгі есебінің қойылымы 

 

1. Толқын: u(x,t)         алғашқы шарт деп 

аталатын шартпен (1.2) теңдеуін шешу керек. 

2. Жылу өткізгіштік теңдеуі үшін Коши  есебі: u(x,t)  

алғашқы шарт деп аталатын шартпен (1.3) теңдеуін шешу керек. 

3. Шектік есеп. (1.2)-(1.4) теңдеулерінің бірін келесі шарттар 

бойынша шешу керек 

 u(x,t)    (1.6) –  бірінші текті шектік шарт немесе 

Дирихле шарты; 
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           (1.7) – екінші  текті шектік шарт немесе Нейман 

шарты; 

   (1.8) - үшінші текті шектік шарт.  

Қолданылатын белгілеулер: S – жиынның шекарасы;  – жиынның 

шекарасына сыртқы нормаль; М – жиынның шекарасындағы нүкте. 

Математикалық физиканың аралас есебі: көрсетілген теңдеулердің 

бірін Коши есебінің қосымша шарттарымен және шектік шарттардың 

біреуімен шешу керек. 

  

 Ұзындығы ақырлы өзекшенің сууы туралы есеп 

  

Ұзындығы  l  жылу өткізгіш өзекшенің ұштары еріп бара жатқан 

мұзға салынсын және өзекшенің температурасы уақыт бастапқы моментінде 

(t=0) u(x,t)  қандай да бір заңға байланысты оның  

координаталарына тәуелді болсын.  

Ұзындығы l жылу өткізгіш өзекшенің ұштары еріп бара жатқан мұзға 

салынсын.  Уақыттың қалаған моментінде өзекшенің кез келген нүктесінде  

өзекшенің температурасын табу керек.  

 Есептің тұжырымы (математикалық модель):  

 D={(x,t): 0< x <l, 0<t<+ } жиынында  x  (0,l) үшін u(x,t)  

алғашқы шартымен және  u(x,t)   шектік  шартымен 

  жылу өткізгіштік теңдеуін шешу керек.  

 Сонымен бірге,  деп болжанылады. 

Бұл есепте бірінші ретті  шектік шарттары берілген (Дирихле есебі). 

 Фурье тәсілімен немесе басқаша атауы айнымалыны ажырату 

тәсілімен шешеміз. 

 Қадам 1. Шешуді көбейтінде түрінде іздейміз u(x,t)=X(x)T(t) 
2( ) ( ) ( ) ( )X x T t a T t X x  , 

2

( ) ( )

( ) ( )

T t X x

a T t X x


 
  , 

2( ) ( )T t a T t  , 

( ) ( )X x X x  . 

 Қадам 2. ω таңбасын анықтау. 

 . 
 Қадам 3. Штурм – Лиувилл есебін құру 

X(0)=0, X(l)=0 шектік шартымен 
2( ) ( ) 0X x X x    дифференциалдық 

теңдеудің нөлдік емес шешімін табу керек. 

 Қадам 4. Штурм – Лиувилл есебінің шешуі.  

X(x)=C1cosλx+C2sinλx, 

X(0)=0  C1=0, 

X(x)= C2sinλx, 
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X(l)=0   C2sinλl=0, 

C2 0  sinλl=0,   

λl= k, k=0,1,2,3…, 

λ= , k=0,1,2,3…- меншікті мәндер, 

Xk (x)= Cksin x, 

k (x)= sin x- меншікті функциялар. 

 Штурм-Лиувилль есебінің  меншікті функциялардың негізгі қасиет-

тері   

. 
 Қадам 5. Математикалық модельдің шешуі 

, 

, 
 мұндағы 

. 
 Мысалы (ЕСЖ 1, есеп №2).  Екінші текті шектік шарттармен аралас 

есеп (Нейман есебі): D={(x,t): 0< x <l, 0<t<+ }  жиынында x  (0,l) үшін 

u(x,t)  алғашқы шартымен, .  шектік 

шартымен    жылу өткізгіштік теңдеуін шешу керек. 

 Сонымен бірге,  деп болжанылады. 

 Фурье тәсілімен немесе басқаша атауы айнымалыны ажырату 

тәсілімен шешеміз. 

 Қадам 1. Шешуді көбейтінде түрінде іздейміз  

u(x,t)=X(x)T(t), 
2( ) ( ) ( ) ( )X x T t a T t X x  , 

2

( ) ( )

( ) ( )

T t X x

a T t X x


 
     

2( ) ( )T t a T t    ( ) ( )X x X x  . 

 Қадам 2. Таңбасын анықтау ω:  . 

 Қадам 3. Штурм – Лиувилль есебін құру: X
/
 (0)=0, X

/
 (l)=0 нөлдік 

шектік шартымен 
2( ) ( ) 0X x X x    дифференциалдық теңдеудің нөлдік 

емес шешімін табу керек. 

 Қадам 4. Штурм – Лиувилль есебін шешу.   

 X(x)=C1cosλx+C2sinλx 

X 
/
(x)=-λC1 sinλx +λC2 cosλx, 

X
/
 (0)=0  C2=0  X(x)= C2 cosλx,   X

/
 (l)=0   -λC2sinλl=0, 



 

 7 

C2 0  sinλl=0,   

λl= k, k=0,1,2,3…, 

λ= , k=0,1,2,3…- меншікті мәндер, 

Xk (x)= Ck cos x   k (x)= cos x  - меншікті функциялар. 

 Штурм-Лиувилль есебінің  меншікті функциялардың негізгі қасиет-

тері   

. 
 

 Қадам 5. Математикалық модельдің шешуі  

, 

,  мұндағы  . 

 

 Дәріс 2. Температураның тікбұрышты төртбұрышта стационар 

таралуы (эллиптикалық типті теңдеу үшін Фурье тәсілі) 

 

Дәріс мазмұны: эллиптикалық типті теңдеу үшін Фурье тәсілі, 

ұзындығы ақырлы өзекшенің тербелісі, гиперболалық типті теңдеу үшін 

Фурье тәсілі. 

Дәріс мақсаты: эллиптикалық, гиперболалық типті теңдеу үшін Фурье 

тәсілімен таныстыру. 

 

 Келесі есеп қарастырылады: ұзын тікбұрышты төртбұрыштың екі па-

раллель жақтары берілген температурамен қалыпты жағдайда ұсталынып 

тұр, қалған жақтарында температура нөлге тең; төртбұрыштың ішінде кез 

келген нүктеде қалыптасқан температураны табу керек. 

 Есептің шартынан температураның үлестірімі z айнымалысы 

бойынша қимада бірдей, сондықтан ХОУ жазықтығындағы қиманы 

қарастырумен шектелсек болады. Сол себепті математикалық модель түрі 

мынадай: 

 Есептің тұжырымы (математикалық модель): D={(x,у): 0< x <а, 

0<у<в} жиынында Лаплас теңдеуін шешу керек 

.                                              (2.1) 

 Бірінші текті шектік шарттар (Дирихле есебі)   

u(x,у)  .                                       (2.2) 

u(x,у) f1(x),   f2(x).                                  (2.3) 

u(x,у) – берілген (белгісіз) функция,  f1(x),  f2(x) – жақтарда берілген 

температуралар. 

 Фурье тәсілімен, басқаша атауы айнымалыларды бөлу тәсілімен 

шешеміз. 
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 Қадам 1. Шешуді көбейтінде түрінде іздейміз  

 u(x,у)=X(x)У(у), 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0X x Y y Y y X x     , 

 
( ) ( )

0.
( ) ( )

X x Y y

X x Y y

 
   

 Қадам 2. 
 2( ) ( )

.
( ) ( )

X x Y y

X x Y y


 
   

 

 Сондықтан,   
2( ) ( ) 0X x X x   ,  

2( ) ( ) 0Y y Y y   . 

 Қадам 3. Штурм – Лиувилль есебін құру. Нөлдік шектік шарттармен 

((2.2) шарты) Х(x)    немесе Х(0)=0, Х(а)=0 дифферен-

циалдық теңдеудің нөлдік емес шешімін табу керек:  
2( ) ( ) 0X x X x                                                 (2.4)  

 Қадам 4. Штурм – Лиувилль есебін шешу. (2.4) теңдеуінің жалпы 

шешімі  

Х(х) = С1cosλx + С2 sinλx, 

Х(0)=0 ⇒С1=0,  

Х(х) = С2 sinλx, 

Х(а)=0  ⇒ С2 sinλа=0  ⇒ λа=πk, к=1,2… 

k

k

a


   - Штурм – Лиувилль есебінің меншікті мәндері. 

Х(х) = С2к sin . 

Меншікті функциялары  -   sin . 

 Қадам 5. Математикалық модельдің шешімі 

 
2( ) ( ) 0Y y Y y   . 

 Дифференциалдық теңдеуінің жалпы шешімі У(у) = А е
+λу

 + В е
-λу 

немесе Ук(у)=(Ак  + Bk ). 

uk(x,y)= (Ак  + Bk ) sin . 

 Олай болса,  

u(x,y) = , 

 мұндағы  Ак и Вк – белгісіз коэффициенттер, олар (2.3) шартынан 

табылады, яғни 

u(x,0)= f1(x) и  u(x,b)= f2(x), 

= f1(x), 

 = f2(x). 

Белгілеулер енгіземіз:  

=Сk, 
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=Dk 

= f1(x) 

 = f2(x) 

 Сонымен, f1(x), f2(x) функцияларының синустар бойынша Фурье 

қатарына жіктеуін алдық. 

. 

. 
Ак және Вk бойынша екі сызықты алгебралық теңдеулер жүйесі,  

. 

 Жүйенің негізгі анықтауышы нөлден өзге.  

. 
 

 Ұзындығы ақырлы шектің тербелісі. Гиперболалық типті теңдеу 

үшін Фурье тәсілі 

 

 Шектің екі шеткі нүктесіне бекітілген нүктенің орын ауыстыруы 

туралы есепті шешу керек. Ол нүкте шектің берілген орны мен қандай да 

бір бастапқы жылдамдықпен толқын жасайды. 

  Математикалық модель: толқын теңдеуді шешу керек (шектің 

тербеліс теңдеуі) 

 

 Бұл жерде , мұндағы  – шектің тартылуы,  – шектің сызықты 

тығыздығы. 

  – тепе тең орынға қатысты шектің нүктесінің орын ауыстыруы 

және бірінші текті шектік шарттар (Дирихле есебі)   

u(x,у)  . 

 Бастапқы шарттар берілген: 

u(x,t)     f1(x) 

  

 Қадам 1. Шешуді көбейтінде түрінде іздейміз u(x,t)=X(x)T(t), 
2( ) ( ) ( ) ( )T t X x a X x T t    ,  

2X T
a

X T

 
 , 
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2 2X T
a

X T
 

   . 

 Қадам 2.   

 Х
//
(х) + 

2
 Х(х) = 0, 

  T
//
(t) + 

2
 a

2
 T(t) = 0 

 Қадам 3. Штурм – Лиувилль есебін құру. Нөлдік емес Х(x)   

шектік шарттармен 2( ) ( ) 0X x X x    дифференциалдық теңдеудің нөлдік 

емес шешімін табу керек.  

 Қадам 4. Штурм – Лиувилль есебінің шешімі.   

Х(х) = С1cosλx + С2 sinλx. 

k

k

q


   -  Штурм – Лиувилль есебінің меншікті мәндері. 

Х(х) = С2к sin
kx

q


, 

sin
kx

q


  -  Штурм – Лиувилль есебінің меншікті функциялары. 

 Қадам 5. Математикалық модельдің шешуі 

T
//
(t) + 

2
 a

2
 T(t) = 0,  

T(t) = Acosλat + Bsinλat, 

Tk(t) = Ak cos at + Bk sin at, 

uk (x,t)= sin (Ak cos at + Bk sin at) , 

u(x,t)= , 

u(x,0)=f1(x)  u(x,t)= =f1(x), 

, 
 

, 

, 

, 

. 
 

 Мысалы (ЕСЖ  1, есеп №7). 

 Есептің тұжырымы (математикалық модель):  
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 D={(x,t): 0< x <π, 0<t<+ } жиынында x  (0, ) үшін u(x,t)  

бастапқы шарттармен және   u(x,t)   шектік 

шарттармен 
2

2

( , ) 1 ( , )
17cos4 sin5

25

u x t u x t
t x

t x

 
 

 
   жылу өткізгіштік 

теңдеуін шешу керек. 

 Сонымен бірге,  деп жорылады. 

 Қадам 1. Дербес шешім q(x,t)= sin5x(Acos4t+Bsin4t) түрінде 

ізделінеді,мұндағы А и В – белгісіз коэффициенттер, теру әдісімен  іздейміз 

(белгісіз коэффициенттер әдісі). 

 Қадам 2. Айнымалы енгіземіз u(x,t) = v(x,t)+ q(x,t) + + . 

№ 1 есептік сызба жұмыстағы (ЕСЖ №1)  № 1есепке келтіріледі. 

 Мысалы (ЕСЖ  №1, есеп №8). 

 Есептің тұжырымы (математикалық модель): D={(x,t): 0< x <3, 

0<t<+ } жиынында  

x  (0,3) үшін u(x,t)   бастапқы шарттар мен 

u(x,t)   шектік шарттармен 
2

2

( , ) ( , )
36

u x t u x t

t x

 


 
  жылу өткізгіштік теңдеуін шешу керек. 

 Сонымен бірге,  деп жорылады. 

 

 Қадам 1. Шешуді көбейтінде түрінде іздейміз u(x,t)=X(x)T(t), 

( ) ( ) 36 ( ) ( )X x T t T t X x  ,  

2X T
a

X T

 
 , 

2( ) ( )

36 ( ) ( )

T t X x

T t X x


 
   . 

 Қадам 2: T(t)=C . 

 Қадам 3. Штурм – Лиувилль есебін құру. 

 X(0)=0, X(3)=0 нөлдік шектік шарттармен 
2( ) ( ) 0X x X x    

дифференциалдық теңдеудің нөлдік емес шешімін табу керек.  

 Қадам 4. Штурм – Лиувилль есебінің шешуі. 

X(x)=C1cosλx+C2sinλx, 

X(0)=0  C1=0, 

X(x)= C2sinλx, 

X(3)=0   C2sinλ3=0, 

C2 0  sinλ3=0,   

Λ3= k, k=0,1,2,3…, 

λ= , k=0,1,2,3… - Штурм – Лиувилль есебінің меншікті мәндері. 

Xk (x)= Cksin x, 
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k (x)= sin x - Штурм – Лиувилль есебінің меншікті функциялары. 

 Штурм – Лиувилль есебінің меншікті мәндерінің негізгі қасиеттері 

. 
 Қадам 5. Математикалық модельдің шешуі 

, 

, 
 мұндағы 

 

 

+ . 

 

 Дәріс 3.  Полярлық координаталар жүйесіндегі  Лаплас теңдеуі 

үшін Фурье тәсілі. Арнайы функциялар және олардың математикалық 

физика есептерін шешуге қолдануы 

 

Дәріс мазмұны: полярлық координаталар жүйесіндегі  Лаплас теңдеуі 

үшін Фурье тәсілі, Бессель және Нейман функциялары. 

Дәріс мақсаты: полярлық координаталар жүйесіндегі  Лаплас теңдеуі 

үшін Фурье тәсілін үйрету,  Бессель және Нейман функцияларымен 

таныстыру. 
  

 Лаплас теңдеуін полярлық координаталар жүйесінде шешу керек 

, φ функциясы сияқты периодтылық шартын 

қанағаттандырады, яғни u(r,φ+2π)=u(r,φ). Период 2π-ге тең. 

 r=R шеңберінде бірінші текті шектік шартын да қанағаттандырады.  

, 0 R. 

 Мысалы (ЕСЖ 2 есеп  1.30. , 0 4. 

 Сонымен бірге, r=0 нүктесінде үзіліс болмау керек, яғни ол үзіліссіз 

болу керек. 

. 

 Екі жағын да -қа көбейтеміз. 

. 
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 Қадам 1. Шешуді көбейтінде түрінде іздейміз u(r,φ)=X(r)У(φ) 
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0r X r Y rY X r Y X r         , 

2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

r X r rX r Y

X r Y






  
   . 

 Қадам 2. ω таңбасын анықтау.    

ω = -
2
,
 

2 2( ) ( ) ( ) 0r X r rX r X r    , 
2( ) ( ) 0Y Y     . 

 Қадам 3. Штурм – Лиувилль есебін құру. Периодтылық шартын 

қанағаттандыратын 2( ) ( ) 0Y Y      дифференциалдық теңдеудің нөлдік 

емес шешімін табу керек. 

 Қадам 4. Штурм – Лиувилль есебінің шешуі.  

Y(φ) = С1cosλφ + С2 sinλφ. 

 Олай болса, λ – бүтін сандар, λ=0,1,2,…,k,…  - Штурм – Лиувилль 

есебінің меншікті мәндері. 

 Y(φ) = С1cosкφ + С2 sinкφ, - меншікті функциялары. 

 Қадам 5. Математикалық модельдің шешуі 
2 2( ) ( ) ( ) 0r X r rX r k X r    , 

0k  , 

X(r)=A0lnr+B0, 

A0 = 0, қарсы жағдайда r=0 болғанда үзіліс болады. 

k>0  

X(r) = r
m
 

X(r) =Ar
k
 +Br

-k.
 . 

Барлық В =0 

u(r, φ) = , 

a0 = , 

Ak = , 

Bk = . 

Ескерту 

coskπ=(-1)
k
,   cos0=1,   cos2kπ=1 ,     

sin  =0,  sin0 = 0,  sinkπ=0. 

 

 Арнайы функциялар және олардың математикалық физика 

есептерін шешуге қолдануы 

 

          Бессель және Нейман функциялары. 

Есепті полярлық, цилиндрлік немесе сфералық координаталар 

жүйесінде шешу үшін арнайы функциялар кеңінен қолданылады. 
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 Мысалы, жылу өткізгіштік теңдеулер теориясында жиі қарапайым 

дифференциалдық теңдеулер қарастырылады 

  0v(x)v(x)v)(  CBxA .                                (3.1) 

 Есепті зерттеуге кедергі келтіретін жағдай x (немесе t ) 

айнымалысының интервалының кейбір нүктелерінде )(xA  функциясы нөлге 

айналады. Дәл осындай жағдайлар практикада жиі кездеседі. Оларды 

зерттеу үшін арнайы функциялар ұғымы енгізіледі. 

 Дербес жағдайлар қарастырайық, мысалы: 
2)( xxA  ,  xxB )( , 2)( xxC  , 2     болғанда (3.1) теңдеуі белгілі Бессель 

теңдеуін береді    0vxvxv 222  x , оның шешімі цилиндрлік немесе 

 Бессель функциялары деп аталады. Олардың арасында бүтін санды 

теріс емес n индексті )(xJ n  функциясы ерекше орын алады. 

Егер 21)( xxA  ,  xxB )( ,  0)( xC ,  2n  болса (3.1) теңдеуі 

0vvv)1( 22  nxx  Чебышев   теңдеуіне түрленеді. Оған Чебышев 

функциялары қанағаттандырады 

   








nn

n xixxix
i

xu 22 11
2

1
)( , 

немесе  

   








nn

n xixxixxT 22 11
2

1
)( ,   ,...1,0n  

 Бұл жерде )(xTn  - Чебышев полиномы. 

  0vv)1(v  xx   Леггер теңдеуі-  (3.1) теңдеуінің дербес 

жағыдайы. 

 Анықтама. Нөлінші ретті Бессель теңдеуі деп екінші ретті айнымалы 

коэффициентті қарапайым сызықты біртекті дифференциалдық теңдеу 

айтылады  

                       0
1 2'''  xykxy
x

xy                                        (3.2) 

немесе             
2 0x y y k x y       .                                                         (3.2*)   

k=1 болсын, онда теңдеу мындай түрде жазылады: 

1
( ) ( ) ( ) 0y x y x y x

x
     немесе  ( ) ( ) ( ) 0x y x y x x y x      . 

 Шешімді дәрежелік қатар түрінде іздейміз  y(x)=   немесе  

y(x)= a0+a1x+a2x
2
+…+anx

n
+…, мұндағы naaaaa ,...,,,, 2210 - белгісіз ко-

эффициенттер. Дәрежелік қатардан туынды алсақ 

y
|
(x)= a1+2a2x+3a3x

2
…+nanx

n-1
+… 

y
||
(x)= 2a2+6a3x+12a4x

2
+…+n(n-1)anx

n-2
+… 

және оны нөлінші ретті Бессель теңдеуіне (3.2) қойсақ,  

2a2x+6a3x
2
+12a4x

3
+20a5x

4
…+n(n-1)anx

n-1
+… +a1+2a2x+3a3x

2
…+nanx

n-1
+… 

+a0x+a1x
2
+a2x

3
+a3x

4
…+anx

n+1
+…=0. 
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Дәл сол сияқты, белгісіз коэффициенттер әдісіндегідей дұрыс бөлшек 

рационал функцияларды интегралдағанда, x-тің бірдей дәрежелерінің коэф-

фициенттерін теңестіреміз, яғни 
0x . 

 Олай болса, 

,.....
36

;0
25

;
16

;0
9

;
4

4
65

3

5
2

43
1

3

0

2

a
aa

a
a

a
aa

a
a

a
a   

Сонымен,  

x
0 

a1=0 a1=0 

x
1
 2a2+2a2+a0=0 a2=- a0 

x
2
 6a3+3a3+a1=0 a3=- a1    →    a3=0 

x
3
 12a4+4a4+a2=0 a2=- a0 

x
4
 20a5+5a5+a3=0 a5=- a3    →    a5=0 

 na  коэффициенті келесі қатынастан анықталады  

an= , мұндағы k=0,1,2… немесе }.0{ Nk  

 Олай болса, 
2 4 6 8

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
( ) 1 ...

2 2 4 2 4 6 2 4 6 8

x x x x
y x a

 
      

 
. 

Белгілеулер енгіземіз 
2 4 6 8

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
( ) 1 ...

2 2 4 2 4 6 2 4 6 8

x x x x
J x        

немесе    

J0(x) =  .                                              (3.3)  

 (3.3) функциясы бірінші текті нөлдік ретті Бессель функциясы деп 

аталынады. Егер 
0( ) ( )y x C J x  , онда  y(x)=CJ0(x). 

 J0(kx) функциясы 2 0xy y k xy     теңдеуінің шешімі болады. Бұған 

көз жеткізу үшін тәуелсіз айнымалыға жаңа айнымалы енгіземіз .kxt   

(6.1) теңдеуінің екінші сызықты тәуелсіз дербес шешімін табу үшін 

Остроградский - Лиувилль формуласы қолданылады. 

   
 

 
   








 .exp

1
2

0

02

1

12
xxJ

dx
xJdx

x

dx

xy
xyxy  

Бессель функцияларының  теориясында келесі өрнек дәлелденген  

    ...].
2

)[ln(...]
2

1
[

2

2

002  
x

xxJdx
x

x
xJxy  

N0(x)= J0(x)lnx+  функциясын енгіземіз. Ол 

нөлінші ретті  Нейман функциясы делінеді және нөлінші ретті Бессель 
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теңдеуін қанағаттандырады. Бессель және Нейман функциялары 

функциялардың фундаменталды жүйесін құрайды. Сонымен, нөлінші ретті 

Бессель теңдеуінің жалпы шешімі  y(x)=C1 J0(x)+C2N0(x), 

    ....
2

1
1

422
ln

22

4

2

2

00 












xx
xxJxN                     (3.4)   

функциясы нөлінші ретті бірінші текті Нейман функциясы делінеді, кейде 

 0Y x   деп белгіленеді.        

(3.1) теңдеуінің жалпы шешімі  

     .0201 xNCxJCxy   

         Анықтама. Бірінші ретті Бессель теңдеуі деп 

2

1
( ) ( ) (1 ) ( ) 0

n
y x y x y x

x x
      түріндегі теңдеу айтылады. 

 Оның дербес шешімі  

Jn(x)= .                                      (3.5) 

түріндегі дәрежелі қатар. 

 Дәл сол сияқты  xJ0  және  Jn(x)  функциялары бірінші ретті Бессель 

функциясы делінеді. Дербес жағыдайда  

0)()
1

1()(
1

)(
2

 xy
x

xy
x

xy  теңдеуінің шешімінің түрі 

J1(x) = . 

Бессель функциясының қасиеттері. 

Бессель функциясының қарапайым қасиеттерімен шектелеміз.  

1. x айнымалысына қатысты  axJ0  функциясы жұп функция.  

x айнымалысына қатысты  axJ1 - функциясы тақ функция.  

2. 
1 0 1( ) ( ) ( )J ax J kx kJ kx    , J1(0) = 0. 

 Қатарды дифференциалдау арқылы дәлелденеді.  

3. . 

4.  
   

,][ 1







x

xJ

x

xJ

dx

d        .][ 1

2 xJxxJx
dx

d
 



  

 Дербес жағдайда,  
   

,22

x

xJ

x

xJ

dx

d









         .01 xJxxJx

dx

d
  

       5.  0J x  функциясының нөлдері. Үлкен x  үшін  0J x  қисығы өшетін 

косинусоиданы білдіреді (3.1 сурет).  
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0 5 10 15 20

0.5

0.5

1

J0 x( )

x
 

3.1 сурет 

 

 Суретте  нөлінші ретті Бессель функциясының графигі кескінделген.  

         0J x   функциясының k шексіз көп шешімдері бар, олар кестеге 

енгізілген. Олардың мәнін  арнайы функциялар анықтамаларынан алуға 

болады. Сонымен бірге, оларды MathCad арқылы да табуға болады. 

        6. x салмақты функцияның ортогоналдық қасиеті     

   
  














1

0

2'

0
10 .,

2

1

,0

pqегерpJ

pqегер

dxqxJpxxJ  

 

 Біртекті цилиндрде жылудың таралуы туралы есепке Бессель 

функциясының қолданылуы 

 

         Есептің тұжырымы.  R  радиусты шектелмеген цилиндр берілген 

болсын. Температураның кейбір радиалды үлестірімде, яғни  f r түрінде 

таралған. Уақыттың бастапқы кезінде бет қандай да бір 0U  

температурасына дейін суиды. Температура суу процесі кезеңінде тұрақты 

етіп сақталынады. Уақыттың кез келген сәтінде температураның таралуын 

табу қажет. 

Математикалық модель. Жылу өткізгіштік теңдеуін полярлық 

координаталар жүйесінде шешу керек 

      
r

trU
a

t

tU
r

trU











 ,1,
2

2 ,2




                              (3.6) 

және бастапқы шарт         RrftrU
t




0,,
0                                 (3.7) 

пен шектік шарт                    .0,0, 


ttrU
Rr                                        (3.8) 

берілген. 

 Сонымен бірге, физикалық тұрғыдан  

  tU ,0 ,                                               (3.9)          

          0/
0


r
rU                                              (3.10) 
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орындалу керек. 

(3.6) өрнегінің оң жағында полярлық координаталар жүйесінде 

Лаплас операторы, оны (1.2) мен салыстырыңыз. (3.6) теңдеуінде   

айнымалысы бойынша екінші ретті дербес туындысы бар қосылғыш жоқ,  

себебі шарт бойынша температураның радиалды үлестірім берілген, яғни 

оське қатысты симметриялы.  

         Қойылған математикалық модельді шешу үшін айнымалыларды 

ажырату немесе Фурье тәсілі қолданылады.  Есептің шешімін екі 

функцияның көбейтіндісі түрінде ізделінеді      ,U r t W r T t  . Оны (3.6) 

теңдеуіне қойсақ 

 
 

 

 
2

''

2

'

1









rW

Wr
r

rW

tT

tT
. 

 Бұл қатынастан келесі теңдеу алынады      022'  tTtT  , оның  

жалпы шешімі       tCtT 22exp                                                        (3.11) 

Нөлінші ретті Бессель теңдеуінен    

    0
1

)( 2'''  rWrW
r

rW                            (3.12) 

оның жалпы шешімі                 .)( 00 rNBrJArW                           (3.13)         

      Берілген модельде Штурм-Лиувиль есебі:  (3.12) қатынасының 

берілген шектік шарттармен ((3.8) өрнегінің салдары) шешімін табу керек. 

  0RW  және  0r   нүктесінде шектеулер ((3.9) және (3.10) 

өрнектерінің салдары) 

   ,0 W                                         (3.14)                   

   .00' W                                         (3.15) 

  (3.15) қатынасынан 0B  шығады, себебі қарсы жағдайда (3.12) 

теңдеуінің шешімінің бір қосылғышында Нейман функциясы болғандықтан  

және   


rN
x

0
0

lim , онда   


rW
r

0
0

lim . Бұл мүмкін емес. Сондықтан     

   .0 rJArW   

 (3.13) шартынан  0 0J R   өрнегін алуға болады. Оның түбірлері 

Бессель функциялар теориясына сай трансцендентті кестедегі k сандары 

болады. Яғни  ./ RR kkk    

Сондықтан    ,/0 RrJArW kkk   және (3.6) –(3.10) есебінің фундаменталды 

шешімі      2 2

0, expk k kU r t t J r       функциялары болады.  Олардан 

құралған қатар (3.6)-(3.10)  есебінің шешімі болады: 

     .exp, 0

1

22 rJtAtrU k

k

kk 




   
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             Ол (3.6), (3.8)-(3.10) қатынастарын қанағаттандырады.  (3.7) шарты 

орындалатындай kA  тұрақтылары таңдап алынады.  Сонымен, 

   





1

0

k

kk rfrJA   немесе    





1

0 /
k

kk rfRrJA  . Айнымалы енгіземіз 

RxrxRr / , мұндағы  1,0x . Бұдан      0

1

k k

k

A J x f Rx




  теңдігі 

алынады. Бұл теңдік -  Rxf  функциясының x  ортогональ салмақты 

нөлінші ретті Бессель функциялары бойынша қатарға жіктелуі. Олай болса, 

6 қасиет бойынша коэффициенттерді есептеу формуласын аламыз 

       

1

0

0

2

22 dxRxfxJxJA kkk   

немесе  

      ./2
0

0

2

2

2

  

R

kkk drRrJrfrJRA   

 Сонымен берілген есептің шешімі  

 
 

 
    ./0exp

/2
,

0

2

22

1
2

1

2

0 drRrJrrf
R

t

kJR

RrJ
trU k

R

k

R

k 





 
















                             

 

 Дәріс 4. Жылу өткізгіштік теңдеуінің шектік есептерінің  сандық 

тәсілдері 

 

 Дәріс мазмұны: жылу өткізгіштік теңдеуінің шектік есептерінің  
сандық тәсілдері, тор тәсілі. 

 Дәріс мақсаты: жылу өткізгіштік теңдеуінің шектік есептерінің  

сандық тәсілдерін, тор тәсілін қолдануға үйрету. 

 

Тор тәсілі (немесе ақырлы айырмалар тәсілі) – ең кең тараған және 

тиімді математикалық  физика шектік есептерінің, соның ішінде   жылу 

өткізгіштік теңдеуінің сандық тәсілдерінің бірі болып табылады.   Тәсілдің 

мәні математикалық модельге енетін дербес туындыларды сәйкес тәуелсіз 

айнымалдардың сәйкес айырымдық қатынастармен айырбастау болып 

табылады. Жалпы жағдайда дербес туындылы дифференциалдық теңдеудің 

шешімі табылатын жиынның өлшемі тәуелсіз айнымалдардың санына тең. 

Ақырлы-айырымдық жуықтау (аппроксимация) тәсілінде  бұл жиын тормен 

қапталады. Мысалы, жиынның өлшемі екі болса, ені 1h  және биіктігі 
2h  

болатын тік төртбұрышты тормен қапталады. Шешім жуықтау түйіндері 

деп аталатын тор төбелерінде ізделінеді.  

 

 Ақырлы-айырымдық жуықтау ұғымы. 

 Жылу өткізгіштік теңдеуінің шектік есептерінің  сандық тәсілдерін 

құру үшін x,y үзіліссіз өзгеретін D  жиынын  есептік тормен, яғни 
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координаталары 1, 0, 1,2,.....ix a ih i    нүктелер дискретті  

жиынымен айырбастаймыз.   

21, hh - x,y айнымалылары бойынша қадамдар. Берілген үзіліссіз 

u(x,y) функциясының орнына  , ,,i j iU U x y  белгілеуін енгіземіз. Осы 

сандық тізбек тор функция деп аталынады. 

       Функцияның туындысының анықтамасы немесе функцияны Тейлор 

қатарына жіктеуді қолданып, келесі өрнекті алуға болады 

  ,, 1

1''



 


 ii

ii

ii xxh
h

yy
xyy  

мұндағы  ii xyy ''
 . Оң жақтағы өрнек сол айырымдық туынды деп 

аталынады. Егер туындының жуық мәнін  

  ii

ii

ii xxh
h

yy
xyy 


 



1

1'' ,  

түрінде анықтасақ, онда ол оң  айырымдық туынды деп аталынады. 

Орталық айырымдар көмегімен бірінші ретті туындының мәні анықталады  

  ii

ii

ii xxh
h

yy
xyy 


 



1

11'' ,
2

. 

 Ол орталық айырымдық  туынды деп аталынады.  

Екінші ретті туындыны  

 
2

11
'''' 2

h

yyy
yy iii

ii

 
  

өрнегі арқылы анықталады. 

Көп айнымалды функция үшін қисаптар дәл сол сияқты енгізіледі 

 
   

1

,1

'

'
,

,
h

yxUyxU
yxU

jiii

ix


    немесе    

   
.

,,
,

2

1'

h

yxUyxU
yxU

jiji

jix






 

Нәтижесінде жылу өткізгіштік теңдеуінен, шектік және бастапқы 

шарттардан құралған  математикалық модель айырымдық сұлба деп 

аталынатын алгебралық теңдеулер жүйесімен ауыстырылады. Жаңа есепті 

шеше отырып, ізделінді  yxU ,  функцияның  координаталары 

 ii yx , нүктесіндегі жуық мәнін аламыз, яғни  
jiij yxUU ,  сандық 

тізбегі есептелінеді. 

Жылу өткізгіштік теңдеуін шешу үшін ақырлы-айырымдық әдіс 

(айқын сұлба). 

 Есептің тұжырымы.   ],0[],,0[:,{ TtlxtxD   жиынында 

],0[ lx үшін бастапқы шартын   

   xfxU 0,                                           (4.1)                                                                                                                                                 

және бірінші текті шектік шартын 
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   ttU ,0  егер  Tt ,0 ,                             (4.2)                                    

   ttU ,1  егер  Tt ,0                               (4.3)                                                                                     

қанағаттандыратын 

 txF
x

U
a

t

U
,

2

2
2 








                                   (4.4) 

теңдеуін шешу керек.                                                                                  

          Егер      ttxf  ,, - анықталу облысында үзіліссіз болса, (4.1)-(4.4) 

есебінің шешімі бар және жалғыз екендігі белгілі.  Сонымен бірге, 

шешімнің үзіліссіздігі бастапқы шектік шартына байланысты, яғни есеп 

дұрыс қойылған.  

 Қадам 1. Тәуелсіз айнымалылардың өзгеру жиынында тор енгізіледі.   

x айнымалысы бойынша  h қадамды тор-   

 lhkkihixih  ,,...2,1,0, . 

 ct   айнымалысы бойынша    қадамды тор  - 

 TMMjjt j    ,,.....,1,0, . 

 
ji tx ,  нүктелері тордың түйіндерін құрайды h n      (3.2 сурет). 

ADBCAB ,,  шекара кесінділерінде орналасқан  
ji tx ,  нүктелері 

шекаралық түйіндер деп аталады, қалғандары  - ішкі нүктелер.  

         Тек бірдей уақытша координаталары бар  ,h торының барлық 

түйіндерінің жиыны қабат (қыртыс) делінеді. Нөлдік қабат деп 

     00100 ,,....,,,, txtxtx k  түйіндерінің жиыны айтылады, ал үшінші қабат 

-      33130 ,,....,,,, txtxtx k . 

          Қадам 2.  ,h торында анықталған белгісіз функция үшін белгілеулер 

енгіземіз   ., jiij yxUU   

  
ji tx ,  нүктесінде (4.1) - (4.4) есебін жуықтау үшін трафарет енгіземіз 

(3.2 сурет).  

     Онда, 
   

,
,, ,1



jiijji UxU

t

txU 




 
  

 
,

2,
2

,1,1

2

2

h

uUU

x

txU jiijjiji  





 

 txF ,  функциясын жуықтап тор функциямен айырбастаймыз, 

мұндағы     

 jiji yxFF ,,  ,                
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 






1
2

1
2

,
1

,

i

i

x

x

jji dxtxF
h

F ,            

    .,
1 1

2

1

21

1 1
2

1
2

hixidxtxFdt
h

F
i

i

j x

x

t

tji

ij  







 

Шектік    tжјне  t   функциялары  
jt   және    

 
jt мәндерімен  айырбасталынады. Сәйкес, бастапқы функция  xf  

 ixf  мәнімен жуықталады. 

 Соңында алгебралық теңдеулер жүйесі алынады 

,
2

, ,2

,1,12,1,

ji

jiijjijiji
F

h

UUU
a

UU





 


 

,1,...,1,0,1...,2,1  Mjki  

    ,1,.....,1,0,,0  MjtjU j                                                

  ,1,......,1,0,,  MjtjUk j  

  ,,......,2,1,0, KixfU ii   

ол есептің айырымдық сұлбасы делінеді.  

 Бұл сұлба белгісіздер санына тең алгебралық теңдеулер жүйесін 

білдіреді.  Мұндай жүйенің шешімін қабат бойынша табады. Нөлдік 

қабаттағы шешім (4.1) бастапқы шартымен берілген. Егер  j+1 қабаттағы 

шешім айқын формуламен табылады (содан да сұлбаның аты)  

                            .2 .1,12

2

,1, ijjiijjijiji rUUU
h

a
UU  



 

 
Ескерту  

 1. Айырымдық сұлбаның орнықтылығын анықтау үшін айырымдық 

сұлбаның h және  қадамдарын 
22 2/ ah  (Курант шарты) орнықтылық 

шарты орындалатындай таңдау қажет.  

 Егер 
22 / ha   белгілеуін енгізсек, онда 2/1  орындалуы қажет. 

2. Сұлбаның жуықтау (аппроксимация) реті  

,,
,1,0,1

0 h

UU

x

U

h

UU

x

U jkjk

lx

jj

x

i 














 

ал үшінші ретті гектік шарттар  

ji

jj

x

U
h

UU
U

x

U
,0

,0,1

1

0

01  


















 

өрнегімен айырбасталады. 



 

 23 

Сандық кескінделуін көру үшін №4 зертханалық есебін шығару керек. 

 

2

2 0 20

0

, 100, 200

100 20 , егер     x [0;5],

4
5 , егер x (5;20].

3

x x

t

U U
U U

t x

x

U
x

 



 
  

 

 


 
 

  

0 2 4 6 8 10

20

40

60

80

100

f x( )

u4 q( )

u6 q( )

x q  
3.2 сурет

 

 

 2.5xh   айнымалысы бойынша қадам,  ал t айнымалысы бойынша 

қадам .1  Онда Курант тұрақтылық шарты орындалады, себебі 

.2/15.2/1 2   
Берілген есеп үшін айырмалық сұлба 

.200,3/500,3/400,100

,3/200,3/100,0,50

.....,2,1,200,100

....,2,1,0,7,.....1,
25.6

,1

1

0,80,70,60,5

0.40,30,20,1

,8,0

,1,1,











 

UUUU

UUUU

jUU

ji
jUiUUUU

jj

ijjijiji

 

Қабат (қыртыс) бойынша нәтижелер 

 

i          

0j  1j  2j  3j  4j  5j  6j  

1 2 3 4 5 6 7 8 

jU 0  100 100 100 100 100 100 100 

jU 1  50 50 52.13 55.03 58.10 60.91 63.64 

jU 2  0 13.33 22.40 29.25 33.75 38.88 43.30 

jU 3  100/3 33.33 35.46 38.36 41.49 44.45 47.44 

jU 4  200/3 66.67 66.67 66.67 57.7 63.69 69.85 
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jU 5  
100 100 100 100 100.05 100.02 100.46 

jU 6  
400/3 133.33 133.33 133.33 133.33 133.34 133.37 

jU 7  500/3 166.67 166.67 166.67 166.67 66.67 167.67 

jU 8  
200 200 200 200 200 200 200 

 

MathCad арқылы есеп және интегралдық түрлендіру арқылы алынған 

дәл шешім талдауы келесі нәтижені көрсетеді  

  .10050, 


xtxU
t

 

Сандық нәтижеге теңдігі көрініп тұр. 

 Ескерту. 

 Жылу өткізгіштік теңдеуі үшін таза айқын емес сұлба (озу сұлбасы) 

деп трафаретке негізделген айырымдық сұлба айтылады (3.3 сурет ). Онда 

(4.1)-(4.4) бірінші шектік есеп теңдеулер жүйесімен жуықталады 

 

 
 

  )15.6(.,....,0,

)14.6(,1,......,0,

)13.6(,1,,.........0,U

1,-M0,........j1,-k1,....,i

(6.12)2

0,

11,

11j0,

1,,1,12

2

,1,

kixfU

MjtU

Mjt

UUU
h

a
UU

ii

jjk

j

jijijijiji























         2ho  - жуықтау реті. Берілген жүйенің шешімі айқын сұлбадағыдай 

қабат бойынша табылады, белгілі jiU ,  бойынша 1, jiU  табу үшін теңдеулер 

жүйесін шешу керек 

  ,1,....,1,,21 1,11,1,1   kijiUUU jijiji   

мұндағы 

.,/ ,,,

22

jijiji FUha    

        Мұндай теңдеулер жүйесінің әрқашан шешімі бар және оны жиі қуу 

тәсілімен шешеді, себебі осы тәсілдің шарттары орындалып тұр. Кез келген 

h  және   үшін айқын емес айырымдық сұлба орнықты, яғни абсолюті 

орнықты делінеді. Тор қадамдарын орнықтылыққа қарамастан,  дәлдік 

есептеумен анықтау қажет. 

 Мысалы. 
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3.3 сурет 

 

 Дәріс 5. Интегралдық түрлендірулер 
 

Дәріс мазмұны: интегралдық түрлендірулер, Лаплас түрлендіруі.  

Дәріс мақсаты: лаплас түрлендіруін,  дифференциалдық теңдеулерді 

шешуге амалдық есептеулер әдісін қолдануды үйрету. 

 

 Математикалық физика теңдеулері теориясында қолданылатын ең 

мықты математикалық әдістердің бірі – интегралдық түрлендірулер. Жиі 

қолданылатындарының интегралдық түрлендірулердің бірі - Фурье, Лаплас 

түрлендірулері.  

  

 Лаплас түрлендіруі (амалдық есептеулер). 

 Лапластың интегралдық түрлендірулері.  

 1. Түпнұсқа және бейне. 

 Анықтама. Егер:  

 а) f(t) – үзіліссіз функция немесе оның саны шекті бірінші текті үзіліс 

нүктелері бар 

 б)  t<0 болғанда f(t)=0; 

 в)  M>0 және  s0≥ 0 сандары табылып,   |f(t)|<Mexp(s0t) (немесе 
0( )

s t
f t M e  ) теңсіздігі орындалса, онда нақты t айнымалылы f(t) нақты 

функциясы түпнұсқа деп аталады.  

 Мысалы. Хевисайд бірлік функциясы  









0,0

,0,1
)(

t

t
t . 

 Анықтама.  f(t) түпнұсқасының бейнесі деп F(p) комплекс 

айнымалылы  

p = s  + iσ  (s = Re p,  σ = Im p) функциясы айтылады, ол  





0

)exp()()( dtpttfpF                                   (5.1) 

интегралымен анықталады. 
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 Анықтама.  f(t) түпнұсқадан F(p) бейнесіне көшу операциясын Лаплас 

түрлендіруі деп атайды. 

f(t) түпнұсқа мен  F(p) бейне арасындағы сәйкестікті былай жазады:  

f(t) F(p) ,      )()( pFtf
L

 . 

 Теорема (бейненің бар болуының қажетті шарты) Егер F(p) 

функциясы  f(t) функциясының бейнесі болса, онда 0)(lim 


pF
p

. 

 Мысалы. 
p

t
L 1

)(  . 

 Мысалы. exp(t)→
1

1

p
 . 

 2. Лаплас түрлендіруінің негізгі қасиеттері. 

 1) Сызықтық қасиеті 

)()()()()()(),()( 221122112211 pFcpFctfctfcpFtfpFtf
LLL

 . 

 Мысалы.  sh(t), ch(t), CostS int, функцияларының бейнелері: 

1

1
2 


p

sht L
    

12 


p

p
cht L

, 

1

1
sin

2 


p
t L

 
1

cos
2 


p

p
t L

. 

 2) Ұқсастық теоремасы 

 Егер  ,0),()( apFtf
L

 )(
1

)(
a

p
F

a
atf

L

 . 

 Мысалы.  exp(at) функциясының бейнесі:  

1
exp Lat

p a



. 

 Мысалы. sin(at), cos(at), sh(at), ch(at) функцияларының бейнесі: 

22 ap

a
shat L


 ,           22 ap

p
chat L


 , 

22
sin

ap

a
at L


 ,      22

cos
ap

p
at L


 . 

 3) Ығысу теоремасы 

 Егер ( ) ( ), ( ) ( )
L L

atf t F p a e f t F p a     .  

 Мысалы.    

22)(
sin

abp

a
ate

Lbt


 , 
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22)(
cos

abp

bp
ate Lbt




 , 

22)( abp

a
shate Lbt


 , 

22)( abp

bp
chate Lbt




 . 

 

 4) Кешігу теоремасы 

 Егер 
0

0 0( ) ( ), 0 ( ) ( )
L L

t
f t F p t f t t e F p


     . 

 5) Түпнұсқаны дифференциалдау 

),0()()()(),(),(),()( fppFtftftftfpFtf
LL

  

2( ) ( ) (0) (0)f t p F p pf f    ,   

3 2( ) ( ) (0) (0) (0)f t p F p p f pf f      , 

  )0(...)0()0()()( )1(21)(   nnnnLn ffpfppFptf .  

 6) Бейнені дифференциалдау 

 

1 1

1

1

2

( )

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

L L

L

L
nn

F p f t F p tf t

F p t f t

F p t f t

 





   

  

 

 

)()( pFtft  . 

 Мысалы.     t, t
2
, t

3
, …, t

n
  функцияларының бейнесі: 2

1

p
t L ,   

1

!



n

Ln

p

n
t . 

 7) Түпнұсқаны интегралдау 

)(
1

)(),()(
0

pF
p

dxxfpFtf
LtL

  .  

 8) Бейнені интегралдау 





p

L
dppF

t

tf
)(

)(
.     

 Мысалы.  
t

tsin
функцияның бейнесін табу керек.  
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 Шешуі. 
2

1
sin

1
t

p



 болғандықтан, 

2

sin 1

1 2
p

t
dp arctgp

t p




  
 , 

яғни 
sin

.
2

t
arctgp arcctgp

t


    Түпнұсқаны интегралдау қасиетін 

қолдансақ, 
0

sin
.

2

t
arctgp

d
p p

 



   

 3. Бейнені көбейту теоремасы. Үйірткі.  

 Анықтама 1.   f1(t),f2(t)      түпнұсқалар болса, онда 






  dtfftftf )()()(*)( 2121                                     (5.2) 

өрнегі олардың үйірткісі делінеді. 

 Қасиеттері: 

 Коммутативтілік.  

 Егер  f1(t) және  f2(t)  –  түпнұсқа-функциялар болса, онда (5.2) мына 

түрде жазылады 

 
t

dtfftftf
0

2121 )()()(*)(   

 Егер f1(t) және  f2(t)  - түпнұсқа-функциялар болса, онда олардың 

үйірткісі де түпнұсқа болады.  

 Борель теоремасы (көбейту теоремасы). 

 Егер f1(t) және f2(t) түпнұсқа-функциялардың бейнелері F1(p) және 

F2(p) болса, онда оладың үйірткісі F1(p)F2(p)  болады.      

 Мысалы.  
t

dte
0

35 )( 
    

1

1



p

et      4

3 6

p
t       

 Мысалы.   
t

dt
0

)(3cos     
9

3cos
2 


p

p
t       2

1

p
t   

 4. Лаплас кері түрлендіруі. 

Дұрыс бөлшек - рационал  функцияны белгісіз коэффициенттер 

әдісімен немесе МATHСАD жүйесінде қарапайым бөлшектерге жіктеу 

керек.   

 Мысалы 3:  Егер 
)4)(3)(1(

1

 ppp
 болса, f(t) түпнұсқасын табу 

керек.         

 Берілген бөлшектің қарапайым бөлшектерге жіктелуін жазамыз 
1 1/ 20 1/ 4 1/5

.
( 1)( 3)( 4) 1 3 4p p p p p p

  
     

 

 Олай болса, 
3 41 1 1

( )
20 4 5

t t tf t e e e    . 
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 5. Лаплас түрлендіруінің сызықты дифференциалдық теңдеулерді 

шешуге қолданылуы. 

 Мысалы (ЕСЖ 2. Есеп № 5). 

 Дифференциалдық теңдеу үшін Коши есебін шешу үшін амалдық 

есептеулер тәсілін қолданамыз 
2cos ,

(0) 0, (0) 1.

x x t

x x

  

  
      

)()( pXtx
L
 , 

1)()( 2  pXptx
L

, 

1

2
)(1)(

2

2




p

p
pXpXp , 

1

1

)1(

2
)(

222 





pp

p
pX . 

 

 Дәріс 6. erf(x)  және erfc(x) арнайы  функциялары. Олардың 

Лаплас түрлендіруіндегі бейнесі 

 

Дәріс мазмұны: erf(x)  және erfc(x) арнайы  функциялары,  олардың 

Лаплас түрлендіруіндегі бейнесі. 

Дәріс мақсаты: erf(x)  және erfc(x) арнайы  функцияларын және  

математикалық физика есептерін шешуге амалдық есептеулер әдісін 

қолдануды үйрету. 

 

 Арнайы  функциялар erf(x)  және  erfc(x). 

erf(x) =      немесе 

erf(x) = . 

erfc(x)=1-erf(x). 

 – Пуассон интегралы. 

. 

0 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

erf x( )

x
 

4 сурет 
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0 1 2 3

0.4

0.8

erfc x( )

x

 
5 сурет 

 

 . 

  .
2

1exp
1

1













t

k
erfpk

p

L

   . 

 

х erfc (х) х erfc (х) х erfc х 

0,00 1,000 0,41 0,562 0,81 0,252 

0,01 0,989 0,42 0,552 0,82 0,246 

0,02 0,977 0,43 0,543 0,83 0,240 

0,03 0,966 0,44 0,534 0,84 0,235 

0,04 0,955 0,45 0,524 0,85 0,229 

0,05 0,944 0,46 0,515 0,86 0,224 

0,06 0,933 0,47 0,506 0,87 0,219 

0,07 0,921 0,48 0,497 0,88 0,213 

0,08 0,910 0,49 0,488 0,89 0,208 

0,09 0,899 0,50 0,480 0,90 0,203 

0,10 0,887 0,51 0,471 0,91 0,198 

0,11 0,876 0,52 0,462 0,92 0,193 

0,12 0,865 0,53 0,453 0,93 0,188 

0,13 0,854 0,54 0,445 0,94 0,184 

0,14 0,843 0,55 0,437 0,95 0,179 

0,15 0,832 0,56 0,428 0,96 0,175 

0,16 0,829 0,57 0,420 0,97 0,170 

0,17 0,810 0,58 0,412 0,98 0,166 

0,18 0,799 0,59 0,404 0,99 0,161 

0,19 0,789 0,60 0,396 1,00 0,157 
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0,20 0,777 0,61 0,388 1,05 0,138 

0,21 0,766 0,62 0,381 1.10 0,120 

0,22 0,756 0,63 0,373 1,15 0,104 

0,23 0,745 0,64 0,365 1,20 0,090 

0,24 0,734 0,65 0,358 1,25 0,077 

0,25 0,724 0,66 0,351 1,30 0,066 

0,26 0,713 0,67 0,343 1,35 0,056 

0,27 0,703 0,68 0,336 1,40 0,048 

0,28 0,692 0,69 0,329 1,45 0,040 

0,29 0,682 0,70 0,322 1,50 0,036 

0,30 0,671 0,71 0,315 1,60 0,024 

0,31 0,661 0,72 0,309 1,70 0,016 

0,32 0,651 0,73 0-302 1,80 0,011 

0,33 0,641 0,74 0,295 1,90 0,007 

0,34 0,631 0,75 0,289 2,00 0,0048 

0,35 0,621 0,76 0,282 2,10 0,003 

0,36 0,611 0,77 0,276 2,20 0,0019 

0,37 0,601 0,78 0,270 2,30 0,00117 

0,38 0,591 0,79 0,264 2,40 0,0007 

0,39 0,581 0,80 0,258 2,50 0,00042 

0,40 0,572         

 

 Лаплас түрлендіруін жылу өткізгіштік теңдеуін шешуге қолдану 

 

 Мысалы (ЕСЖ 2. Есеп № 6). Амалдық есертеулер көмегімен D={(x,t): 

0< x < , 0<t<+ } жиынында x  (0, ) үшін u(x,t)  бастапқы 

шартпен,  

u(x,t) u0 шектік шартпен    жылу өткізгіштік 

теңдеуін шешу керек. 

 Сонымен бірге,  болсын деп жорылады. 

 Берілген есепке t айнымалысы бойынша Лаплас түрлендіруін 

қолданамыз. 

u(x,t) функциясының бейнесі   функциясы болсын.         

, 

 ,   

u0 . 

х айнымалысына қатысты (р – параметр деп есептейміз) есеп аламыз: 

,                                                     (6.1)   

                                                (6.2)                                  
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шектік шартпен                                                                           

                                          (6.3)                                    

екінші ретті қарапайым дифференциалдық теңдеуді шешу керек. 

 (6.3) теңдеуінің жалпы шешімі  

+ B  функциясы болады, мұндағы А және В – ерікті 

тұрақты коэффициенттер. 

 (6.2) шарты орындалу үшін В коэффициенті нөлге тең болуын талап 

ету керек, қарсы жағдайда жалпы шешім шексіздікте нөлге ұмтылмайды.  

Олай болса,                        . 

 (6.1) шартынан А=  екендігі шығады. Сонымен, бейнелер жиынында 

шешім алынды 

. 

 Келесі формула белгілі 

 (**),  .  

. 

 

 Амалдық есептеулерді қолданып математикалық физика 

есептерін шығару 

 

 Математикалық физика көптеген есептері интегралдық 

түрлендірулердің бірнеше нұсқаларымен шешіледі.  

 Есептің шешімі келесі функция болады 

),2/(),( 0 taxerfTtxU   

 Шексіз ортадағы сызықты ағын туралы есептің шешуі.  Пуассон фор-

муласы. 

 Алдымен D={(x,t): < x < , 0<t<+ } жиынында  x  (- , ) үшін 

u(x,t)  біртекті емес бастапқы шарттарды қанағаттандыратын 

  жылу өткізгіштіктің теңдеуі үшін Коши есебін 

қарастырамыз. 

 Сонымен бірге,  деп ұйғарылады. 

. 
Бұл формула  Пуассон формуласы деп аталады және жылу бастауы 

жоқ біртекті емес бастапқы шартты біртекті жылу өткізгіштік теңдеуі үшін 

Коши есебінің шешімін анықтайды. 

 Белгілеулер енгіземіз 
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немесе  - жылу өткізгіштік теңдеуінің фундаменталды 

шешімі деп аталады. Ол  Пуассон формуласына енеді,  х, t аргументті функ-

ция ретінде қарастырылады. Жылу өткізгіштік теңдеуінің фундаменталды 

шешімі Жылу өткізгіштік теңдеуін қанағаттандырады.  

 Мысалы (ЕСЖ 2. Есеп №7). Амалдық есептеулер көмегімен D={(x,t): 

< x < , 0<t<+ }  жиынында x (- , ) үшін u(x,t)  бастапқы 

шартымен жылу өткізгіштік теңдеуін  шешу керек.   

 Сонымен бірге,  орындалсын. Пуассон формуласы 

көмегімен шешу керек. 

 Есептің физикалық мағынасы: біртекті шексіз өзекшенің 

температурасы қандай да бір уақытта белгілі болғанда, кез келген уақытта 

сол өзекшенің  температурасын анықтау. Өзекшенің бүйір жақтары жылу 

сақтайды, сондықтан ол арқылы жылу шықпайды деп есептелінеді. 

Фундаменталды шешімнің жылу импульсымен байланысты маңызды 

физикалық мағынасы бар. Бұл дегеніміз, егер бастапқы t = 0 моментінде х = 

Хо нүктесінде температураның шексіз ұлғайса, ал өзекшенің қалған 

нүктелерінде температура нөлге тең болса, онда G(x, t\ хо) функциясы  t > 0 

моментінде өзекшеде  температураның таралуын білдіреді. Бастапқы 

температураның мұндай таралуы жуық шамамен былай іске асуы мүмкін: t 

= 0 моментінде өзекшенің х = Хо нүктесіне өте қысқа уақыт ішінде өте 

жоғары  температуралы жіңішке жалын тигізіледі (тығыздығы орта жылу 

импульсы). Жылу өткізгіштік есебінің шексіз өзекшедегі бастапқы шарт 

берілгенде жылу өткізгіштік теңдеуі үшін Коши есебін температуралардың 

суперпозициясының нәтижесі деп қарастыруға болады, олар х нүктесінде t 

уақытта өзекше бойына t = 0 моментінен үзіліссіз жылу импульстарының 

таралуынан пайда болады.  

 

 Амалдық есептеулерді жылу өткізгіштік теңдеуін шешуге 

қолдану 

 

 Берілген параграфта есептің шешуін амалдық есептеулермен шешуді 

қарастырамыз. Бейне облысында берілген есеп келесі түрде жазылады 

    ,0,,
~

 pxu
a

p
pxu                                             (6.4) 

 
P

T
pu 0

~

,0  .                                                (6.5) 

x  кезде   0/,  xtxU деп ұйғарсақ, онда  

                                        0/,lim
0





xpxu

x
                                           (6.6) 
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 (6.4) дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі келесі формуламен 

анықталады 

  ,,

2

21

x
x

x
a

p

eAeApxu


  

 мұндағы 
1 2,A A  тұрақтылары (6.5) және (6.6) шарттарынан 

анықталады. Сонымен  

 













 x

a

p

p

T
pxU exp, 0

. 

 [7] немесе [6] әдебиетінен 

  .
2

1exp
1 2

2

1













t

k
erfpk

p

L

 

 Есептің шешімі келесі функция болады 

),2/(),( 0 taxerfTtxU   

ол (2.1) –(2.3) есептерінің шешімдерімен сәйкес келеді. 

 

 Дәріс 7. Фурье интегралдық формуласы. 

 

 Дәріс мазмұны: Фурье интегралдық формуласы, Фурье түрлендіруі, 

Фурье түрлендіруінің қасиеттері.  

 

 Дәріс мақсаты: Фурье интегралдық формуласымен таныстыру, 

математикалық физика есептерін шешу үшін Фурье түрлендіруінің 

қасиеттерін қолдануды үйрету. 

 

        xf  функциясының Фурье қатарына кесіндіде жіктелуі белгілі 

   





1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

xf ,                           (7.1) 

мұндағы           ,...,2,1,0,/cos
1

 


kldkf
l

a

l

l

k                          (7.2) 

  ,.....2,1,/sin
1

 


kldkf
l

b

l

l

k                        (7.3) 

  (7.2) және (7.3) өрнектерін (7.1) өрнегіне қойсақ,  

                                                

 

       

      .sinsincoscos
1

2

1

,sinsin
1

coscos
1

2

1

1

1














d
l

k

l

kx

l

k

l

kx
xf

l
df

l
xf

d
l

k

l

kx
f

l
d

l

k

l

kx
f

l
df

l
xf

k

l

l

l

l

l

l

l

lk

l

l



















 





  

 Сонымен,   21 JJxf  ,  
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 мұндағы    
 

.cos
1

,
2

1

1

21 


 d
l

xk
f

l
Jdf

l
J

k

l

l

l

l




 


  

         l болсын, яғни   ,  интервалдында  xf  функциясы 

берілсін. Ол абсолютті интегралданатын болсын, яғни      .




 df  

   ,  интервалдында  xf  функциясының  Фурье қатарына 

жіктелуін қарастырамыз. 

 Функция абсолютті интегралданатын болғандықтан  

  .0
2

1
limlim 1  




 df
l

J

l

l
ll  

 2J  қосылғышын қарастырсақ, жаңа тәуелсіз айнымалы пайда болады 

 
l

k
yy k


: , яғни ,.....,

2
, 21

l
y

l
y


   1k k ky y y

l


    . 

 Белгілеу енгіземіз        ,cos  dxyfy

l

l

kk 


  сонда 2J  келесі 

түрде жазылады   k

k

k yyJ  


1

2

1


. Ол  ,0  интервалында  y  функ-

циясының интегралдық қосындысын білдіреді. l  кезде 
l

y


 

болғандықтан,  

       .cos
11

lim
00

2 


dxyfdydyyJ
l

  
 






 

       Нәтижесінде,       


dxyfdyyf  






cos
1

0

 ,                         (7.4) 

- Фурьенің интегралдық формуласы. 

 Ескерту - Егер (7.4) формуласын үзіліс нүктесінде қарастырсақ, онда 

ол мынадай түрде болады 

   
    


dxyfdy

xfxf










cos
1

2

00

0

                   (7.5) 

  ii ee 
2

1
cos  Эйлер формуласы көмегімен  (7.4) формула  

      


 defdyxf xiy 










2

1
                                 (7.6) 

- комплекс түрдегі Фурьенің интегралдық формуласы деп аталатын 

формула келпінде жазылады. Ал оң жағындағы интеграл - комплекс түрдегі 

Фурьенің интегралы делінеді.  
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 Фурье түрлендіруі 

 

 (7.5) формуласын келесі түрде жазамыз 

   










 


defdyexf iyiyx

2

1
                          (7.7) 

және айнымалы енгіземіз   

   
1

2

iyxF f x e dx








  .                              (7.8) 

 Бұдан 

   




 


 deFxf xi

2

1
.                               (7.9) 

 (7.8) өрнегі Фурье түрлендіруі, ал  (7.9) – Фурье кері түрлендіруі деп 

аталынады. (7.8) және (7.9) - Фурье түрлендіруі жұбы,  

       .,

1

xfFFxf






  

 Мысалы. Функцияның Фурье-бейнесін табу керек 

 












  .0если,

0, xесли,

xe

e
exf

x

x
x

 

 Шешуі. 

                     .
1

1

2

1

1

1

2

1

2

1
22 

 


















xxix
edxeeF  

 

 Фурье түрлендіруінің қасиеттері 

 

 1. Сызықтық.  

 Егер        ,f x F g x G   , онда        . GBFAxgBxfA 


 

 2. Ұқсастық.  

 Егер    Fxf


 ,  онда  

    
 

 












0. если,,
1-

0 если,/
1







F

F
xfFxf



 

 3. Фурье-бейненің туындысы.  

 Егер  ,)]([ FxfF  онда 

         ].[][


  nnnnnn FixfxFixfx  

 4. Анықталмаған интеграл.  
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 xf  -  xU  функциясының анықталмаған  интегралы (алғашқы образы) 

болсын, яғни     dxxUxf . Онда,  егер  


 uxU )]([ , то 

       


CU
i

dxxuxf  
1

][][  мұндағы   - Дирак функциясы және  

  ,1




 d  мұндағы C - тұрақты. 

 5. Ығысу.    Fxf


  болсын, онда    .][  Feaxf i  
 

 6. Экспонентаға көбейту, кешігу.    Fxf


  болсын, онда 

    .][ iaFxfe x  
 

 7. Түпнұсқасының туындысы. Егер    Fxf


 ,  
    nkxf k

x
,......,2,1,0lim 1 


,  онда         Fixf

nn


 , 

 8. Көп айнымалды функцияның түпнұсқасының туындысы. 

 Егер    yFyxf ., 


  және nkxyx kk

x
,1,0/),(lim 11  


, онда 

 
 

 
,

,
kn

kn
k

knk

n

dy

yFd
i

yx

yxf









 
  

 
   yFi

x

yxf n

n

n

,
,








. 

 

          Анықтама. Фурье түрлендіруінің    xgxf ,  функцияларының үйірткісі 

деп келесі функция  айтылады 

   




 .
2

1
* dyyxfyggf


 

 xf  және  xg  функцияларының үйірткісі симметриялы екендігін 

көрсету қиын емес, яғни  

.** fggf   

  9. Екі функцияның көбейтіндісінің түпнұсқасы.  

Егер  F  және  xG  функциялары   xf  және  xg  функциялары үшін 

сәйкес  Фурье-образдар болса, онда екі функцияның көбейтіндісінің 

түпнұсқасы үйірткі болады.  

       Дәлелдеуі. (7.8) формуласынан үйірткінің Фурье-бейнесі 

 
    .

2

1
*

2

1
*

2
dxdyygyxfedxgfgf igxxie

 



































 

 Алынған өрнекті түрлендірсек, 
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 
   

       ,
2

1

2

1
*

2










GFdyFeyg

dydxeyxfyggf

yi

ix





















 


















 

    *f g F G 


  өрнегін аламыз. Дәлелдеу керегі де осы. 

 

 Дәріс 8. Математикалық физиканың шектік есептерін 

интегралдық түрлендіру тәсілімен шешу. Шексіз ортадағы сызықты 

ағын туралы есептің шешуі 

 

 Дәріс мазмұны: математикалық физиканың шектік есептерін методом 

интегралдық түрлендіру тәсілімен шешу. Шексіз ортадағы сызықты ағын 

туралы есептің шешуі. 

 Дәріс мақсаты: математикалық физиканың шектік есептерін методом 

интегралдық түрлендіру тәсілімен шешуді үйрету. 

 

 Шексіз ортадағы сызықты ағын туралы есептің шешуі 

 

 Есеп 1. Бастауы жоқ шексіз ортадағы сызықты ағын туралы есепті 

шешу керек. 

 Математикалық модель.  

                                          xftxU
t


0

,                                                 (8.1) 

бастапқы шартымен  

                            
   2

2

2

, ,U x t U x t

t x


 


 
                                          (8.2) 

жылу өткізгіштік теңдеуін шешу керек. 

 (8.1)-(8.2) есебі Коши есебі делінеді. Есепті шешу үшін x  

айнымалысы бойынша жалпы Фурье түрлендіруін қолданамыз.  

       
~

, , ,U x t U t f x F 
 

   болсын. 

 Онда Фурье түрлендіруінің жалпы қасиеттері бойынша  

     
).,(

,
,

., ~
2

2

2
~

tU
x

txU

dt

tdU

t

txU












 

 

 Олай болса, (8.1)-(8.2) есебі Фурье-бейне жиынында (бейне 

жиынында) мынадай түрде болады 

 
~

2 2,
,

dU t
a u

dt






                                        (8.3) 

 
~

0

.
t

u F 


                                          (8.4) 
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 (8.3)  теңдеуі - қарапайым бірінші ретті тұрақты коэффициентті диф-

ференциалдық теңдеуді. Жалпы шешімі  
~

2 2expu c a t   өрнегімен 

анықталады. Бастапқы шарттан С тұрақтысын табамыз.  FC  . Олай бол-

са,      .exp, 22
~

taFtu    

Функцияның кері түрлендіруін табу қиын емес 

   tatG 22exp,   , ол  -      .4/exp2, 2212 taxtatxg 


 

   Сондықтан Фурье жалпы түрлендіруінің үйірткесінің қасиеттері 

көмегімен берілген математикалық модель шешімін жазуға болады 

            










dytyxgyftxUtGFtu ,
2

1
,,,

1~


   немесе  

      
,

4
exp2,

2

2
1

dy
ta

yx
tayftxU













 
 







                           (8.5) 

 мұндағы     











ta

x
tatx

2

2
1

4
exp2,   функциясы жылу өткізгіштік 

теңдеуінің фундаменталды шешімі деп аталады.  

 

 Жылу бастауы бар шексіз ортада жылудың сызықты ағыны 

туралы есептің шешуі 

 

 Есеп 2. Жылу бастауы бар шексіз ортада жылудың сызықты ағыны 

туралы есептің шешу керек. 

Шешуі.  

    Математикалық модель. Жылу өткізгіштік теңдеуін шешу 

   
 txF

x

txU
a

t

txU
,

,,
2

2
2 









                                 (8.6) 

бастапқы температуратураның таралуымен  

 xfu
t


0

                                         (8.7) 

берілген. 

Дәл сол сияқты 1 есепте  жалпы Фурье түрлендіруін қолданылады. 

           
~~~

,,,,,, fxftFtxFtutxu


  болсын. 

 Онда (8.6)-(8.7) есебі келесі түрде жазылады 

     ,,,
),( ~

0

~~~
22

~




futFtua
dt

tud

t




 

 мұндағы қарапайым бірінші ретті біртекті емес дифференциалдық 

теңдеудің жалпы шешімі келесі өрнекпен анықталады 
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        )exp,exp, 22

0

22
~

 daFctatu

t














  . 

 Ал С тұрақтысы бастапқы шарттан табылады  

   
~~~

0
fCfu

t


 . 

 Олай болса,  

          deFeftu ta

t

ta 


2222

,,
0

~~~

. 

 Кері Фурье түрлендіруін және оның үйірткі қасиеттерін  қолдансақ 

       

      
 

1

2 2

2
1

2

0

, 2 exp / 4

, 2 exp
4

t

U x t f y a t x y a t dy

x y
d F y a t dy

a t



   






 



   

 
   

 
 



 

 

немесе 

         
0

, , , , ,

t

U x t f y x y t dy d F y x y t dy    
 

 

        

 мұндағы  tx, - №1 есепте алынған фундаменталды шешім. 

        Айта кетелік, жалғыз интегралдық түрлендіруді ғана емес, қатар 

бірнеше тәсіл, яғни әрбір айнымалы бойынша тізбектей өз интегралдық 

түрлендіруін қолдану керек. Жиі Лаплас және Фурье түрлендіруін, Лаплас 

және Ханкель түрлендіруін қатар қолданады. 
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