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 1 Лекция №1. Введение. Теория погрешностей 

 

 Цель лекции: познакомить с видами погрешностей при вычислении 

приближенных значений величин. 

 

1.1. Введение 

Бурное развитие естественных наук потребовало пересмотреть 

сложившиеся взгляды решения некоторых задач. Математическое образование в 

настоящее время не может ограничиться традиционными разделами так 

называемого «классического анализа». Вычислительная техника наших дней 

представляет новые мощные средства для фактического выполнения счетной 

работы. Благодаря этому во многих случаях стало возможным отказаться от 

приближенной трактовки прикладных вопросов и перейти к решению задач в 

точной трактовке. 

Разумное использование современной вычислительной техники 

немыслимо без умелого применения методов приближенного и численного 

анализа. Этим объясняется чрезвычайно возросший интерес к численным 

методам. 

 Дисциплина «Численные методы» тесно связана со всеми разделами 

математики. Курс опирается на дисциплины: математический анализ, высшая 

алгебра и на некоторые разделы дифференциальных уравнений (обыкновенные 

дифференциальные уравнения, нелинейные дифференциальные уравнения 

второго порядка). 

 

1.2 Теория погрешностей 

Расчеты, как правило, производятся с приближенными значениями 

величин - приближенными числами. Уже исходные данные для расчета обычно 

даются с некоторыми погрешностями; в процессе расчета еще накапливаются 

погрешности от округления, от применения приближенных формул и т.п. 

 Разумная оценка погрешности при вычислениях позволяет указать 

оптимальное количество знаков, которые следует сохранять при расчетах, а 

также в окончательном результате.  

Погрешность приближенного числа а, то есть разность а-ао между ним и 

точным значением ао, обычно неизвестна. Под оценкой погрешности 

приближенного числа а понимают установление неравенства вида 

                   aaa  0 .           (1) 

 Число a  называется абсолютной погрешностью приближенного числа а 

(иногда употребляют термин «предельная абсолютная погрешность»). Это число 
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определяется неоднозначно: его можно увеличить. Обычно стараются указать 

возможно меньшее число a , удовлетворяющее неравенству (1).  

Абсолютные погрешности записывают не более чем с двумя-тремя 

значащими цифрами (при подсчете числа значащих цифр не учитывают нулей, 

стоящих слева; например, в числе 0,010030 имеется 5 значащих цифр). В 

приближенном числе а не следует сохранять те разряды, которые подвергаются 

округлению в его абсолютной погрешности a . 

 Относительной погрешностью a  приближенного числа а называется 

отношение его абсолютной погрешности a  к абсолютной величине числа а, то 

есть  

.0, 


 a
a

a
a       (2) 

Относительная погрешность обычно выражается в процентах, и ее принято 

записывать не более чем с двумя-тремя значащими цифрами (знаками).  

 Иногда под относительной погрешностью понимают отношение 
0a

a , где 

0a  - точное (но неизвестное!) значение числа; если относительная погрешность 

числа а не превышает 5%, то различие между отношениями 
0a

a  и 
a

a  

сказывается только на втором знаке погрешности, что не существенно.  

 Во многих технических приложениях принято характеризовать точность 

приближенных чисел их относительной погрешностью.  

Относительная погрешность приближенного числа связана с количеством 

его верных знаков. Количество верных знаков числа отсчитывается от первой 

значащей цифры числа до первой значащей цифры его абсолютной погрешности. 

 

2 Лекция №2. Приближенное решение алгебраических и 

трансцендентных уравнений 

 

 Цель лекции: познакомить с графическим методом и методом деления 

отрезка пополам для приближенного решения алгебраических и 

трансцендентных уравнений. 

 

2.1 Постановка задачи 

Если трансцендентное уравнение достаточно сложное, то возникают 

сложности при нахождении точного корня данного уравнения. В таких случаях 

повышается важность использования приближенных методов для нахождения 

корней и оценка их точности.  
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 Пусть дано алгебраическое или трансцендентное уравнение вида 

                      ,0xf                           (1) 

 где  xf функция, определенная и непрерывная на некотором 

промежутке.  

 В некоторых случаях на функцию  xf  могут быть наложены 

дополнительные ограничения, например, непрерывность первой и второй 

производных, что специально оговаривается. Требуется найти корни уравнения 

(1), то есть числа ,...,, *
2

*
1 xx  которые путем подстановки их в (1) превращают 

уравнение в верное числовое равенство. Числа ,..., *
2

*
1 xx  называются также 

нулями функция  xf . 

Отделением корней из области определения (а,b) функции )(xf  

называется отрезок ],[  , которому принадлежит единственный корень 

уравнения (1). 

Теорема. Если функция )(xf , определяющая уравнение   ,0xf  на 

концах отрезка  ii ba ,  принимает значения разных знаков, то есть  

    ,0 ii bfaf                  (2) 

то на этом отрезке содержится, по крайней мере, один корень уравнения. Если 

же )(xf  непрерывна и дифференцируема и ее первая производная сохраняет 

знак внутри отрезка  ii ba , , то на этом отрезке находится только один корень *
1x  

уравнения. 

 В вычислительной практике обычно используются следующие способы 

отделения корней: 

 - средствами математического анализа с помощью исследования функций 

и построения графиков; 

 - формированием простых функций )(1 xf  и )(2 xf  таких, что получается 

равносильное уравнение в виде     ,021  xfxf  и дальнейшим построением 

графиков этих функций.  

Теорема. Пусть 
*x  – точный, а 

*x  – приближенный корень уравнения 

0)( xf  на отрезке   , , и выполняется условие   01  mxf  при 

  x . Тогда справедлива следующая оценка: 

        
 

1

*

**

m

xf
xx  .                                            (3) 
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2.2 Графический метод 

На практике часто бывает выгодно уравнение (1) заменить равносильным 

ему уравнением (уравнения равносильны, если имеют одинаковые корни): 

                            ,021  xfxf                                          (4) 

 где функции    xfxf 21 , более простые, чем функция  xf .  

Тогда при задании уравнения в виде (1) нулями функции  xf  являются 

точки пересечения  xf  с осью Ox , а при задании в виде (4) – абсциссы точек 

пересечения функций  xf1 и  xf2 . 

 

Алгоритм графического метода: 

- заменить уравнение (1) эквивалентным уравнением )()( 21 xfxf  , где 

функции    xfxf 21 ,  более простые, чем функция )(xf ; 

- построить графики функций  xfy 1  и  xfy 2 ; 

- определить точки пересечения графиков функций с осью абсцисс; 

- если найденные значения абсцисс удовлетворяют уравнению (2), то эти 

значения есть корни уравнения (1), иначе возвращаемся к пункту 3. 

Пример. Найти интервал, которому принадлежат корни уравнения 

02,03  хх . 

Решение: а) запишем заданное уравнение в виде 2,03  хх , то есть 

2,0)(,)( 2

3

1  xxfxxf ; 

б) построим графики этих функций  (рисунок 1); 

 
Рисунок 1 

 

в) определим точки пересечения графиков функций с осью абсцисс: корень 

уравнения лежит в интервале ]1,1;1[x ; 

г) проверим выполнение условия (2): 0)1()(  faf , 0)1,1()(  fbf , то 

есть 0)1,1()1()()(  ffbfaf . 

Ответ: ]1,1;1[x . 
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2.3 Метод деления отрезка пополам 

Пусть задано уравнение (1), функция )(xf  непрерывна на отрезке [а,b], и 

выполнено неравенство (2). Для нахождения корня уравнения (1), лежащего на 

отрезке [а,b], разделим этот отрезок пополам. 

Если 0
2








  ba
f , то 

2
1

ba
x


  является корнем уравнения (1). 

Если   0
2








 


ba
faf , то рассмотрим отрезок 







 

2
,

ba
a  иначе 

рассмотрим отрезок 




 
b

ba
,

2
.  

Далее рассмотрим отрезок [a1,b1], где 
2

, 11

ba
baa


  или 

bb
ba

a 


 11 ,
2

. Этот отрезок также делим пополам. Таким образом, на 

некотором шаге либо найдем точный корень уравнения (1), либо получим 

бесконечную последовательность       ...,,....,,,,, 2211 nn bababa  вложенных друг 

в друга отрезков. Процесс итерации прекращается при выполнении условия 

nixx ii ...,,2,1,1    .                                     (5) 

Оценка погрешности решения имеет вид: 

 aba
nn 

2

1
0  . 

Пример. Найти решение уравнения 02,0)( 3  xxxf  на отрезке 

[1;1,1] методом деления отрезка пополам с точностью 01,0 .  

Решение:   

1 шаг. Пусть a=1;  b=1,1, тогда 05,1
2

1 



ba

x      01  faf , 

  005,1
2








 
f

ba
f , 

то есть неравенство (2) не выполнено, поэтому рассмотрим отрезок 

 1,1;05,1,
2








 
b

ba
. 
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2 шаг. Имеем a1=1,05 и b1=1,1, тогда 075,1
2

11
2 




ba
x ; 

    005,11  faf ,               0075,1
2

11
21 







 
 f

ba
fxfbf , 

то есть неравенство (2) не выполнено. Проверим выполнение условия (5) 

 025,005,1075,112 xx . 

Условие (5) не выполнено, поэтому продолжим процесс и рассмотрим 

отрезок    1,1;075,1;
2

, 1
11

12 






 
 b

ba
bx . 

3 шаг. ,1,1;075,1
2

2
11

2 


 b
ba

a  тогда 0875,1
2

22
3 




ba
x ; 

    0075,12  faf ,                00875,132  fxfbf . 

 Проверим выполнение условия (5):  

 0125,0075,10875,123 xx . 

 Так как оно не выполнено, рассмотрим отрезок    1,1;0875,1, 23 bx . 

4 шаг. 1,1;0875,1 33  ba , тогда 09375,1
2

33
4 




ba
x ; 

    00875,13  faf ,                009375,143  fxfbf . 

 Условие (2) выполнено, так как выполнено и условие (5)  

 00625,00875,109375,134 xx , 

то решение имеет вид 09375,14  хx . 

Ответ: 09375,14  хx . 

 

3 Лекция №3. Метод хорд. Метод касательных (Ньютона) 

 

 Цель лекции: познакомить с методами хорд и касательных для 

приближенного решения алгебраических и трансцендентных уравнений. 

 

 3.1 Метод хорд 

Геометрически метод хорд эквивалентен замене кривой  xfy   хордой, 

проходящей через точки  )(, afaA  и  )(, bfbB  (рисунок 2). 
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Рисунок 2 

 

Уравнение хорды АВ это уравнение прямой, проходящей через точки 

 )(, afaA  и  )(, bfbB . Оно имеет вид 

 
   

.
afbf

afy

ab

ax









 

 Полагая 1xx   и ,0y  получаем 

 
   

 .1 ab
afbf

af
ax 


  

 В первом случае остается неподвижным конец а, а во втором случае - b. 

Пусть требуется на отрезке [a,b] с заданной точностью найти решение 

уравнения 0)( xf . Рассмотрим два случая 

а)  0)(,0)(  bfaf ;  б)  0)(,0)(  bfaf . 

В первом случае для нахождения значения 2,0),( 000  yxhfy  найдем 

точки пересечения хорды, проходящей через точки А(a, f(а)) и В(b, f(b)), и оси Ох 

применим формулу: 

 
   

 n

n

n
nn xb

xfbf

xf
xx 


1 .                       (1) 

Во втором случае, полагая bx 0 , применим формулу 

 
   

 ax
afxf

af
ax n

n

n 


1 .                       (2) 

Если обозначим точное решение уравнения 0)( xf  на отрезке [a,b] через 
*x , а через   - приближенное решение, найденное методом хорд, то 

погрешность имеет вид: 

   

 

 

  3,

*

max
2 xf

xfbfaf
x

ba 





 . 
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Процесс итерации продолжается до тех пор, пока 

...,3,2,1,1  nxx nn                 (3) 

 где 0  малая положительная величина. 

 Пример. Методом хорд найти корень уравнения 0424  xx , лежащий 

на отрезке [1; 1,7], с точностью 010, . 

Решение: так как 05)1( f  и 0952,0)7,1( f , то имеем первый 

случай, используем формулу (1). 

1-шаг. Рассмотрим отрезок [1; 1,7]:  

   
   

588,1
17,1

117,1
11 






ff

f
x . 

 Условие (3) не выполнено  

 588,01588,101 xx    и     0817,0588,1 f . 

2-шаг. Теперь рассмотрим отрезок [1,588; 1,7]:  

   
   

639,1
588,17,1

588,1588,17,1
588,12 






ff

f
x . 

 Условие (3) не выполнено  

 51,0588,1639,112 xx    и     0051,0639,1 f . 

3-шаг. Рассмотрим отрезок [1,639; 1,7]: 

   
   

642,1
639,17,1

639,1639,17,1
639,13 






ff

f
x . 

 Условие (3) выполнено  

 003,0639,1642,123 xx , 

но    0016,0642,1 f , поэтому продолжим процесс итерации 

4-шаг. Рассмотрим отрезок [1,642; 1,7]: 

   
   

.643,1
642,17,1

642,1642,17,1
642,14 






ff

f
x  

 Условие (3) выполнено  

 001,0642,1643,134 xx ,  причем   0004,0643,1 f . 

Ответ: .64,14  хx  

 

3.2 Метод касательных (Ньютона) 

Метод Ньютона (метод касательных или метод линеаризации) является 

одним из наиболее популярных численных методов. Он быстро сходится (имеет 

квадратичную сходимость) и допускает различные модификации, 

приспособленные для решения векторных задач и сеточных уравнений. Однако 



 14 

этот метод эффективен при весьма жестких ограничениях на характер функции 

 xf : 

- существование второй производной функции  xf  на множестве 

 bxaG  ; 

- удовлетворение первой производной условию   0 xf  для всех ;Gx  

- знакопостоянство    xfxf  ,  для всех .Gx  

 Поэтому этот метод желательно использовать совместно с другими 

методами, например, с методом половинного деления, чтобы достигнуть 

диапазона ,
~~ bxa   где указанные условия начинают выполняться. 

Геометрическая интерпретация метода касательных (Ньютона) состоит в 

следующем. Задается начальное приближение .0x  

 Далее проводится касательная к кривой  xfy   в точке 0x  (рисунок 3), 

то есть кривая заменяется прямой линией.  

В качестве следующего приближения выбирается точка пересечения этой 

касательной с осью абсцисс. Процесс построения касательных и нахождения 

точек пересечения с осью абсцисс повторяется до тех пор, пока приращение не 

станет меньше заданной величины  . 

 
Рисунок 3 

 

 Получим расчетную формулу метода касательных (Ньютона). Вместо 

участка кривой ВС (точка С соответствует 
*x ) возьмем участок АВ - 

касательную, проведенную в точке  .)(, 00 xfx  Для этого отрезка справедливо 

конечное соотношение: 

  ,
0)(

0

10

0 tgxf
xx

xf





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 где   – угол наклона касательной в точке  )(, 00 xfx  к оси абсцисс. 

 Разрешая это соотношение относительно ,1x  получаем 

.
)(

)(

0

0
01

xf

xf
xx


  

 Повторяя процесс, находим общую формулу: 

         ...,2,1,0,
)(

)(
1 


 k

xf

xf
xx

k

k
kk                 (4) 

 Теорема (о достаточных условиях сходимости метода касательных). С 

помощью метода касательных (Ньютона) можно вычислить корень уравнения 

  0xf  с любой точностью, если выполняются следующие условия: 

- функция  xf  определена и дважды дифференцируема на  ba, ; 

- отрезку  ba,  принадлежит только один простой корень ,*x так что 

    0 bfaf ; 

- производные    xfxf  ,  на  ba,  сохраняют знак и   0 xf ; 

- знаки функций  xf  и  xf   в точке 0x  совпадают, то есть начальное 

приближение 0x  удовлетворяет неравенству 0)()( 00  xfxf . 

Оценка погрешности имеет вид 

  
 

 

  3,

2

*

max
2 xf

xff
x

ba 





 , 

 где х
*
 - точное значение корня; 

                  - приближенное значение корня. 

Пример. Методом касательных (Ньютона) на отрезке [1; 1,7] найти с 

точностью 001,0  решение уравнения 0424  xx . 

Решение: Обозначим 42)( 4  xxxf  и найдем производные 

  24 3  xxf ,   212xxf  , 

где f(1,7)=0,952>0 и   07,1 f .  

Тогда за начальное приближение возьмем 7,10  bx .  

1-шаг.    
 
 

646,1
652,17

952,0
7,1

0

0
01 




xf

xf
xx . 

2- шаг.    
 
 

643,1
838,15

048,0
646,1

1

1
12 




xf

xf
xx . 

Условие (3) не выполнено: 

 003,0646,1643,112 xx . 
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3- шаг.    
 
 

6427,1
740,15

004,0
643,1

2

2
23 




xf

xf
xx .  

Условие (3) выполнено:  

 0003,0643,16427,123 xx . 

 Ответ: 643,13  xx . 

 

4 Лекция №4. Приближенные методы решения систем линейных 

алгебраических уравнений 

 

 Цель лекции: познакомить с методами Гаусса и Зейделя для 

приближенного решения систем линейных алгебраических уравнений  

 

4.1 Метод Гаусса 

Наиболее распространенным методам решения система линейных 

алгебраических уравнений является метод Гаусса, в основе которого лежит идея 

последовательного исключения неизвестных. Существуют различные 

вычислительные схемы, реализующие этот метод. Рассмотрим одну из них – 

схему единственного деления. 

 Для простоты ограничимся рассмотрением системы четырех уравнений с 

четырьмя неизвестными 





















.

,

,

,

45444343242141

35434333232131

25424323222121

15414313212111

àõàõàõàõà

àõàõàõàõà

àõàõàõàõà

àõàõàõàõà

     (1) 

Пусть 011 а  (ведущий элемент). Разделив первое уравнение системы (1) 

на 11а , получим  

,154143132121 bxbxbxbх                 (2) 

 где    )5,4,3,2(
1

1

1  j
a

a
b

j

j

j . 

 Пользуясь уравнением (2), можно исключить неизвестное 1x  из второго, 

третьего и четвертого уравнений системы (1). Для этого надо умножить 

уравнение (2) на 413121 ,, aaа  и вычесть результаты соответственно из второго, 

третьего и четвертого уравнений системы. 

 В результате получим систему из трех уравнений: 
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













.

,

,

45
)1(

444
)1(

343
)1(

242
)1(

35
)1(

434
)1(

333
)1(

232
)1(

25
)1(

424
)1(

323
)1(

222
)1(

ахахаха

ахахаха

ахахаха

,   (3) 

 где коэффициенты 
)1(

ija  вычисляются по формуле 

)5,4,3,2;4,3,2(,11

)1(  jibaaa jiijij .   (4) 

 Далее первое уравнение системы (3) делим на 
)1(

22a , получим  

,)1(

254

)1(

243

)1(

232 bxbxbx        (5) 

 где    ).5,4,3(
)1(

22

)1(

2)1(

2  j
a

a
b

j

j  

 Исключая теперь 2х  так же, как мы исключали 1x , получим систему 

уравнений 











,

,

)2(

454

)2(

443

)2(

43

)2(

354

)2(

343

)2(

33

ахаха

ахаха
,       (6) 

 где     

)5,4,3;4,3(,)1(

2

)1(

2

)1()1(  jibaaa jiijij .     (7) 

 Разделив первое уравнение системы (6) на 
)2(

33a , получим  

,)2(

354

)2(

343 bxbx                   (8) 

 где    ).5,4(
)2(

33

)2(

3)2(

3  j
a

a
b

j

j  

С помощью этого уравнения исключим 3х  из второго уравнения системы 

(6) и получим уравнение  

,)3(

454

)3(

44 bxb   

 где  

).5,4()2(

3

)2(

43

)2(

4

)3(

4  jbaaa jjj               (9) 

 Таким образом, систему (1) мы привели к эквивалентной системе с 

треугольной матрицей 





















,

,

,

,

)3(

454

)3(

44

)2(

354

)2(

343

)1(

25

)1(

243

)1(

232

154143132121

axa

bxbx

bbxbx

bxbxbxbx

,            (10) 
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откуда последовательно находим  















.

,

,,/

212313414151

3

)1(

234

)1(

24

)1(

252

4

)2(

34

)2(

353

)3(

44

)3(

454

xbxbxbbx

xbxbbx

xbbxaax

 .   (11) 

 Итак, решение системы распадается на два этапа: 

 а) прямой ход - приведение системы (1) к треугольному виду (10); 

 б) обратный ход - определение неизвестных по формулам (11). 

Очевидно, рассмотренный метод применим лишь при условии, что 

«ведущий элемент» отличен от нуля. Если же какой–либо из них обращается в 

нуль, то в соответствующей системе достаточно провести перестановку 

уравнений с тем, чтобы сделать «ведущий элемент» отличным от нуля 

(разумеется, в предположении, что матрица А неособенная). 

 Число N арифметических операций, необходимых для реализации метода 

Гаусса, определяется формулой: 

),1(
3

)2)(1(2



 nn

nnn
N  

 где п- число неизвестных. 

 Таким образом, число арифметических операций при решении системы 

линейных алгебраических уравнений методам Гаусса, примерно 

пропорционально кубу числа неизвестных. 

 

 4.2 Метод Зейделя 

Метод Зейделя заключается в том, что при вычислении (k+1)–го 

приближения неизвестного iх  при i>1 используются уже вычисленные ранее 

(k+1) приближение неизвестных .,...,, 121 ixxx  Таким образом, для системы (1) 

вычисления по методу Зейделя ведутся по формулам 





























....

...................................................................

,...

,...

)()1(
11,

)1(
22

)1(
11

)1(

2
)(

2
)(

222
)1(

121
)1(

2

1
)(

1
)(

212
)(

111
1(

1

n
K

nnn
k

nnn
k

n
k

n

k
n

k
nn

kkk

k
nn

kkk

fxcxcxcxcx

fxcxcxcx

fxcxcxcx

       (12) 

 Условия сходимости для метода простой интеграции остаются верными и 

для метода Зейделя. Обычно метод Зейделя дает лучшую сходимость, чем  метод 

простой интеграции, хотя это бывает не всегда. Кроме того, метод Зейделя 

может оказаться более удобным при программировании, так как при вычислении 
)1( k

ix  нет необходимости хранить значения 
)(

1

)(

1 ,..., k

i

k xx  . 
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 Рекомендации к применению метода Зейделя остаются теми же, что и для 

метода простой интеграции. 

 

 5 Лекция №5. Точные методы решения систем линейных 

алгебраических уравнений 

 

 Цель лекции: познакомить с метод квадратных корней для точного 

решения систем линейных алгебраических уравнений. 

 

5.1 Метод квадратных корней 

Метод квадратных корней используется для решения линейной системы 
bAx  ,                                   (1) 

у которой матрица А симметрическая, то есть jiij aa      (i, j=1,2, …,n). 

Метод квадратных корней является более экономным и удобным по 

сравнению с методами решения систем общего вида, рассмотренными ранее.  

 Решение системы осуществляется в два этапа. 

Прямой ход. Представим матрицу А в виде произведения двух взаимно 

транспонированных треугольных матриц:  

                                TTA  ,                              (2) 

где 

                                























nn

n

n

t

tt

ttt

Т

...00

...............

...0

...

222

11211

;             























nnnn ttt

tt

t

T

...

.............

0...

0...0

21

2212

11

. 

 

 Перемножая матрицы Т и Т   и приравнивая к матрице А, получим 

следующие формулы для определения ijt :  

    )1(
11

1

1.1111  j
t

a
tat

j

j
; 

)1(
1

1

2 nitat
i

k

kiiiii  




;                                                      (3) 

    ji
t

tta

t
ij

i

k
k jk iij

ij 









1

1 ; 

    ).(,0 jitij   
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После того, как матрица Т найдена, систему (1) заменяем двумя 

эквивалентными ей системами с треугольными матрицами 

                yxTbyT  , .                                                          (4) 

Обратный ход. Записываем в развернутом виде системы (4): 



















....

...........................

;

;

2211

2222112

1111

nnnnnn bytytyt

bytyt

byt

     (5) 

 



















.

....................................

;....

;...

22222

1122111

nnnn

nn

nnn

yxt

yxtxt

yxtxtxt

     (6) 

 Отсюда последовательно находим  

,
11

1
1

t

b
y                    ),1(

1

1 







 i
t

ytb

y
ii

i

k
kk ii

i            (7) 

,
nn

n
n

t

y
x              )(1 ni

t

xty

x
ii

n

ik

kiki

i 






 .         (8) 

 

 При вычислениях применяется обычный контроль с помощью сумм, 

причем при составлении суммы учитывается все коэффициенты 

соответствующей строки. 

 Заметим, что при действительных ija  могут получиться чисто мнимые ijt . 

 Метод применим и в этом случае.  

 Метод квадратных корней дает большой выигрыш во времени по 

сравнению с рассмотренными ранее методами, так как, во-первых, существенно 

уменьшает число умножений и делений (почта в два раза больше для больших 

n), во-вторых, позволяет накапливать сумму произведений без записи 

промежуточных результатов. 

 

6 Лекция №6 Интерполирование функций 

 

Цель лекции: познакомить с постановкой задачи интерполирования в 

общем виде, первой и второй интерполяционными формулами Ньютона для 

случая равноотстоящих узлов. 
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6.1 Постановка задачи интерполирования 

Пусть функция )(xfy   задана в виде: 

).(,...),(),( 1100 nn xfyxfyxfy   

Задача интерполирования ставится обычно в следующей форме: найти 

многочлен )()( xPxP n  степени не выше n, значения которого в точках 

)...,,2,1,0( nixi   совпадает со значениями данной функции, то есть .)( ii yxP   

 Геометрически это означает, что нужно найти алгебраическую кривую 

вида ,...1

10 n

nn axaxay  
 проходящую через заданную систему точек 

)...,,1,0(),( niyxM iii  . 

В такой постановке задача интерполирования называется параболической. 

 Многочлен )(xP  называется интерполяционным многочленом. Точки 

),...,0( nixi   называются узлами интерполяции.  

 Известно, что в указанной постановке задача интерполирования всегда 

имеет единственное решение. Интерполяционные формулы обычно 

используются при нахождении неизвестных значений )(xf  для промежуточных 

значений аргумента. При этом различают интерполирование в узком смысле, 

когда х находится между 0х  и nх , и экстраполирование, когда х находится вне 

отрезка ],[ 0 nxx .  

 При оценке погрешности результатов должны учитываться как 

погрешности метода интерполяции (остаточный член), так и погрешности 

округления при вычислениях.  

 

6.2 Интерполирование для случая равноотстоящих узлов. Первая и 

вторая интерполяционная формулы Ньютона 

 

Узлы интерполяции называются равноотстоящими, если  

consthxxx iii 1   (i=0,1,…,n-1). 

Конечными разностями функции y=f(x) называются разности вида: 

- iii yyy  1  - конечные разности первого порядка; 

- iii yyy  1

2
 - конечные разности второго порядка; 

-  -  -  -  -  -  -  -  -  - 

- i

k

i

k

i

k yyy 1

1

1 



   - конечные разности k-го порядка. 

 Ниже дается горизонтальная таблица конечных разностей при n=5, 

(таблица 1). 

Первая интерполяционная формула Ньютона имеет вид:  
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,
!

)1)...(1(
...

!2

)1(
)()( 00

2

00 y
n

nqqq
y

qq
yqyxPxy n

n 





      (1) 

 где    
h

xx
q 0
 .  

Заметим, что в формуле используется верхняя горизонтальная строка 

таблицы разностей. В таблице 1 элементы этой строки подчеркнуты. Остаточный 

член )(xRn  формулы (1) имеет вид  

),(
)!1(

))...(1(
)( )1(1 




 nn

n f
n

nqqq
hxR                        (2) 

 где   - некоторая внутренняя точка наименьшего промежутка, 

содержащего все узлы )...,,1,0( nixi   и точку х.  

 

 Таблица 1 - Горизонтальная таблица конечных разностей 

x y y  y2
 

y3
 

y4
 

 

0x  

1x  

2x  

3x  

4x  

5x  

0y  

1y  

2y  

3y  

4y  

5y  

0y  0
2 y

 0
3 y

 0
4 y

 

1y  

2y  

3y  

4y  
 

1
2 y

 

2
2 y

 

3
2 y

 

1
3 y

 

2
3 y

 

1
4 y

 

 

 При наличии дополнительного узла 1nx  на практике пользуются более 

удобной приближенной формулой 

).)...(1(
)!1(

)( 0

1

nqqq
n

y
xR

т

n 







              (3) 

 Последняя формула полезна, например, в случае эмперически заданных 

функций. Число n желательно выбирать так, чтобы разности i

n y  были 

практически постоянными. 

 Формула (1) используются для интерполирования и экстраполирования в 

точках х, близких к началу таблицы 0х .  

 При n=1 и n=2 из формулы (1) получаем частные случаи:  

- линейная интерполяция 

00)( yqyxy  ;                 (4) 

- квадратичная интерполяция  
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0

2

00
!2

)1(
)( y

qq
yqyxy 


 .              (5) 

 

7 Лекция №7  Приближенное вычисление интегралов 

 

Цель лекции: познакомить с квадратурными формулами с 

равноотстоящими узлами для приближенного вычисления интегралов. 

 

7.1 Квадратурные формулы с равноотстоящими узлами 

Заменяя подынтегральную функцию каким-либо интерполяционным 

многочленом, мы получаем квадратурные формулы вида 

  


b

a

n

k
kk RxfAdxxf

0

)()( ,     ( 1) 

 где kx -выбранные узлы интерполяции;  

kA  )...,,1,0( nk   - коэффициенты, зависящие только от выбора узлов, 

но не от вида функции;  

R - остаточный член, или погрешность квадратурной формулы.  

Отбрасывая остаточный член R, мы совершаем погрешность усечения. При 

расчете к ней еще добавляются различные погрешности округления. 

 Разобьем отрезок интегрирования [a,b] на n на равных частей системой 

точек  

ihxxi  0    ),...,,1,0( ni   

ax 0 , bxn  , 
n

ab
h


 , 

и вычислим подынтегральную функцию в полученных узлах  

)( ii xfy     )....,,1,0( ni   

 Квадратурные формулы для равноотстоящих узлов называются формулами 

Ньютона - Котеса. Формулы Ньютона - Котеса различаются степенями 

использованных интерполяционных многочленов. Чтобы не иметь дело с 

многочленами высоких степеней, обычно разбивают промежуток 

интегрирования на отдельные участки, применяют формулы Ньютона - Котеса с 

невысокими степенями на каждом участке и потом складывают полученные 

результаты (что дает так называемые составные формулы). Наиболее простые из 

формул такого типа приведены ниже. 

Формулы трапеций  

 










 

b

a

n
n yyy

yy
hdxxf 121

0 ...
2

)( ,              (2) 
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 где )( ii xfy    )....,,1,0( ni   

 Остаточный член имеет вид 

)(
12

)(
)(

12

23

1  f
hab

f
nh

R 


 ,         ba   . 

 Формула трапеций дает точное значение интеграла, когда подынтегральное 

функция )(xf  линейна, так как тогда 0)(  xf . 

Формула Симпсона (формула парабол): 

  
b

a

mmm yyyyyyyy
h

dxxf )]...(4)...(2[
3

)( 1231224220 ,   (3) 

 где    
m

ab

n

ab
h

2





 . 

 Остаточный член имеет вид 

)(
180

)(
)(

90

)4(
4

)4(
5

2  f
hab

f
mh

R


 ,       ba   . 

 Формула Симпсона является точной для многочленов до третьей степени 

включительно, так как в этом случае 0)()4( xf . 

 Заметим, что в формуле Симпсона число узлов обязательно нечетное, то 

есть  n четное, n=2m. 

Формула Ньютона (правило трех восьмых):  

),...(3

)...(2(
8

3
)(

13235421

336330









mm

b

à

mm

óyyyyy

yyyyy
h

dxxf
                 (4) 

 где   
m

ab

n

ab
h

3





 . 

Остаточный член имеет вид  

)(
80

)(
)(

80

3 )4(
4

)4(
5

3  f
hab

f
mh

R


 ,    ba   . 

Заметим, что в формуле (4) число узлов обязательно равно 13 m , то есть 
mn 3 . 

 Если функция )(xfy   задана таблично и ее производные найти 

затруднительно, то в предложении отсутствия быстро колеблющихся 

составляющих можно применять приближенные формулы для погрешностей, 

выраженные через конечные разности: 

y
ab

R 2

1
12




 ;       (5) 
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y
ab

R 4

2
180




 ;       (6) 

y
ab

R 4

3
80




 ;       (7) 

 где под yy 42 ,   подразумевается арифметическое среднее значение 

разностей соответствующего порядка. 

 Пример. Вычислить интеграл dxe x




1

0

2

 по формуле трапеций при n=10 и 

оценить погрешность вычислений. 

 Решение: оценим сначала остаточный член. Для этого найдем вторую 

производную функции 
2xey  : 

2

)12(2 2 xexy  . 

 На отрезке [0; 1] абсолютная величина второй производной )(xy   имеет 

наибольшее значение при x=0. Таким образом, имеем  

002,0
12

)1,0(2

12

)(max 2
2

1 





 hab
xy

R . 

 Чтобы погрешности округления не испортили точность результата, будем 

вести вычисления с одним запасным знаком, то есть с четырьмя знаками после 

запятой. Составим таблицу значений подынтегральной функции (таблица 2). 

 

 Таблица 2 - Значения функции 
2xey   

i 
ix
 

2
ix

 
iy
 

i 
ix
 

2
ix

 
iy
 

 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0 

0,01 

0,04 

0,09 

0,16 

0,25 

1,0000 

0,9900 

0,9608 

0,9139 

0,8521 

0,7788 

6 

7 

8 

9 

10 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

0,36 

0,49 

0,64 

0,81 

1,00 

0,6977 

0,6126 

0,5273 

0,4449 

0,3679 

4620,7)(
2

1 9

1
100  

i
iyyy . 

 

По формуле трапеций получим 

7462,04620,71,0
1

0

2


 dxe x

. 
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 Окончательно ответ округляем до трех знаков: 

746,0
1

0

2


 dxe x

. 

 

8 Лекция №8 Приближенное решение обыкновенных 

дифференциальных уравнений 

 

Цель лекции: познакомить с постановкой задачи Коши, методами 

последовательных приближений, Эйлера, Рунге-Кутта для приближенного 

решения обыкновенных дифференциальных уравнений. 

 

8.1 Задача Коши. Общие замечания 

Задача Коши для дифференциального уравнения n-го порядка 
    1,...,,,  nn yyyxfy ,               (1) 

заключается в отыскании функции )(xyy  , удовлетворяющей этому уравнению 

и начальным условиям  

 

 

    
,

............

,

,

1

00

1

00

00

 





nn yxy

yxy

yxy

               (2) 

 где  
 1

0000 ....,,,



n

yyyx  - заданные числа.  

Задача Коши для системы дифференциальных  уравнений 

 

 

 






















nn

n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

,...,,,

.......................................

,,...,,

,,..,,,

21

2,12
2

211
1

              (3) 

заключается в отыскании функции nyyy ....,, 21 , удовлетворяющих этой системе 

и начальным условиям 

 

 

  .

............

,

,

00

2002

1001

nn yxy

yxy

yxy







                (4) 
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Систему, содержащую производные высших порядков и разрешенную 

относительно старших производных искомых функций, путем введения новых 

неизвестных функций можно привести к виду (3). В частности, 

дифференциальное уравнение n-го порядка  
    1,...,,,  nn yyyxfy , 

приводится к виду (3)  с помощью замены  

 ,

.........

,

,

1

1

2

1



 





n

n yy

yy

yy

 

что дает следующую систему: 

 .,...,,,

,

....................

,

,

121
1

1
2

,2
1

1















n
n

n
n

yyyxf
dx

dy

y
dx

dy

y
dx

dy

y
dx

dy

 

Если удается найти общее решение уравнения (1) или системы (3), то 

задача Коши сводится к отысканию значений произвольных постоянных. Но 

найти общее решение задачи Коши удается в редких случаях; чаще всего 

приходится решать задачу Коши приближенно. 

Приближенные методы в зависимости от формы, в которой они 

представляют решение, можно разделить на две группы:  

1) Аналитические методы, дающие приближенное решение 

дифференциального уравнения в виде аналитического выражения.  

2) Численные методы, дающие приближенное решение в виде таблицы. В 

дальнейшем изложении предполагается, что рассматриваемых уравнениях 

выполнены условия существования и единственности решения.  

 

8.2 Метод последовательных приближений 

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения первого 

порядка 

),(' yxfy  ,       (5) 
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c начальным условием  

00 )( ухy  .       (6) 

 Метод последовательных приближений состоит в том, что решение у(х) 

получают как предел последовательности функции )(хyn , которые находятся по 

рекуррентной формуле  

.))(,()( 10

0

dxxyxfухy n

х

х

п        (7) 

Известно, что если правая часть ),( yxf  в некотором замкнутом 

прямоугольнике  byyaxxR  00 ,  удовлетворяет условию Липшица по 

у: 

,,),(),( 2121 constNyyNyxfyxf     (8) 

то независимо от выбора начальной функции последовательные приближения 

)(хyп  сходится на некотором отрезке ],[ 00 hхх   к решению задачи (5)-(6). 

 Если ),( yxf  непрерывна в прямоугольнике R, то оценка погрешности 

приближенного решения )(хyп  на отрезка ],[ 00 hхх   дается неравенством  

,
)!1(

)(
)()(

1

0








n

xx
MNxyxy

n
n

nп    (9) 

 где ),(max
),(

yxfM
Ryx 

 , а число h определяется из условия  











M

b
ah ,min .              (10) 

 В качестве начального приближения )(0 хy  можно взять любую функцию, 

достаточно близкую к точному решению. Иногда, например, выгодно в качестве  

)(0 хy  брать приближенное решение уравнения (5), полученное в виде частичной 

суммы степенного ряда. 

Замечание. Метод последовательных приближений применим и для 

решения системы дифференциальных уравнений, а также для решения 

дифференциального уравнения п-го порядка, если его записать в виде системы. 

 Известно, что для разложения решения дифференциального уравнения в 

степенной ряд требование аналитичности правой части не обязательно. Поэтому 

областью применения метода последовательных приближения является, вообще 

говоря, более широкой: он применим и в тех случаях, когда разложение решения 

дифференциального уравнения в степенной ряд невозможно. Однако 

недостатком метода последовательных приближений является необходимость 

вычисления громоздких интегралов. 
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 Пример. Для уравнения 
22' yxy   с начальным условием у(0)=0 найти 

три последовательных приближения решения. 

 Решение. Учитывая начальное условие, заменим заданное уравнение 

интегральным  

.)()( 22

0

dxуххy
х

   

В качестве начального приближения возьмем 0)(0 хy . Первое 

приближение находим по формуле  

 
хх x

dxхdxхуххy
0

3
22

0

2

0

1 .
3

))(()(  

Аналогично получаем второе и третье приближения: 

 
хх xx

dx
x

хdxуххy
0

736
22

1

2

0

2 ,
633

)
9

()()(  

 

.
535590792

2

633

)
9693189

2

9
()()(

151173

0

14
10

6
22

2

2

0

3

хххх

dx
х

х
x

хdxуххy
хх



 
 

Оценим погрешность последнего приближения по формуле (9). Так как 

функция 
22),( yxyxf   определена и непрерывна во всей плоскости, то в 

качестве a и b можно взять любые числа. Возьмем для определенности a=1, 

b=0,5. Тогда будем иметь  

.12max),('max

,25,1max),(max 22





yyxfN

yxyxfM

y

 

 Согласно условию (7) выбираем h=0,4. Таким образом, на отрезке [0;0,4] 

получаем 

4
4

3
3

96

5

!4
125,1)()( x

x
xyxy 

, 

и, следовательно, 

.00133,0
96

)4,0(5
)()(max

4

3
]4,0:0[




 xyxy  
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8.3 Метод Эйлера 

 

Метод Эйлера относится к численным методам, дающим решение в виде 

таблицы приближенных значений искомой функции у(х).  

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

),( yxfy  ,              (11) 

с начальным условием  

00 )( yxy  .              (12) 

Выбрав достаточно малый шаг h, построим систему равноотстоящих точек 

...).,2,1,0(0  iihxxi  

В методе Эйлера приближенные значения ii yxy )(  вычисляются 

последовательно по формуле 

),(1 iiii yxhfyy    ...).,2,1,0( i   (13) 

При этом искомая интегральная кривая y=y(x), проходящая через точку 

),,( 000 yxM  заменяется ломаной ...210 MMM  с вершинами ),( iii yxM  

...),2,1,0( i . Каждое звено 1iiMM  этой ломаной, называемой ломаной Эйлера, 

имеет направление, совпадающее с направлением той интегральной кривой 

уравнения (11), которая проходит через точку iM . 

Если правая часть уравнения (11) в некотором прямоугольнике 

 byyaxxR  00 ,  удовлетворяет условиям  

 

2121 ),(),( yyNyxfyxf   (N=const),    (14) 

 

M
y

f
f

x

f

dx

df










   (M=const),    (15) 

то имеет место следующая оценка погрешности: 

],1)1[(
2

)(  n

nn hN
N

hM
yxy  

 где )( nxy  - значение точного решения уравнения при nxx  , а ny  - 

приближенное значение, полученное при n-ом шаге.  

 Формула (15) имеет лишь теоретическое применение. На практике иногда 

оказывается более удобным двойной просчет: расчет повторяют с шагом h/2 и 

погрешность более точного значения 
*

ny  (при шаге h/2) оценивают приближенно 

так:  

nnnn yyxyy  ** )( . 
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 Метод Эйлера легко распространяется на системы дифференциальных 

уравнений и на дифференциальные уравнения высших порядков. Последние 

должны быть предварительно приведены к системе дифференциальных 

уравнений первого порядка. 

 Рассмотрим систему двух уравнений первого порядка 









),,,(

),,,(

2

1

zyxfz

zyxfy
 

с начальными условиями 0000 )(,)( zxzyxy  . 

Приближенные значения ii yxy )(  и ii zxz )(  вычисляются 

последовательно по формулам 













,...).2,1,0(),,(

),,,(

21

11

izyxhfzz

zyxhfyy

iiiii

iiiii
 

Пример. Применяя метод Эйлера, составить на отрезке [0,1] таблицу 

значений решения уравнения 
y

x
yy

2
  с начальным условием y(0)=1, выбрав 

шаг h=0,2. 

 Решение: результаты вычислений приведены в таблице 3, которая 

заполняется следующим образом. В первой строке при i=0. 

 

 Таблица 3 - Решение дифференциального уравнения методом Эйлера 

 

i 
 

ix  

 

iy  

Вычисление ),( ii yxf   iy  Точное решение 

12  xy  

i

i

y

x2
 

i

i
i

y

x
y

2
  

 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1,0 

1,0000 

1,2000 

1,3733 

1,5294 

1,6786 

1,8237 

0 

0,3333 

0,5928 

0,7846 

0,9532 

1,0000 

0,8667 

0,7805 

0,7458 

0,7254 

0,2000 

0,1733 

0,1561 

0,1492 

0,1451 

1,0000 

1,1832 

1,3416 

1,4832 

1,6124 

1,7320 

 

Записываются начальные значения ,0000,1,0 00  yx  и по ним 

вычисляется 1),( 00 yxf , а затем 2,0),( 000  yxhfy . Тогда по формуле (14) 

при i=0 получаем  

.2,12,011 y  

Значения 2000,1,2,0  ii yx  записываются во второй строке при i=1. 

 Используя их, можно вычислить ,8667,0),( ii yxf  затем 
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1733,08667,02,0),(  iii yxhfy . 

 Таким образом, получаем 

3733,11733,02,1110  yyy  

при i=2, 3, 4, 5 вычисления ведутся аналогично.  

В последнем столбце таблицы для сравнения помещены значения точного 

решения 12  xy . Из таблицы видно, что абсолютная погрешность 0y  

составляет 0917,0 , то есть относительная погрешность составляет 5%. 

 

 8.4 Метод Рунге-Кутта 

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения 

 

                       ),( yxfy  ,                         (16) 

 

с начальным условием 

                     00 )( yxy  .                                                                                                  (17) 

 Обозначим через iу  приближенное значение искомого решения в точке ix . 

 По методу Рунге-Кутта вычисление приближенного значения 1iy  в 

следующей точке kxx ii 1  производится по формулам 

 

                                      












),22(
6

1

,

)(
4

)(
3

)(
2

)(
1

1

iiii
i

iii

KKKKy

yyy

                            (18) 

 где 

                                           ),,(
)(

1 ii
i

yxhfK   

                                       ,
2

,
2

)(
1)(

2 














i

ii
i K

y
h

xhfK                                              (19) 

  

,
2

,
2

)(
2)(

3 














i

ii
i K

y
h

xhfK  

  
).,(

)(
3

)(
4

i
ii

i
KyhxhfK   

 

Все вычисления удобно располагать по схеме, указанной в таблице 4.  
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Таблица 4 - Схема метода Рунге – Кутта 

i x y K=hf(x,y) y  
 

0 0x  

2
0

h
x   

2
0

h
x   

hx 0  

0y  

2

)0(
1

0

K
y   

2

)0(
2

0

K
y   

)0(
30 Ky   

)0(
1K  

)0(
2K  

 
)0(

3K  

 

)0(
1K  

2 )0(
2K  

 

2 )0(
3K  

)0(
4K  

    0y  

1 1x  1y    

 

Порядок заполнения таблицы.  

1. Записываем в первой строке таблицы данные значения 00 , yx .  

2. Вычисляем ),( yxfy  , умножаем на h и заносим в таблицу в качестве 
)0(

1K . 

3. Записываем во второй строке таблицы 
2

0

h
x  , 

2

)0(
1

0

K
y  . 

4. Вычисляем 














2
,

2

)0(
1

00

K
y

h
xf , умножаем на h и заносим в таблицу в 

качестве )0(
2K ; 

5. Записываем в третьей строке таблицы 
2

0

h
x  , 

2

)0(
2

0

K
y  . 

6. Вычисляем 














2
,

2

)0(
2

00

K
y

h
xf , умножаем на h, заносим в таблицу в 

качестве )0(
3K . 

7. Записываем в четвертой строке таблицы hx 0 , 0
30 Ky  . 

8. Вычисляем  )0(
300 , Kyhxf  , умножаем на h и заносим в таблицу в 

качестве )0(
4K . 

9. В столбец y  записываем числа )0(
1K , 2 )0(

2K , 2 )0(
3K , )0(

4K . 

10. Суммируем числа, стоящие в столбце y , делим на 6 и заносим в 

таблицу в качестве 0y . 

11. Вычисляем 001 yyy  . 

Затем все вычисления продолжают в том же порядке, принимая за 
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начальную точку ),( 11 yx . 

Вычисление правой части ),( yxf  можно включить в таблицу 1. Если же 

эти вычисления слишком громоздки, можно записывать их в отдельную таблицу.  

Заметим, что шаг расчета можно менять при переходе от одной точки к 

другой. Для контроля правильности выбора шага h используется формула  

)(
2

)(
1

)(
3

)(
2

ii

ii

KK

KK




 . 

Величина   не должна превышать нескольких сотых. В противном случае 

шаг h следует уменьшить. Метод Рунге-Кутта имеет порядок точности h
4
 на всем 

отрезке ],[ 0 Xx . Оценка погрешности метода очень затруднительна. Грубую 

оценку погрешности можно получить с помощью двойного просчета по формуле  

,
15

)(

*

* nn

nn

yy
xyy


  

 где )( nxy  - значение точного решения уравнения (1) в точке nx , а - nn yy ,*  

приближенные значения, полученные с шагом 
2

h
 и h. 

При реализации метода Рунге - Кутта на ЭВМ с автоматическим выбором 

шага обычно в каждой точке ix  делают двойной просчет - сначала с шагом h, 

затем с шагом h/2. Если полученные при этом значения iy  различаются в 

пределах допустимой точности, то шаг h для следующей точки 1ix  удваивают, в 

противном случае берут половинный шаг. 

 

9 Лекция №9 Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

 

 Цель лекции: познакомить с постановкой задачи, методом конечных 

разностей для численного решения линейных дифференциальных уравнений 

второго порядка. 

 

9.1 Постановка задачи 

Пусть дано дифференциальное уравнение второго порядка 

0),,,(  yyyxF .         (1) 

Двухточечная краевая задача для уравнения (1) ставится следующим 

образом: найти функцию у=у(х), которая внутри отрезка [а,b] удовлетворяет 

уравнению (1), а на концах отрезка - краевым условиям 
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.0)](),([

,0)](),([

2

1





byby

ayay




                 (2) 

Рассмотрим случай, когда уравнение (1) и граничные условия (2) линейны. 

Такая краевая задача называется линейной краевой задачей. В этом случае 

дифференциальное уравнение и краевые условия записываются так 

),()()( xfyxqyxpy        (3) 

,)()(

,)()(

10

10

Bbyby

Aayay








        (4) 

 где )(),(),( xfxqxp  - известные непрерывные на отрезке [а,b] функции; 

BA,,,,, 1010   - заданные постоянные, причем 010    и 

010   . 

Если А=В=0, то краевые условия (4) называются однородными. Методы 

приближенного решения поставленных краевых задач можно разбить на две 

группы: разностные методы и аналитические методы.  

 

9.2 Метод конечных разностей для линейных дифференциальных 

уравнений второго порядка 

 

 Пусть  

),1...,,2,1(

,

,

0

0







niihxx

bx

ax

i

n  

система равноотстоящих узлов с некоторым шагом 
n

ab
h


  и  

)(),(),( iiiiii xffxqqxpp  . 

Обозначим получаемые в результате расчета приближенные значения 

искомой функции )(xy  и ее производных )(),( xyxy   в узлах ix  через iii yyy ,,  

соответственно. Заменим приближенно в каждом внутреннем узле производные 

)(),( xyxy ii
  конечно-разностными отношениями  

2

121 2
,

h

yyy
y

h

yy
y iii

i
ii

i





  ,   (5) 

а на концах положим 

h

yy
y

h

yy
y nn

n
101

0 , 



  .    (6) 

Используя эти формулы, приближенно заменим уравнение (3) и краевые 

условия (4) системой уравнений  
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

































.

,

),2,...,2,1,0(
2

1
10

01
100

1

2

12

B
h

yy
y

A
h

yy
y

nifyq
h

yy
p

h

yyy

nn
n

iii
ii

i
iii



   (7) 

Получим линейную алгебраическую систему п+1 уравнений с п+1 

неизвестными. Решив ее, если это возможно, получим таблицу приближенных 

значений искомой функции. 

Более точные формулы получаются, если заменить )(),( xyxy ii
  

центрально-разностными отношениями  

2

1111 2
,

2 h

yyy
y

h

yy
y iii

i
ii

i
 




 .    (8) 

 Тогда получаем систему 


























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





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),1,...,2,1(,
2

2

1
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01
100
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11

B
h

yy
y

A
h

yy
y

nifyq
h

yy
p

h

yyy

nn
n

iii
ii

i
iii



  (9) 

При большом п непосредственное решение систем (7), (9) становится 

громоздким. Оценка погрешности метода конечных разностей для задачи (7), (8) 

имеет 

24
2

)(
96

)( ab
Mh

xyy ii  ,    (10) 

 где )( ixy  - значение точного решения при )(max, )4(

],[
4 xyMxx

ba
i  . 

 Точность разностного метода можно значительно повысить, если при 

замене производных использовать многоточечные разностные схемы. 

В практических задачах часто встречаются уравнения, в которых функции 

)(),(),( xfxqxp  заданы таблично с некоторым шагом h. Совершенно 

естественно такие уравнения решать разностным методом с данным шагом h. 
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10 Лекция №10 Метод прогонки 

 

Цель лекции:. познакомить с методом прогонки для численного решения 

уравнений с частными производными. 

 

Рассмотрим систему, полученную при замене уравнения 

),()()( xfyxqyxpy   

и кpaeвых условий  

,)()(

,)()(

10

10

Bbyby

Aayay
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


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конечно-разностными отношениями 
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      (1) 

Метод прогонки решения таких систем заключается в следующем. 

 Запишем сначала первые п-1 уравнений системы (1) в виде  

,2
12 iiiiii fhykymy    

 где )2,...,1,0(1,2 2  niqhhpkhpm iiiii .                                 (2) 

Затем написанная выше система приводится к виду  

)2,...,2,1,0()( 21   niydcy iiii .             (3) 

 Числа ii dc ,  последовательно вычисляются по формулам: 

при 0i : 

                                 
10010

01
0

)( 



khm

h
c




 ,      

2
0

01

0
0 hf

h

Ahk
d 





,       (4) 

 

при 2,...,2,1  ni : 

11
2

1

,
1








 iiiii

iii

i dckhfd
ckm

c .    (5) 

Вычисления производятся в следующем порядке.  

Прямой ход. По формулам (2) вычисляем значения ii km , . Находим 00 , dc  и 

затем, применяя последовательно рекуррентные формулы (5), получаем значения 
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ii dc ,  при i=1,2,...,n-2.  

Обратный ход. Из уравнения (3) при i=n-2 и последнего уравнения 

системы (1) получаем 

   )( 221 nnnn ydcy   , 

.1
10 B

h

yy
y nn

n 


   

Решив эту систему относительно ny , будем иметь 

hc

Bhdc
y

n

nn
n

021

221

)1( 










 .       (6) 

Используя уже известные числа 22 ,  nn dc , находим ny . Затем вычисляем 

значения )1,...,1(  niyi , последовательно применяя рекуррентные формулы 

(3):  

  )( 221 nnnn ydcy   ; 

      )( 1332   nnnn ydcy ;                      (7) 

   .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .   

  )( 2001 ydcy  . 

Таким образом, все вычисления как бы «прогоняются» два раза. 

 Вычисления прямого хода заготавливают вспомогательные числа ii dc ,  в 

порядке возрастания индекса i. При этом для вычисления значений 00 , dc  

используется краевое условие на левом конце отрезка интегрирования. Затем на 

первом шаге обратного хода происходит согласование полученных чисел 

22 ,  nn dc  с краевым условием на правом конце отрезка интегрирования, после 

чего последовательно получаются значения искомой функции iy  в порядке 

убывания индекса i. 

Рассмотрим метод прогонки для решения системы, которая получается при 

замене уравнения (3) и второго краевого условия (4) центральными конечно-

разностными отношениями:  
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 Запишем первые n-1 уравнений системы (8) в виде: 

,
2

2 2

11 i

i

i
iiiii

hp

fh
ykymy 


   
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 где 
i

i
i

i

i
i

hp
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k
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m











2

2
,

2

42 2

.                             (9) 

 Затем приводим эти уравнения к виду  

)1,...,2,1()( 1   niydcy iiii ,    (10) 

 где коэффициенты ii dc , . вычисляются по формулам:  

при 1i                    
11011
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
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
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i
i

iii

i dckdck
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Вычисления производятся в следующем порядке.  

Прямой ход. По формулам (9) находим ii km , . Вычисляем 11, dc , а затем по 

рекуррентным формулам (12) находим последовательно ),...,2(, nidc ii  .  

Обратный ход. Запишем уравнение (10) при i=n, i=n-1 и последнее 

уравнение системы (8):  

                    )( 1 nnnn ydcy ; 

)( 111 nnnn ydcy   ;              (13) 

                    .
2

11
10 B

h
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   

Решив эту систему относительно ny , будем иметь 
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Используя уже известные числа nn dc , , 11,  nn dc , находим ny . Значения 

)1,...,1(  niyi  получаем из рекуррентных формул (10). Для вычисления 0y  

используем предпоследнее уравнение (8):  

h

Ahy
y

01
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






 . 
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11 Лекция №11. Метод конечных разностей для нелинейных 

дифференциальных уравнений второго порядка 

 

 Цель лекции: познакомить с методом конечных разностей для нелинейных 

дифференциальных уравнений второго порядка. 

 

 Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение 

),,( yyxfy  ,                 (1) 

с линейными краевыми условиями 

.)()(

,)()(
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Bbyby

Aayay
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


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                (2) 

 Возьмем на отрезке [a;b] систему равноотстоящих узлов 

)1...,,2,1(, 00  nkkhxxax k  с некоторым шагом 
n
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h


  и заменим 

приближенно уравнение (1) и краевые условия (2) системой  
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Получим нелинейную систему п+1 уравнений с п+1 неизвестными 

)...,,1,0( nkyk  . Обозначим  
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Решение системы (3) находим методом итераций по следующим 

формулам:  
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 (5) 

Здесь верхний индекс r означает номер приближения. На каждом шаге 
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итераций приходится решать систему линейных алгебраических уравнений. 

 Используя специальный вид этой системы, можно дать ее решение в явном 

виде  

    ,)( 2
00110

)1( hAB
k

BAabA
h

y r
k 





         (6) 

 где числа 1010 ,,,,,,, BAba  известны, а значения   и ikg  

вычисляются по формулам  

 011000 )(
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Заметим, что в правой части формулы (6) только )(r
if  зависит от номера 

итерации.  

 Таким образом, отыскание решения системы (3) сводится к достаточно 

простой итерационной схеме.  

 

12 Лекция №12 Метод Галеркина 

 

 Цель лекции: познакомить с методом Галеркина для решения нелинейных 

дифференциальных уравнений второго порядка. 

 

Изложенный выше метод конечных разностей позволяет найти 

приближенное решение краевой задачи в виде таблицы. Рассмотрим теперь 

аналитический метод, дающий возможность найти приближенное решение 

линейной краевой задачи в виде аналитического выражения. 

Пусть дана линейная краевая задача 

),()()( xfyxqyxpy       (1) 

.)()(

,)()(

10

10

Bbyby

Aayay








      (2) 

 Обозначим 
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 Пусть на отрезке [а, b] задана система базисных функций  
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...),(,...),(),( 10 xuxuxu n       (3) 

удовлетворяющая следующим условиям: 

 - система (3) является ортогональной, то есть 









b

a

i

b

a

ji

dxxu

jidxxuxu

;0)(

,,0)()(

2

     (4) 

 - cистема (3) является полной, то есть не существует никакой другой 

отличной от нуля функции, ортогональной ко всем функциям 

...),2,1,0()( ixui ; 

- конечная система базисных функций   ),...,2,1,0()( nixui   выбирается 

так, чтобы функция )(0 xu  удовлетворяла неоднородным краевым условиям  

BuAu  ][Г,][Г 0b0a ,     (5) 

а функции ),...,2,1()( nixui   удовлетворяли бы однородным краевым условиям 

),,2,1(0][][Г ba niuГu ii  .    (6) 

 Решение краевой задачи (1), (2) будем искать в виде  





n

i

ii xucxuxy
1

0 )()()( . 

Из условий (5), (6) следует, что эта функция удовлетворяет краевым 

условиям (2).  

Рассмотрим выражение, называемое невязкой:  

)(][][),...,,,(
1

021 xfuLcuLcccxR
n

i

iin  


. 

 Выберем коэффициенты ic  таким образом, чтобы значение интеграла от 

квадрата невязки  


b

a

n dxcccxR ),...,,,( 21
2 ,                (7) 

было наименьшим. Известно, что это справедливо, если невязка ),...,,,( 21 ncccxR  

ортогональна ко всем базисным функциям iu . 

Записываем условие ортогональности:  

),...,2,1(0),...,,,()( 21 nkdxcccxRxu
b

a

nk  , 

или, в более подробной записи,  
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  


b

a

k

b

a

ik

i

i dxuLxfxudxuLxuc ][)()(][)( 0

1

. 

Мы получили систему линейных алгебраических уравнений относительно 

коэффициентов ic .  

Заметим, что при выборе базисных функций условие ортогональности (4) 

не является обязательным, если подобрать коэффициенты из условия 

минимальности интеграла (7). Так, например, взяв за основу полную систему 

функций, ортогональных на отрезке [а,b], можно выбрать в качестве базисных 

функций линейные комбинации функций из этой системы. Достаточно лишь, 

чтобы выбранные функции были линейно независимы на отрезке [а,b]. 

 

13 Лекция №13. Численное решение уравнений с частными 

производными. Метод сеток 

 

 Цель лекции: познакомить с методом сеток для решения уравнений с 

частными производными. 

 

Метод сеток или метод конечных разностей является одним из самых 

распространенных в настоящее время методов численного решения уравнений с 

частными производными. В его основе лежит идея замены производных 

конечно-разностными отношениями.  

Пусть в плоскости хОу имеется некоторая область G с границей Г (рисунок 

4). 

 

 

Рисунок 4 

 

Построим на плоскости два семейства параллельных прямых 

...).,2,1,0(

...),,2,1,0(

0

0
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 Точки пересечения этих прямых назовем узлами. Два узла называются 

соседними, если они удалены друг от друга в направлении оси Ох или Оу на 

расстояние, равное шагу сетки h или l соответственно. Выделим узлы, 
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принадлежащие области G+Г, а также некоторые узлы, не принадлежащие этой 

области, но расположенные на расстоянии, меньшем, чем шаг, от границы Г. Те 

узлы, у которых все четыре соседних узла принадлежат выделенному множеству 

узлов, называются внутренними (узел А, рисунок 4). Оставшиеся из выделенных 

узлов называются граничными узлами (узлы В, С, рис. 4).  

Значения искомой функции и=и(х,у) в узлах сетки будем обозначать через 

),( 00 klyihxuuik  . В каждом внутреннем узле ),( 00 klyihx   заменим 

частные производные разностными отношениями 
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 В граничных точках мы вынуждены пользоваться менее точными 

формулами вида 
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 Аналогично заменяются частные производные второго порядка, например, 
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 Указанные замены производных в каждом узле сетки позволяют свести 

решение уравнений с частными производными к решению системы разностных 

уравнений. 

 

14 Лекция №14, №15. Метод сеток для задачи Дирихле 

 

 Цель лекции: познакомить с методом сеток для решения задачи Дирихле. 

 

Первая краевая задача, или задача Дирихле для уравнения Пуассона 

),(
2

2

2

2

yxf
y

u

x

u
u 









 ,                         (1) 
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ставится следующим образом: найти функцию ),( yxuu  , удовлетворяющую 

внутри некоторой области G уравнению (1), а на границе Г – условию 

y)(x,u
Г

 ,                         (2) 

 где ),( yx  - заданная непрерывная функция. 

 Выбрав шаги h и l по x и y соответственно, строим сетку 
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и заменяем в каждом внутреннем узле ),( ki yx  производные 
2
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а уравнение (1) - конечно-разностными уравнениями 

2

,1,,1 2

h

uuu kikiki  
+ ik

kikiki
f

l

uuu


 

2

1,,1, 2
,  (3) 

 где ),( kiik yxff  . 

Уравнения (3) вместе со значениями iku  в граничных узлах образуют 

систему линейных алгебраических уравнений относительно значений функции 

),( yxu  в узлах ),( ki yx . Наиболее простой вид эта система имеет для 

прямоугольной области и для l=h. В этом случае уравнения (3) записываются 

следующим образом 

ikkikikikiki fhuuuuu 2
,1,1,,1,1 4   ,   (4) 

а значения в граничных узлах в точности равны значениям граничной функции. 

 При 0),( yxf  уравнение (1) называется уравнением Лапласа и 

соответствующие конечно-разностные уравнения имеют вид 

)(
4

1
1,1,,1,1   kikikikiik uuuuu .              (5) 

При составлении уравнений (4) и (5) была использована схема узлов, 

изображенная на рисунке 5. Здесь и в дальнейшем на рисунках указаны только 

индексы узла, например, узел ),( ki yx  обозначается через ),( ki . Иногда бывает 

удобнее использовать схему узлов, показанную на рисунке 6. 
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      Рисунок 5                             Рисунок 6 

 

 В этом случае уравнению Лапласа соответствуют следующие конечно-

разностные уравнения:  

)(
4

1
1,11,11,11,1   kikikikiik uuuuu , 

а для уравнения Пуассона будем иметь  

ikkikikikiik f
h

uuuuu
2

)(
4

1 2

1,11,11,11,1   . 

Погрешность замены дифференциального уравнения разностным, то есть 

остаточный член ikR  для уравнения Лапласа, оценивается неравенством  

4

2
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h
Rik  , 

 где 


















4

4

4

4

4 ,max
y

u

x

u
M

G
. 

Погрешность приближенного решения, полученного разностным методом, 

складывается из трех погрешностей:  

 - погрешности замены дифференциального уравнения разностным;  

 - погрешности аппроксимации краевых условий;  

 - погрешности, получаемой в результате того, что система разностных 

уравнений решается приближенным методом. 
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