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1 Дәріс №1. «Сандық әдістер» пәніне кіріспе. Қателіктер теориясы 

 

1.1 Пәнге кіріспе 

Жаңа технологияның өркендеуі және инженерлік зерттеулерге 

математикалық әдістердің кеңінен қолданылуы, сол сияқты есептеу 

техникаларының көптеп шығарылуы, олардың сапасының жоғарылауы халық 

шаруашылығының көптеген саласында электрондық есептеу машиналарын 

кеңінен қолданылуға әкелді. Қазір ғылыми-техникалық есептердің көбінің 

ойдағыдай шешілуі көп жағдайда электрондық есептеу машиналарын жедел 

қолдана білуден тәуелді. Осы мақсатқа жету үшін күшті және ыңғайлы, үлкен 

және шағын әмбебап, дербес компьютерлер ғана емес, жақсы өңделген сәйкес 

сандық әдістер арсеналы да қажет. 

«Сандық әдістер» пәні орта буын программистерді даярлауға қажетті 

негізгі курстардың бірі болып табылады. Пәннің алдына қойған мақсаты: 

- студенттерде қолданбалы есептерді шешудің сандық әдістері туралы, 

математикалық модельдеу мен есептеу эксперименті туралы түсінікті 

қалыптастыру; 

- әртүрлі ғылыми-техникалық есептерді шешуде ЭЕМ-н қолданудың 

жалпы түсінігін тереңдету мен жетілдіру. 

- студентті сандық әдістердің кейбір құралдарымен қаруландыру; 

- студентті таңдаған әдісін негіздеуге, нақтылықты бағалаудың 

жолдарын көруге,  қолданатын әдістің алгоритмін құра білуге,  сәйкес 

программаны құра білуге машықтандыру; 

- курсқа сәйкес программалық жабдық даярлап, студентке оны қолдану 

әдісін үйрету. 

«Сандық әдістер» пәнін меңгеру әр тақырып бойынша көптеген 

есептерді шығармау мүмкін емес. Сондықтан әр бөлімнің соңында оларды 

шешу өтілген материалды меңгеруге мүмкіндік туғызатын көптеген 

жаттығулар келтіріледі. 

 

1.2 Қателіктер теориясы 

Қателіктерді қатаң ескеріп есептеулер. Белгілеулерді енгіземіз: х- 

кейбір шаманың нақты мәні,  а - х санының жуық мәні. 

Анықтама. Шаманың нақты және жуық мәндерінің айырмасының 

модулі жуықтаудың абсолютті қателігі деп аталады және ∆ арқылы 

белгіленеді, яғни 

                                 .ax                                                                      (1) 

Анықтама. Жуықтаудың шекті абсолютті қателігі деп 0a  саны 

аталады,  

                               aax  .                                                          (2) 
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Анықтама. Жуықтаудың салыстырмалы қателігі   келесі қатынаспен 

анықталады: 

                               
x


 .                                                                        (3) 

Анықтама. Жуықтаудың шекті салыстырмалы қателігі деп 

aa   ,0  санын атаймыз. Келесі формула орын алады: 

                                
a

a
a


 .                                                                     (4) 

Негізгі теоремалар. Айталық, a  және b  - кейбір сандардың жуық 

мәндері болсын, ал ba  ,  және ba  ,  – олардың шекті абсолютті және 

шекті салыстырмалы қателіктерінің сәйкес мәндері. 

Теорема. Қосындының шекті абсолюттік қателігі қосылғыштардың 

шекті абсолюттік қателіктерінің қосындысына тең, яғни 

                                baba   .                                                          (5) 

Теорема. Көбейтіндінің (бөліндінің) шекті салыстырмалы қателігі 

көбейткіштердің шекті салыстырмалы қателіктерінің көбейтіндісіне 

(бөліндісіне) тең, яғни 

                              baab   ,                                                                 (6) 

және  

                               
b

a

b

a



  .                                                                       (7) 

Теорема. Санның жуық мәнінің дәрежесінің шекті салыстырмалы 

қателігі дәреже көрсеткіші мен  негіздің шекті салыстырмалы қателігінің 

көбейтіндісіне тең. 

                             aa
nn   .                                                                 (8) 

Теорема. Санның жуық мәнінен алынған түбірдің шекті салыстырмалы 

қателігі түбір көрсеткішіне бөлінген түбір астындағы санның шекті 

салыстырмалы қателігіне тең.  

                                
n

a

an


  .                                                                    (9) 

Дифференциалдық есептеу әдістерін қарапайым функциялар мәндерінің 

қателіктерін бағалауға қолдану. Айталық, y=f(x) функциясы кейбір аралықта 

анықталған және дифференциялданатын болсын, а - осы аралықтағы нүкте. 

Онда келесі формула орын алады: 

                                aafy  )(/ ,                                                          (10) 

яғни 

a
a

af

af

y

ay

y







)(

)(/

 , 

бұдан 
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                                            ay a
af

af
 

)(

)(/

. 

Қателіктерді қатаң ескерусіз есептеулер. 

Дұрыс цифрлар түсінігі. 

Анықтама. а саны кең мағынада дұрыс деп аталады, егер жуықтаудың 

абсолютті қателігі а саны жататын разряд бірлігінен аспаған жағдайда. 

Мысал. Айталық, x=7,158+0,0009, өйткені ∆a=0,0009<0,001, онда х-

санының жуық мәні a=7,158 санының барлық цифрлары кең мағынада дұрыс 

цифр болып табылады. 

Анықтама. а саны қатаң мағынада дұрыс деп аталады, егер жуықтаудың 

абсолютті қателігі а саны жататын разряд бірлігінің жартысынан аспаған 

жағдайда. 

Мысал. Айталық, a=1,731 санының барлық цифрлары қатаң мағынада 

дұрыс болсын. Төмен разрядтың бірлігі 0,001 санымен өрнектелгендіктен  

.0005,0001,0
2

1
a

 

Анықтама. Ондық бөлшек түрінде жазылған санның мәнді цифрлары 

деп оның сол жақтан бірінші нөлден ерекше цифрынан бастап барлық дұрыс 

цифрларын айтады. 

Мысал. 7,36; 0,000207; 5,64; 0,300 сандарының әрқайсысында, егер осы 

цифрлар барлығы дұрыс цифрлар болса, үш мәнді цифрлар бар. 

Сандарды жуықтау. 

Ереже. Санды n мәнді цифрларға дейін жуықтау үшін n-ші мәнді 

цифрының оң жағында тұрған барлық цифрларын алып тастайды, немесе, егер 

барлық разрядтарды сақтау керек болса, (бүтін сан жағдайында) оларды 

нөлдермен алмастырады. Бұл жағдайда, егер алып тасталған цифрлардың сол 

жағынан біріншісі 5-тен үлкен немесе тең болса, онда соңғы қалдырылған 

цифрды бірге арттырады. 

Дұрыс белгілердің негізгі ережелері. 

Ереже. Егер бастапқы берілген шамалар саны көп болмаса, онда 

жазбасында барлық цифрлары дұрыс сандардың жуық мәндерінің алгебралық 

қосындысында, (көбейтіндісінде, бөліндісінде) құрамында ондық белгілері ең 

аз санның қаншалықты ондық белгілері бар болса, сонша ондық белгі қалдыру 

керек. Жалпы, бастапқы берілген сандарды қоспас (көбейтпес, бөлмес) бұрын 

оларды алдын-ала дөңгелектеу керек, бұл жағдайда, құрамында  ондық 

белгілері ең аз санның қаншалықты ондық белгілері бар болса, қалған 

сандарда содан бірге артық ондық белгі қалдыру керек.  

Ереже. Санның жуық мәнінің квадрат немесе куб дәрежесін, сол сияқты 

квадрат немесе  куб түбірлерін есептегенде, дәреженің түбірінде немесе түбір 

астындағы санда қанша дұрыс цифр болса, нәтижеде сонша дұрыс цифр 

қалдыру керек. 
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Ереже. Сандардың жуық мәндерімен амалдарды тізбектей орындау 

барысында аралық нәтижелерде жоғарғы ережелерде айтқаннан бір цифр 

артық қалдыру керек. 

 

1.3 Қателіктердің классификациясы 

Математикалық есептерде кездесетін қателіктерді негізінен бес топқа 

бөледі: 

1) Есеп қателіктері. Басқаша айтқанда, математикалық есептің 

берілуімен байланысты қателіктер. Қандайда бір құбылыстың математикалық 

сипаттамасы нағыз құбылыспен үнемі дәл келе бермейді: әдетте олар тек қана 

салыстырмалы түрде қандайда болмасын идеал модель бейнесінде беріледі. 

Табиғаттың қандайда бір құбылысын зерттеу барысында біз есепті жеңілдету 

мақсатында белгілі бір шарттарды қабылдауға мәжбүр боламыз бұл әрекет 

бірқатар қателіктердің тууына себеп болады.   

Әдіс қателігі. Кей жағдайда есепті тура қойылымында шешу қиын 

немесе тіпті мүмкін емес. Бұл жағдайда берілген есепті нәтижесі жуықталған 

түрде берілген есеп нәтижесіне тең болатын басқа есеппен ауыстыруға тура 

келеді. Осы кезде әрине қателік пайда болады, мұндай қателік түрін әдіс 

қателігі деп атайды. Мысалы, аналитикалық түрде берілген есепті сандық 

есеппен алмастыру әдіс қателігіне жатады.  

2) Қалдық қателіктері. Басқаша айтқанда, математикалық анализдегі 

шексіз процестермен байланысты қателіктер. Математикалық формулаларда 

қолданылатын функциялар шексіз тізбектер немесе қатарлар түрінде берілуі 

сирек емес мысалы, ...
!5!3

sin
53


xx

xx . Тіптен көптеген математикалық 

теңдеулерді – шектері (lim) осы теңдеулердің шешімдері болып табылатын 

шексіз процестерді сипаттау арқылы ғана шешуге болады. Шексіз процесс, 

жалпы айтқанда, белгілі бір қадамнан кейін (шектеулі қадамда) 

бітпейтіндіктен, біз осы тізбектің қандайда бір мүшесінде теңдеудің 

жуықталған шешімін алдық деп тұжырымдап тоқтауға мәжбүр боламыз. 

Процесті бұлай тоқтату әрине қателікті тудырмай қоймайды.  

3) Дөңгелектеу қателіктері. Санау жүйелерімен байланысты қателіктер. 

Тіптен ондық санау жүйелерінде рационал сандарды өрнектеу барысында, 

үтірден кейін оң жақта орналасатын цифрлар саны шексіз болуы мүмкін.  

Мысал. 
3

1  рационал сан, ондық бөлшек түріне келтіргенде )3(,0  

периодты санына тең болады. 333,0
3

1
  десек, нәтижесінде 4104   қателігін 

аламыз. Иррационал сандарды да осы түрде дөңгелектеуге тура келеді. 

4) Әрекет қателіктері. Жуықталған сандарға қолданылатын 

әрекеттермен байланысты қателіктерді айтады. Жуықталған сандарға 

қандайда бір әрекеттер қолдана отырып, біз нәтижені де жуықтап табамыз. 

Бұл жағдайда әрекет қателіктері түзетілмейтін қателіктер болып табылады. 
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5) Бастапқы қателіктері. Математикалық формулаларда мәні тек қана 

жуықтап анықталатын сандық параметрлердің болуымен байланысты 

қателіктер. Мысалы, барлық физикалық тұрақтылар осындай сандық 

параметрлер қатарына жатады. 

 

Бақылау сұрақтары: 

1) Есептеу эксперименті дегеніміз не?  

 2) Есептерді сандық әдістерді қолданып шешуде қандай талаптар 

орындалуы керек? 

 3) ЭЕМ-де есептерді шешу барысында қателіктердің қандай түрлері 

болуы мүмкін? 

4) Айталық х-кейбір шаманың дәл мәні, ал а жуық мәні болатын болсын. 

Сонда   жуықтауының абсолюттік қателігі дегеніміз не? 

5) Қандай да x -шамасының а -жуықтауының салыстырмалы қателігі  -

саны дегеніміз не? 

 

2 Дәріс №2. Алгебралық және трансцендент теңдеулердің жуық 

шешімі 

 

2.1 Алгебралық және трансцендент теңдеулерді сандық шешу. 

Сызбалық әдіс 

 

Айталық 

   0)( xf ,                                                                      (1) 

теңдеуінің түбірлерін анықтау керек, мұнда )(xf  - қандай да бір ақырлы 

немесе ақырсыз bxa   аралығында анықталған және үзіліссіз функция. 

Анықтама. )(xf  функциясын нөлге айналдыратын, қандай да бір x мәні 

(1) теңдеудің түбірі деп аталады. 

Анықтама. )(xf  функциясының анықталу ),( ba  облысына тиісті (1) 

теңдеудің тек бір ғана түбірі жататын   ,  аралықтарын анықтау теңдеудің 

түбірлерін жекешелеу деп аталады. 

Анықтама. Түбірлерді жекешелеу кезінде анықталған аралықтағы 

теңдеудің түбірі үшін қабылданған бастапқы жуықтауды   дәлдіктің 

дәрежесіне дейін жеткізуді түбірді дәлдеу деп атайды. 

(1) теңдеудің тек бір түбірі жатқан кіші аралықты анықтау үшін 

математикалық талдау курсынан келесі теорема колданылады. 

Теорема. Егер  ba,  аралығында анықталған, әрі үзіліссіз )(xfy   

функциясы a  және b  нүктелерінде қарама-қарсы таңбалы мәндерді 

қабылдаса, яғни 

                                0)()(   ff ,                                                               (2) 

теңсіздігі орындалса, онда осы аралықта (1) теңдеуінің кем дегенде бір түбірі 

болады. 
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Ал егер осындай )(xf  функциясының туындысы бар болып және ол осы 

),( ba  аралығында таңбасын өзгертпесе, онда  ba,  аралығында (1) теңдеудің 

жалғыз түбірі болады. 

(1)-ші теңдеудің нақты түбірлері )(xfy   қайсысының Ox  осімен 

қиылысқан нүктелерінің абциссалары болғандықтан түбірлерді жекешелеуді 

сызбалық әдіспен анықтасақ болады. 

Сызбалық әдісінің алгоритмі: 

1) (1) теңдеуді өзімен пара-пар теңдеумен алмастыруға болады  

)()( 21 xfxf  , 

 мұндағы    xfxf 21 ,  – функциялары )(xf  функциясына қарағанда 

қарапайым функциялар болуы тиіс; 

2)  xfy 1  және  xfy 2  функцияларының сызбаларын саламыз; 

3) осы сызбалардың қиылысу нүктелерінің абсциссаларын анықтаймыз; 

4) егер табылған абсциссалар мәндері (2) теңсіздікті қанағаттандырса, 

онда осы сызбалардың қиылысу нүктелерінің абсциссалары берілген 

теңдеудің ізделінді түбірлері болып табылады. Егер (2) теңсіздік 

орындалмаса, онда 3-ші пунктке ораламыз. 

 

2.2 Жартылай (қақ) бөлу (дихотомия) әдісі 

(1) теңдеу берілсін. )(xf  функциясы  ba,  кесіндісінде үзіліссіз болсын 

және (2) теңсіздік орындалсын.  ba,  кесіндіде жатқан (1) теңдеудің түбірін 

табу үшін осы кесіндіні қақ ортасынан бөлеміз. 

Егер 0
2








  ba
f  болса, онда 

2
1

ba
x


  берілген теңдеудің түбірі болып 

табылады, ал кері жағдайда, егер   0
2








 


ba
faf , онда 








 

2
,

ba
a  кесіндіні 

қарастырамыз, әйтпесе 







 
b

ba
,

2
 кесіндіні қарастырамыз.  

Әрі қарай  11,ba , яғни 
2

, 11

ba
baa


  немесе bb

ba
a 


 11 ,

2
 кесіндісін 

тағы қақ бөлеміз. Нәтижесінде қандай да бір қадамда не (1) теңдеудің дәл 

түбірін аламыз, не бір бірінің ішінде орналасқан       ...,,....,,,,, 2211 nn bababa  

шектеусіз тізбектерді аламыз. 

          nixx ii ...,,2,1,1    ,                                          (3) 

жағдайда итерациялық процесті тоқтатамыз.  

Шешімнің қателік бағасының формуласы 

 aba
nn 

2

1
0  . 

Мысал. 02,03  xx  теңдеудің түбірлері жатқан аралықты табу керек. 
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Шешуі:  

1) 2,03  xx , яғни 2,0)(,)( 2
3

1  xxfxxf ; 

2) осы функциялардың сызбаларын саламыз; 

 

 
1 сурет 

 

3)  1,1;1x ; 

4) 0)1,1()(,0)1()(  fbffaf ,  яғни  0)1,1()1()()(  ffbfaf . 

Жауабы:   1,1;1x .  

Мысал. 02,0)( 3  xxxf  теңдеудің [1; 1,1] кесіндісінде жататын 

түбірін жартылай (қақ) бөлу әдісімен дәлдігі 0,01 болғанда табу керек. 

Шешу:  

1 қадам. 1,1;1  ba  болсын, онда 05,1
2

1 



ba

x ,         

    01  faf ,       005,1
2








 
f

ba
f , 

яғни (2) теңсіздік орындалмайды, сондықтан келесі кескінін қарастырамыз 

 1,1;05,1,
2








 
b

ba . 

2 қадам. 1,1;05,1 11  ba  болсын, онда   075,1
2

11
2 




ba
x , 

    005,11  faf ,               0075,1
2

11
21 







 
 f

ba
fxfbf , 

яғни (2) теңсіздік орындалмайды. (3) теңсіздікті тексереміз 

 025,005,1075,112 xx . 

Сондықтан    1,1;075,1;
2

, 1
11

12 






 
 b

ba
bx  кескінін қарастырамыз. 

3 қадам. ,1,1;075,1
2

2
11

2 


 b
ba

a  онда ,0875,1
2

22
3 




ba
x  

    0075,12  faf ,                ,00875,132  fxfbf  

(3) теңсіздікті тексереміз:  

 0125,0075,10875,123 xx , 

сондықтан    1,1;0875,1, 23 bx  кескінін қарастырамыз. 
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4 қадам. 1,1;0875,1 33  ba , онда 09375,1
2

33
4 




ba
x , 

    00875,13  faf ,           009375,143  fxfbf , 

яғни (2) теңсіздік орындалады. (3) теңсіздікті тексереміз 

 00625,00875,109375,134 xx . 

Жауабы: 09375,14  хx . 

 

Бақылау сұрақтары:  

1) Теңдеулерді шешуде сандық әдістерді қолданудағы түбірді бөлу 

этапы немен аяқталады? 

2) Сызбалық тәсілмен түбірді бөлу есептеулер арқылы қалай іске 

асырылады? Бұл жағдайда бір айнымалыдан тәуелді функциялардың қай 

қасиеттері қолданылады? 

 

3 Дәріс №3. Хордалар және жанамалар әдістері  

 

3.1 Хорда әдісі 

0)( xf  теңдеуінің  ba,  аралығындағы берілген дәлдікпен түбірін табу 

керек. Екі жағдай болуы мүмкін: 

1) 0)(,0)(  bfaf ; 

2) 0)(,0)(  bfaf . 

Бірінші жағдайда ))(,( afaA  және ))(,( bfbB  нүктелерінен өтетін хорда 

мен Ох осінің қиылысу нүктесін табу үшін ax 0  болғанда келесі формуланы 

қолданамыз: 

                               
 

   
 n

n

n
nn xb

xfbf

xf
xx 


1

.                               (4) 

Екінші жағдайда хорда әдісі үшін келесі негізгі формуланы аламыз 

)( 0 bx  : 

                                
 

   
 ax

afxf

af
ax n

n

n 


1
.                                  (5) 

Егер 0)( xf  теңдеуінің  ba, -дағы дәл түбірін 
*x  деп, ал хорда 

әдісімен табылған түбірінің жуық мәнін  деп алсақ, онда осы жуык мәннің 

қателік бағасы: 

               

 

 

  3,

*
max

2 xf

xfbfaf
x

ba 





 . 

Итерация  процесін: 

...,3,2,1,1  nxx nn  , 

болғанда тоқтатамыз, мұндағы 0 қандай да бір аз шама. 
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3.2 Жанамалар (Ньютон) әдісі 

0)( xf  теңдеуінің  түбірі  ba,  кесіндісінде жекеленген, үзіліссіз және 

анықталған таңбаны сақтайтын, сонымен қатар    xfxf  ,  bxa   

кесіндісінде үзіліссіз болсын. Ньютон әдісі )(xfу   қисығынын доғасын 

қисықтың қандайда бір нүктесінде жүргізілген жанамамен алмастырғанмен 

пара-пар. 

Жанамалар (Ньютон) әдісінің негізгі формуласы: 

                                 
 
 n

n
nn

xf

xf
xx


1 .                                                    (6) 

 Қателік бағасы 

                                    

 

 

  3,

2
*

max
2 xf

xff
x

ba 





 , 

 мұндағы х
*
 - түбірдің дәл мәні;  - түбірдің жуық мәні. 

Мысал. 0424  xx  теңдеудің [1;1,7] кесіндісінде жататын түбірін 

хорда әдісімен дәлдігі  болғанда табу керек. 

Шешуі:   051 f , ал   0952,07,1 f , яғни бірінші жағдай болады, 

сондықтан (4) формуланы қолданамыз. 

1-қадам. [1;1,7] қарастырамыз: 
   
   

588,1
17,1

117,1
11 






ff

f
x ; 

 588,01588,101 xx ,     0817,0588,1 f . 

2-қадам. [1,588; 1,7] қарастырамыз: 

   
   

639,1
588,17,1

588,1588,17,1
588,12 






ff

f
x ; 

 51,0588,1639,112 xx ,      0051,0639,1 f . 

3-қадам. [1,639; 1,7] қарастырамыз: 
   

   
642,1

639,17,1

639,1639,17,1
639,13 






ff

f
x ; 

 003,0639,1642,123 xx ,      0016,0642,1 f . 

4-қадам. [1,642; 1,7] қарастырамыз: 
   

   
643,1

642,17,1

642,1642,17,1
642,14 






ff

f
x ; 

 001,0642,1643,134 xx ,      0004,0643,1 f . 

Жауабы: .64,14  хx  

Мысал. 0424  xx  теңдеуінің [1;1,7] кесіндісінде жататын түбірін 

жанамалар (Ньютон) әдісімен дәлдігі  болғанда табу керек. 

Шешуі: 42)( 4  xxxf ,     24 3  xxf ,     212xxf  . 

Мұнда 0952,0)7,1( f  және     07,1 f , сондықтан 7,10  bx .  
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1-қадам.  
 

646,1
652,17

952,0
7,1

0

0
01 




xf

xf
xx . 

2- қадам. 
 
 

643,1
838,15

048,0
646,1

1

1
12 




xf

xf
xx ; 

003,0646,1643,112  xx . 

3-қадам. 
 
 

6427,1
740,15

004,0
643,1

2

2
23 




xf

xf
xx . 

Жауабы: 64,13  xx , егер . 

 

Бақылау сұрақтары:  

1) x=f(x) теңдеуін жанамалар әдісі арқылы шешуде берілген ε дәлдікті 

алудың критериі қандай шарттар болады? 

2) Хорда және Ньютон әдістерінің геометриялық түсініктемелері 

қандай? 

 

4 Дәріс №4. Матрицалар теориясы 

 

4.1 Матрица ұғымы және түрлері 

Анықтама. Сандардан немесе қандай да бір басқа элементтерден 

тұратын тікбұрышты кестені матрица деп атайды да, оны екі жағынан жақша 

немесе қос түзу сызықтармен шектеп жазады. 

Мысалға, матрицалар төмендегідей 

             















 

cba

542

611

,  

















8

5

7

,        14131211 aaaa , 

түрлерінде жазылады. 

Анықтауыштардағы сияқты матрицалар да жатық жолдардан және тік 

бағаналардан тұрады. Сондықтан да матрицаның элементтерінің орындарын 

жатық жол және тік бағана нөмірлері арқылы ажырататын боламыз. Ал 

матрицаның анықтауыштан айырмашылығы – анықтауыш сияқты бір санға 

тең болмайтындығында. 

Матрицаның қысқаша бір ғана әріппен A, B, C т.с.с.) белгілеп жазуға 

болады, әрине бір әріппен жазылған матрицаны кесте деп түсінуіміз керек. 

Егер матрицаның элементтерін ija  арқылы белгілейтін болсақ, онда 

жалпы түрде А матрицасы деп мына  

                                  























mnmmm

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

A

...

...............

...

...

321

2232221

1131211

, 

m жатық жолдан және n тік бағанадан тұратын тікбұрышты кестені ұғамыз. 
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Анықтауыш сияқты матрицаның элементтерін де екі индекс арқылы 

жазған қолайлы. Оның біріншісі – жатық жол нөмірін, ал екіншісі – тік бағана 

нөмірін көрсететін болады. Матрицада жалпы мөлшер ұғымын ғана 

пайдалануға болады. Тек nm   болған жағдайда ғана матрица реті айтылады. 

Егер матрицаның мөлшері nm , яғни nm   болса, ондай матрицаны 

квадрат матрица деп атайды. 

Матрицаның жатық жолдары мен тік бағаналарының орындарын 

ауыстыруға болады. Осындай әрекет нәтижесінде шыққан матрицаны 

транспонирленген матрица деп атайды да, оны TA  түрінде белгілейді. 

Мысалы, берілген матрица 

                                  












253

841
A , 

болса, онда транспонирленген матрица 

                                  





















28

54

31
TA , 

болады. 

Егер берілген матрица А өзінің транспонирленген матрицасымен дәл 

келетін болса, яғни  

                                  TAA  , 

онда мұндай матрица симметриялы матрица деп аталады. Матрицаның бұл 

шартын  

                                  jiij aa  , 

түрінде жазуға болады. 

Матрицалардың барлық түрлерінің ішінде тек квадрат матрицаның ғана 

анықтауышы болады және оны не Adet , не A  түрінде жазады. Егер А 

квадрат матрица болса, онда 

                                  AAT  . 

 

4.2 Матрицаларға амалдар қолдану 

1. Кез келген матрицаны қандай да бір санға көбейтуге болады, яғни 

егер   саны және 

                                  










232221

131211

aaa

aaa
A , 

матрицасы берілген болса, онда олардың көбейтіндісі деп 

                                  



















232221

131211

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa
A




 , 

матрицасын айтады. 

Бұл жерде матрицаны санға көбейту дегенімізден оның барлық 

элементін осы санға көбейту керек екендігін көреміз. Керісінше, егер 
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матрицаның барлық элементтерінің ортақ көбейткіші болса, оны матрица 

белгісінің сыртына көбейткіш ретінде шығаруға болады. 

Ал анықтауышта осындай ортақ көбейткішті әрбір жатық жолдан 

немесе әрбір тік бағанадан жеке-жеке анықтауыш белгісінің алдына сыртына 

шығаруға болады. Керісінше, анықтауышты бір   санына көбейту үшін оның 

тек бір жатық жолын немесе тек бір тік бағанасын осы санға көбейту 

жеткілікті. 

2. Тек мөлшерлері бірдей матрицаларды ғана қосуға болады, мысалы, 

                                



















232221

131211

232221

131211
,

bbb

bbb
B

aaa

aaa
A , 

матрицаларының қосындысы деп мына 

                                














232322222121

131312121111

bababa

bababa
BA , 

матрицаны айтады, яғни қосынды матрицаның элементтері қосылғыш 

матрицалардың сәйкес элементтерін қосу арқылы табылатынын көреміз. 

3. Матрицаларды өзара көбейту. Екі матрицаны өзара көбейту ерекше 

ереже бойынша іске асырылады, яғни өзімізге үйреншікті екі санды көбейту 

ережесінен өзгеше екендігін ескереміз. Жалпы алғанда кез келген екі 

матрицаны көбейтуге болмайды. Оларды көбейту үшін ол көбейткіш 

матрицалардың мөлшерлері ерекше үйлесулері керек: бірінші көбейткіш 

матрицаның тік бағаналар саны екінші көбейткіш матрицаның жатық жолдар 

санына тең болуы шарт. Жалпы А матрицасының мөлшері nm  болса, онда 

оны В матрицасына көбейту үшін В матрицасының мөлшері pn  болуы 

шарт. 

Сонымен осы екі А және В матрицаларын көбейтіп мөлшері pm  

болатын үшінші бір С матрицасын аламыз және оның кез келген элементі ijc  

мына формула 

                                 



n

k
kjikij bac

1

, 

бойынша табылатын болады. 

Ескерту. Кез келген А квадрат матрицаны сол реттегі бірлік Е 

матрицасына екі жағынан да (оң және сол) көбейтуге болатынын және осы 

көбейтулердің нәтижесінде бастапқы А матрицасының өзі шығатынын, яғни 

AAEEA  , 

ескерейік. 

Анықтама. Квадрат А матрицасының анықтауышы нөлге тең болса, 

онда ондай матрицаны ерекше матрица деп, ал керісінше, оның анықтауышы 

нөлден айрықша болса, онда ерекше емес матрица деп атайды. 

 

4.3 Кері матрица 

Кері матрица ұғымы тек квадрат, әрі ерекше емес матрицаға тән ұғым, 

яғни басқа матрица үшін кері матрица ұғымы жоқ. 
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Анықтама. Егер А матрицасы ерекше емес квадрат матрица болса, онда 

оған кері матрицаны 1A  түрінде белгілеп, EAAAA   11  теңдіктерін 

қанағаттандыратын матрицаны (мұндағы Е матрицасы А матрицасымен реттес 

бірлік матрица) айтады. 

Егер А матрицасы n-ші ретті ерекше емес матрица болса, яғни 

                                























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

, 

және 0A , онда оған кері 1A  матрицасы да n-ші ретті квадрат матрица 

болады да, оны мына  

                                























nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
A

...

............

...

...

1

21

22212

12111

1
, 

формула бойынша есептеп табады. Бұл формуладағы   ij

ji

ij MA 


1  берілген 

А матрицасының iia элементінің алгебралық толықтаушысы. 

Мысал. Екі матрица берілген 












































312

102

321

,

223

312

104

BA . Табу 

керек: а) BA2 ;   б) AA 1   . 

Шешуі: 

а) матрицаны санға көбейту үшін оның әрбір элементін осы санға 

көбейту керек, ал матрицаларды қосу (азайту) үшін осы матрицалардың 

сәйкес элементтерін қосу (азайту) керек. Сонымен  

 











































































































754

726

127

312

102

321

446

624

208

312

102

321

223

312

104

22 BA . 

б) AA 1  көбейтіндісін табу үшін алдымен 1A  кері матрицасын есептеу 

керек. Кері матрицаны 



















332313

322212

312111

1

det

1

AAA

AAA

AAA

A
A  формуламен есептейміз, мұнда 

                                ,03924348

223

312

104

det 



A  

яғни А – ерекшеленбеген матрица, демек оның 1A  кері матрицасы табылады.  

Алгебралық толықтауыштарын іздестірейік: 
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.4
12

04
,8

23

04
,7

23

12

,14
32

14
,11

23

14
,5

23

32

,1
31

10
,2

22

10
,8

22

31

332313

322212

312111





























AAA

AAA

AAA

 

 Сонда 

                               
.

39

4

39

8

39

7
39

14

39

11

39

5
39

1

39

2

39

8

487

14115

128

39

11
















































A

 

 Осыдан  

                                
.

100

010

001

39

4

39

8

39

7
39

14

39

11

39

5
39

1

39

2

39

8

223

312

104
1 EAA 



































































 

 

Бақылау сұрақтары:  

1) Симметриялы матрица деп қандай матрицаны айтады? 

2) Матрицаларға қандай амалдар қолдануға болады? 

3) Кері матрицаны қалай есептейді? 

 

5 Дәріс №5. Сызықты алгебралық теңдеулер жүйелерін шешудің 

дәл әдістері. Факторизация  

 

5.1 Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін шешу 

Анықтама. Кез келген сызықтық теңдеулер жүйесінің шешімі бар 

болатын болса, онда ол жүйені үйлесімді, ал оның шешімі жоқ болса, онда 

оны үйлесімсіз жүйе деп атайды. Ал үйлесімді жүйенің тек бір ғана шешімі 

болатын болса, онда ол жүйені анықталған, ал жүйенің шешімдері шексіз 

болса, онда ол анықталмаған жүйе деп аталады. 

Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін шешу әдістер негізінен екі 

топқа бөлінеді - дәл және итерациялық. 

Дәл әдістер - теңдеулер жүйесінің түбірлері шектеулі арифметикалық 

амалдарды орындау нәтижесінде және есептеулер дәл (дөңгелектеусіз) 

жүргізіліп, белгісіздердің мәндері дәл анықталады. Бұл әдістерге Гаусс әдісі, 

квадрат түбір әдісі және т.б. әдістер жатады. 

Итерациялық (біртіндеп жуықтау) әдістер - есептеулер дәл 

жүргізілген жағдайда да теңдеулер жүйесінің шешімі берілген дәлдікпен 

алынады. Теңдеулер жүйесінің түбірлерін берілген дәлдікпен табу – жинақты 
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шектеусіз процестің шегі ретінде қарастырылады. Бұл әдістерге итерация, 

Зейдель және т.б. әдістер жатады. 

 

5.2 Гаусс әдісі 

Гаусс әдісі белгісіздерді біртіндеп жою негізінде әртүрлі сұлба бойынша 

іске асырылуы мүмкін. Есептеу сұлбасын қандай да бір нақты мысалда 

қарастырған ыңғайлы. Сондықтан төртінші ретті теңдеулер жүйесін 

қарастырайық: 

             





















.

,

,

,

45444343242141

35434333232131

25424323222121

15414313212111

axaxaxaxa

axaxaxaxa

axaxaxaxa

axaxaxaxa

                                  (1) 

0iia  ( iia  – бас элемент деп аталады) деп ұйғарайық. Гаусс әдісімен (1) 

сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін шешу процесі үшбұрышты 

теңдеулер жүйесін 

     

   

   



















.

,

,

,

3
454

3
44

2
354

2
343

1
254

1
243

1
232

154143132121

bxb

bxbx

bxbxbx

bxbxbxbx

j

                                  (2) 

құрумен пара-пар. Бас элементтің нөлден өзге болуы Гаусс әдісінің 

қолданылуының қажетті және жеткілікті шарты болып табылады. 

Гаусс әдісінің тура жүрісі-  1i
ijb  коэффициенттерін табу: 

1) 5,4,3,2,
11

1

1  j
a

a
b

j

j
; 

2) 
 

 

  2,
1

22

1
21

2  j
a

a
b

j

j ,    мұнда       0;2,, 1
2211

1  ajibaaa jiijij
; 

3)  
 

 
3,

2
33

2
32

3  j
a

a
b

j

j
,   мұнда          3,,1

2
1
2

12  jibaaa jiijij
; 

4) 
         5,4,2

3
2

43
2

4
3

4  jbaaa jjj . 

Гаусс әдісінің кері жүрісі – белгісіздердің мәнін есептеу процесі. 

Мысал. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін Гаусс әдісімен шешу 

керек: 

                             





















.9,90,15,22,00,1

,9,32,50,10,13,0

,9,215,80,45,04,0

,7,20,11,00,10,2

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

                           (3) 

 

 

Шешуі: тура жүрісі 
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1) ;5,0
0,2

0,1

11

12
12 

a

a
b      ;05,0

0,2

1,0

11

13
13 




a

a
b  

;5,0
0,2

0,1

11

14
14 

a

a
b   .35,1

2

7,2

11

15
15 

a

a
b  

Яғни (2) жүйенің бірінші теңдеуін аламыз 

35,15,005,05,0 4321  xxxx . 

2) 
 

 
 

 

  4,13
3,0

02,4

02,405,04,04

3,05,04,05,0
1

22

1
231

23

132123
1

23

122122
1

22












a

a
b

baaa

baaa
; 

 

    
 

 
0,29

3,0

7,8
7,85,04,05,8

1
22

1
241

24142124
1

24 



a

a
bbaaa ; 

 
    20,7136,2135,14,09,21 1

25152125
1

25  bbaaa ; 

 
 

   
 

 
;305,435,13,09,3

;05,55,03,02,5

;015,105.03,00,1

;15,15,03,01

153135

1

35

1

34

1

33

123132

1

32

143134

133133









baaa

baaa

baaa

baaa

 

яғни (2) жүйенің екінші теңдеуін аламыз 2,710,294,13 432  xxx . 

       

       

 
 

 
72298,1

425,16

3,28

3,280,2915,105,5

425,1640,1315,1015,1

2
33

2
342

341
24

1
32

1
34

2
34

1
23

1
32

1
33

2
33















a

a
b

baaa

baaa
 

 3) 

       

 
 

 
,72298,4

425,16

575,77

575,772,7115,1305,4

2
33

2
352

35

1
25

1
32

1
35

2
35





a

a
b

baaa

 

яғни (2) жүйенің үшінші теңдеуін аламыз: 72298,472288,1 43  xx . 

Сонымен, берілген (3) жүйеге пара-пар жүйе жазамыз: 





















.11998,111998,1

,72298,472298,1

,2,710,294,13

,35,15,005,05,0

4

43

432

4321

x

xx

xxx

xxxx

                                  (4) 

 

Кері жүрісі. (4) жүйеден біртіндеп белгісіздерді табамыз: 

.07,15,0305,025,035,1

;20,2934,132,71

;372298,172298,4

;1

1

2

3

4









x

x

x

x
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Есептеу барысында барлық есептеулер дөңгелектеусіз алынған, 

сондықтан белгісіздердің мәндері дәл табылады. 

Жауабы.  0,1;0,3;0,2;0,1 x . 

 

Бақылау сұрақтары:  

1) Гаусс әдісінің  бір ғана бөлу сұлбасында тура және кері 

жүрістерінің мағынасы неде? 

2) Гаусс әдісінің қолданылуының қажетті және жеткілікті шарты 

қандай? 

 

6 Дәріс №6. Сызықты алгебралық теңдеулер жүйелерін шешудің 

дәл әдістері 

 

6.1 Квадрат түбірлер әдісі 

bAX   сызықтық теңдеулер жүйесі берілсін, мұндағы А симметриялы 

матрица, яғни  njiaa jiij ...,,2,1,  . 

Тура жүрісі. А матрицасын өзара транспонирленген екі үшбұрышты 

матрицаларының көбейтіндісі ретінде жазуға болады 

              TTA  ,                                                                    (1) 

 мұндағы  

                                
,

....00

.................

...0

...

222

11211























nn

n

n

t

tt

ttt

T
     

.

....

.................

0...

0...0

21

2212

11























nnnn ttt

tt

t

T
 

Т матрицасының ijt  элементтерін анықтау үшін T   және T  матрица-

ларын көбейтіп А матрицасына теңестіреміз. 

     

 

 

 











































).(,0

,,

,1,

,1,,

1

1

1

1

2

11

1

11111

jit

ji
t

tta

t

nitat

j
t

a
tat

ij

ii

i

k
k jk iij

ij

i

k
k iiiii

j

j

.                                      (2) 

(5) қатынас орындалса, (1) теңдеу келесі екі теңдеумен пара-пар 

yTxbyT  , .                                                       (3) 

Кері жүрісі. (7)  теңдеулерді жүйе арқылы жазамыз 
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

















....

........................

,

,

2211

2222112

1111

nnnnnn bytytyt

bytyt

byt

 

және 

                                



















.

......................................

,...

,...

22222

11212111

nnnn

nn

nn

yxt

yxtxt

yxtxtxt

 

Осы жүйелерден біртіндеп у және х мәндерін табамыз: 

                                 1,

1

1

11

1
1 








 i
t

ytb

y
t

b
y

ii

i

k
kkii

i
; 

                                 ni
t

xty

x
t

y
x

ii

n

ik
kiki

i

nn

n
n 






 1, . 

Мысал. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін квадрат түбірлер 

әдісімен шешу керек 

                                





















.9,000,122,044,066,0

,7,022,00,132,054,0

,5,044,032,00,142,0

,3,066,054,042,00,1

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Шешуі: тура жүрісі. tіj элементтерін табамыз: 

;66,0;54,0;42,0;0,1
11

14
14

11

13
13

11

12
121111 

a

a
t

a

a
t

a

a
tat  

;90752,042,00,1 22
122222  tat  

10270,0
90752,0

54,042,032,0

22

131223
23 







t

tta
t ; 

;17939,0
90752,0

66,042,044,0

22

141224
24 







t

tta
t  

;83537,010270,054,00,1 222
23

2
133333  ttat  

;18533,0
83537,0

17939,010270,066,054,022,0

33

2423141334
34 







t

tttta
t  

  .70560,018533,017939,066,00,1
2222

34
2
24

2
144444  tttat  

 

Кері жүрісі  

1)  4,3,2,1iyi
 табамыз 

;41211,0
90752,0

3,042,05,0

;30,0

22

1122
2

11

1
1











t

ytb
y

t

b
y  
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;59336,0
83537,0

41211,010270,03,054,07,0

33

2231133
3 







t

ytytb
y ; 

.04597,1
44

3342241144
4 




t

ytytytb
y  

2)  4,3,2,1ixi
 табамыз: 

;03917,1;48238,1
70560,0

04597,1

33

4343
3

44

4
4 




t

xty
x

t

y
x  

.25778,1;04348,0
11

4143132121
1

22

4243232
2 







t

xtxtxty
x

t

xtxty
x  

Жауабы:  48238,1;03917,1;04348,0;25778,1x . 

 

Бақылау сұрақтары:  

1) Бір ғана бөлу сұлбасында тік және кері жүрістің мағынасы неде? 

 2) Зейдель әдісінің итерациялық процесі қарапайым итерацияның 

сондай әдісінен қандай өзгешілігі бар? 

2) Квадрат түбірлер әдісін қолдану шарты қандай? 

3) Квадрат түбірлер әдісі дәл әдіс пе әлде итерациялық әдіс пе? 

4) Квадрат түбірлер әдісінде тура және кері жүрістің мағынасы неде? 

 

7 Дәріс №7. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесiн шешудің 

итерациялық әдістері. Итерациялық әдістердің жинақталуы. Оптималды 

параметрлі итерациялық әдістер 

 

7.1 Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесiн шешудің итерация 

әдісі 

Сызықтық теңдеулер жүйесінде белгісіздер саны көп болған жағдайда 

жүйенің түбірлерін табу үшін жуықталған сандық әдістерді қолданған 

ыңғайлы.  

bAX                                                                           (1) 

сызықтық теңдеулер жүйесі берілсін және  niaii ,10   деп үйғарайық. 

 Берілген (1) жүйені нормаль (келтірілген) жүйеге келтірейік 



















 ....

..........................

,...

,...

11,22211

232312122

131321211

nnnnnnnn

nn

nn

xCxxCxCdx

xCxCxCdx

xCxCxCdx

                           (2) 

 мұндағы 

                                  ,,
ii

ij

ij

ii

i
i

a

a
C

a

b
d   егер  ji  ; 

                      0ijC ,     егер  njiji ...,,2,1,  . 

Бастапқы жуықтау ретінде бос мүшелерді аламыз 



 25 

                                         
 























nd

d

d

x
...

2

1

0
. 

Жалпы алғанда (2) жүйеден )1( k -ші жуықтау келесі формулалар 

арқылы табылады 
       

       

       
























....

....................................

,...

,...

11,2211
1

23231212
1

2

13132121
1

1

k
nnn

k
n

k
nn

k
n

k
nn

kkk

k
nn

kkk

xCxCxCdx

xCxCxCdx

xCxCxCdx

.                    (3) 

Егер келесі шарттардың ең болмағанда біреуі орындалса  

   



n

j
ij niC

1

...,,2,11 ,                                              (4) 

немесе 

 



n

i
ij njC

1

...,,2,11 ,                                              (5) 

онда (3) итерация процесі бастапқы жуықтауды таңдауға тәуелсіз осы жүйенің 

жалғыз шешіміне жинақталады, яғни  

                                            )(lim k

k

xx


 . 

Итерация процесін 

                                     nixx
k

i
k

i ...,,2,1,
1


  ,                                    (6) 

болғанда тоқтатамыз, мұнда  қандайда бір аз шама. 

 

7.2 Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесiн шешудің Зейдель 

итерациясы әдісі 

(2)-ші келтірілген сызықтық теңдеулер жүйесі берілсін. Түбірдің 

бастапқы жуықтауын еркін түрде таңдаймыз. Зейдель әдісі бойынша түбірдің 

k +1 жуықтауын келесі формула бойынша есептейміз 

  

                        

         

         

         

         

































....

,...

,...

,...

11,

1

33

1

22

1

11

1

2434

1

232

1

1313

1

3

2424323

1

1212

1

2

14143132121

1

1

k

nnn

k

n

k

n

k

nn

k

n

k

nn

kkkk

k

nn

kkkk

k

nn

kkkk

xCxCxCxCdx

xCxCxCxCdx

xCxCxCxCdx

xCxCxCxCdx

 

Итерация әдісінде қарастырылған шарттар Зейдель әдісі үшін де тура. 

Зейдель әдісі итерация әдісіне қарағанда жақсы жинақталады. 

Мысал. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін итерация әдісімен 

01,0  болғанда шешу керек 
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













.398,104,112,011,0

,849,005,003,111,0

,795,010,005,002,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx
 

Шешуі: берілген жүйені (2) түрге келтіру үшін id  және 
ijC  

коэффициенттерін табамыз 

;398,1;849,0;795,0
33

3
3

22

2
2

11

1
1 

a

b
d

a

b
d

a

b
d  

;1,0;05,0;02,0
11

14
14

11

13
13

11

12
12 

a

a
C

a

a
C

a

a
C  

;05,0;03,0;11,0
22

24
24

22

23
23

22

21
21 

a

a
C

a

a
C

a

a
C  

;04,0;12,0;11,0
33

34
34

33

32
32

32

31
31 

a

a
C

a

a
C

a

a
C

 

(4) шарттарды табылған Сіj қанағаттандырады 





3

1
1 117,010,005,002,0

j
jC , 





3

1
2 119,005,003,011,0

j
jC , 





3

1
3 127,004,012,011,0

j
jC . 

 Осыдан (3) жүйені аламыз 

                                            

     

     

     





















.12,011,0398,1

,05,011,0849,0

,10,005,0795,0

21
1

3

31
1

2

32
1

1

kkk

kkk

kkk

xxx

xxx

xxx

 

 Бастапқы жуықтау ретінде бос мүшелерді аламыз 

                       



















398,1

849,0

795,0
0x . 

 Бірінші жуықтау 1k : 

                                      ;962,010,005,0795,0 0
3

0
2

1
1  xxx  

                                      ;982,005,011,0849,0 0
3

0
1

1
2  xxx  

                                      .532,112,011,0398,1 0
2

0
1

1
3  xxx  

 Екінші жуықтау 2k : 

                                      ;978,010,005,0795,0 1
3

1
2

2
1  xxx  

                                      ;002,105,011,0849,0 1
3

1
1

2
2  xxx  

                                      .560,112,011,0398,1 1
2

1
1

2
3  xxx  

(6) теңсіздікті тексереміз 
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     016,01
1

2
1 xx ,        02,01

2
2

2 xx ,            028,01
3

2
3 xx . 

(6) шарттар орындалмаған соң келесі үшінші жуықтауды есептейміз, 

яғни k=3 болғанда 

                                

     

     

     
,563,112,011,0398,1

;004,105,011,0849,0

;980,010,005,0795,0

2

2

2

1

3

3

2

3

2

1

3

2

2

3

2

2

3

1







xxx

xxx

xxx

 

үшінші және екінші жуықтауларда табылған x-тердің мәндері (6) теңсіздікті 

қанағаттандырады 
   

 002,0
2

1

3

1 xx ,   
   

 002,0
2

2

3

2 xx ,        
 003,0

2

3

3

3 xx . 

Сондықтан, итерация процесін тоқтатып, жауабын аламыз 

                                .564,1;004,1;98,0 321  xxx . 

Мысал. Сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін Зейдель әдісімен 

01,0  болғанда шешу керек 

                                















.398,104,112,011,0

,849,005,003,111,0

,795,010,005,002,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx
 

Шешуі: итерация процесіндегі келтірілген жүйені келесі түрде аламыз 

                                

     

     

     





















.12,011,0398,1

,05,011,0849,0

,10,005,0795,0

1

2

1

1

1

3

3

1

1

1

2

32

1

1

kkk

kkk

kkk

xxx

xxx

xxx

 

Бастапқы жуықтау ретінде итерация әдісімен табылған мәндерді 

аламыз:  

                                           .

564,1

004,1

98,0
0

















x  

0k : 
                            

;982,010,005,0795,0
0

3

0

2

1

1  xxx  

                            
790,005,011,0849,0

0

3

1

1

1

2  xxx ; 

                            
538,112,011,0398,1

1

2

1

1

1

3  xxx . 

1k : 
                            

;969,010,005,0795,0
1

3

1

2

2

1  xxx  

                            
;796,005,011,0849,0

1

3

2

1

2

2  xxx  

                            
.519,112,011,0398,1

2

2

2

1

2

3  xxx  

2k : 
                            

;968,010,005,0795,0
2

3

2

2

3

1  xxx  

                            
;843,005,011,0849,0

2

3

3

1

3

2  xxx  

                            
.557,112,011,0398,1

3

2

3

1

3

3  xxx  

Үшінші және екінші жуықтауларда табылған x-тердің мәндері (6) 

теңсіздікті қанағаттандырады 
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   


2

1

3

1 xx ;          


2

2

3

2 xx ;          


2

3

3

3 xx , 

сондықтан, итерация процесін тоқтатып, жауабын аламыз. 

Жауабы:    557,1;843,0;968,0 321  xxx . 

 

Бақылау сұрақтары:  

1) Бастапқы жуықтауды таңдаудың итерациялық әдістердің 

итерациялық процестерінің сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесінің 

шешіміне жинақталуына әсері қандай? 

2) Зейдель әдісінің итерациялық процесінің қарапайым итерацияның 

итерациялық процесінен қандай өзгешілігі бар? 

 

8 Дәріс №8. Матрицаның өзіндік мәндерінің мәселелері 

 

8.1 Матрицаның меншікті мәндерін және меншікті векторларын 

табу 

Математиканың, механиканың және физиканың көптеген есептерiн 

шешкенде 0)det(  EA   түрiндегi теңдеудiң түбiрлерiн есептеу, А 

матрицасының меншiктiк векторын және меншiктiк мәндерiн анықтау талап 

етiледi. 

n сызықтық емес алгебралық теңдеулер жүйесi n белгiсiзiмен берiлсiн 

                               AX B , 

 мұндағы 

                                



































































nnnnnn

n

n

x

x

x

X

b

b

b

B

aaa

aaa

aaa

A


2

1

2

1

21

22221

11211

,,

...

................................

...

...

. 

А матрицаның сипаттамалық теңдеуi төмендегi түрде берiледi 

    0...1

...

..........................................

...

...

det 1

1

21

22221

11211









 

n

nnn
PP

aaa

aaa

aaa

EA

nnnn

n

n









 .       (1) 

Бұл теңдеудiң ),1( ni
i

  түбiрi А матрицасының меншiкті мәндерi. 

Әрбiр меншiктiк мән үшiн 
i

x  бар. 0-ге тең емес жүйесi үшiн 

  0
ii

xEA  .                                                        (2) 

Барлық меншiктiк векторды есептеу үшiн (2) түрiндегi n теңдеулер 

жүйесiн шешу керек, мұнда дәл және итерация әдiстерiн қарастыруға болады. 
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8.2 А.Н. Крылов әдісі 

Кез келген 
0

d  бастапқы вектор берiлсiн, ал 1
d  мына формуламен 

анықталады: 

                           1


ii
Add . 

Сонда (1) сипаттамалық теңдеуiнiң iP  коэффициентi мына жүйенi 

бередi 

                                nnnnn PdPdPdPdd 0112211 ...   . 

iii Pd ,, -лердiң мәндерiн анықтағаннан кейiн меншiктiк ix  векторы 

мына формуламен есептеледi 

                                







1

0

1

n

k

kniki
dax , 

 мұндағы 

                                         .1,...,2,1,1,0 ,1   nkkkiiiki Paaa   

 

8.3 А.П. Данилевский әдісі 

Бұл әдiстiң мәндiлiгi n-1 түрлендiруiнен кейiн берiлген А матрицасы 

өзiне сәйкес Фробениус В матрицасына көшедi.  

(1) сипаттамалық теңдеуiнде Рk iзделiндi коэффициенттерi бар 


























1

1

0...00

20...10

0...01

0...00

P

P

P

P

B
n

n

n

. 

В матрицасының элементтерi мына формулалармен есептеледi: 

 k

jk

kk

jik
a

a
b

,1

,1

,

1





 , 

1,)(

,1

)()()( 


kibaab k

ik

k

ik

k

ij

k

ij
, 

.

,1,

1

)(
,

)()1(
1,

)(
,

)1(













n

j

k
kj

k
ik

k
ki

k
ji

k
ij

aba

kjba

 

 мұндағы 
( ) , 1,k

ija k n  ( 1)k  – түрлендiру, сондықтан 
(1) ( ), nA A B A  . 

( )

1,

n

k ka   нөлге жақындағанда процесс туындауы мүмкiн. Меншiктiк 

вектор 1 2( , ,..., )nx x x x  меншiктiк мәнiне сәйкес мына формуладан 

анықталады 

1

, , 1,...,1
n i

n i n i j

i i

j

y P i n n 


  



    , 
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( 1) ( 1) ( )

1 , 1k k k k

i i k iky y y a i k 

    , 

( ) ( 1) ( )

1 1 1,

k k k

k k k ky y a

   , 

 мұндағы    
( ) (1)

1, , 1, 2,...n

i i iy y y x k n n     . 

 

Бақылау сұрақтары:  

1) А матрицасының меншiкті мәндерiн және оларға сәйкес меншікті 

векторларын табудың қандай дәл әдістерін білесіз? 

2) Қандай матрицаны Фробениус матрицасы деп атайды? 

 

9 Дәріс №9. Функцияны интерполяциялау  

 

9.1 Функцияны интерполяциялау мәселесі 

 xfy   функциясы берiлген және оның мәндерi  

     nn xfyxfyxfy  ,...,, 1100  

кесте түрiнде берiлген. )(xf – функциясы сияқты  x  – кез келген 

функциясы да nxxx ,...,, 10  нүктелерiнде дәл сондай мәндердi қабылдайды, 

ал берiлген аралықтағы өзге нүктелерде )(xf  функциясының қабылдайтын 

мәнiне, таңдалынған дәлдiкпен алғандағы, маңайлас шамаға тең. 

 xfy   функциясын берiлген тораптардан өзге нүктелерде  x  

функциясымен алмастырса, мұндай операцияны  xfy   функциясын 

интерполяциялау деймiз. Мұнда  xy   формуласы интерполяциялау фор-

муласы деп аталады. Интерполяциялау формулалары )(xf  функциясының 

аргументтiң берiлген мәндерi қарастырылған аралықта белгiсiз мәндерiн табу 

үшiн қолданылады. 

Нәтижесiн шығарар кезде мынадай қателiктер ескерiледi: 

1) Әдiс қателiгi. 

2) Жойып алмау қателiгi. 

3) Жуықтау қателiгi. 

Әдiстiң қателiгi қалған мүшенi интерполяциялау формуласы арқылы 

табылуы мүмкiн және )(xf –тiң сәйкес дәрежесiндегi туындысының 

интерполяциялау аралығындағы мәнiне байланысты бағаланады.  

 

9.2 Тең емес арақашықтықта орналасқан түйiндерге арналған 

Лагранждың интерполяциялық формуласы 
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Айталық, )(xf  функциясы  nxx ,0  аралығында тек 1n -ге дейiнгi 

барлық дәрежеде туындысы табылады және қателiгi мына түрде болады. 

     
 

 xП
n

M
xLxfxR n

n
nn 1

1

!1





 ,                                                 (2) 

     
  xfM n

n
1

1 max 
  ,           nn xxxxxxxП  ...101 . 

 

9.3 Тең емес арақашықтықта орналасқан түйiндерге арналған 

Ньютонның интерполяциялық формуласы 

 
              

      .,,...,,...

,...,......,

1010

101101000

xxxxfxxxxxx

xxfxxxxxxxxfxxxfxf

nn

nn



       (3) 

(3)-тiң оң жағындағы барлық мүшелерiнiң қосындысы Ньютонның 

интерполяциялау көпмүшелiгi деп, ал соңғы мүшесi 

     xxxxfxwxR nn ,...,,, 10 ,                                   (4) 

қателiгi деп аталады. 

 

10 Дәріс №10. Функцияны интерполяциялау  

 

10.1 Эйткеннің интерполяциялау сұлбасы 

 xf  функциясын есептегенде x -тiң нақты мәндерiн тең емес 

арақашықтықта орналасқан аргументтерi үшiн Лагранждың интерполяциялау 

полиномы арқылы Эйткеннiң сұлбасын қолдану тиiмдi. Айталық 
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болсын және Эйткен сұлбасы бойынша есептеу төмендегi сұлба түрiнде 

жүргiзiледi: 

 

ix  iy  xxi   iiL ,1
 

iiiL ,1,2 
 iiiiL ,1,2,3 
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0y  xx 0      

1x  1y  xx 1  )(01 xL     

2x  
2y  xx 2  )(12 xL  )(012 xL    
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3y  xx 3  )(23 xL  )(123 xL  )(0123 xL   

4x  
4y  xx 4  )(34 xL  )(234 xL  )(1234 xL  )(01234 xL  
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Есептеу соңғы  x -тiң тiзбектiк мәнiн салыстырумен анықталады. 

 

10.2 Ньютонның бірінші интерполяциялау формуласы 

Тұрақты қадаммен берілген кесте, функцияға ақырлы түрлі кестесі 

құрылған. Интерполяциялау көп мүшелігін осындай түрде іздейміз: 

))...((...))(()()(P 10102010n  nn xxxxaxxxxaxxaax .          (6) 

Бұл n дәрежедегі көпмүшелік. naaa ,...,, 10  коэффиценттерінің 

мағынасын, шыққан функцияның мағынасының сәйкестік шартын және 

көпмүшелік түйіндерін табамыз. 0xx  -ге қарап, (6)-дан 000 )(Py axn   -

ді табамыз, одан 00 ya  .  

x  мәнді 1x  және 2x -ні бере отырып төмендегіні аламыз:  

                                )()(Py 01101n1 xxaax  , одан   
h

y0
1


a , 

                                ))(()()(Py 120222102n2 xxxxaxxaax  , 

тағы сол сияқты   

2
2

002 22 ahyyy  , немесе 2
2

012 22 ahyyy  , 
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y
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Жалпы жағдайда ka  үшін мынадай түр болады:  
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 .                                                                     (7) 

 (6)-ші көпмүшелікке (7)-ні қоямыз:  
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Бұл формула басқаша түрде қолданылады t
h
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

 0
 болса, тағы сол 

сияқты htxx  0 , онда:  
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 .            (9) 

(9) – формула Ньютонның бірінші интерполяциондық формуласы деп 

аталады. Абсолюттік шамасы бойынша t  кіші болғанда, бұл формула 

интерполяцианың кесіндісінің басында интерполяциялау үшін қолданылады. 

Осы себепке байланысты Ньютонның бірінші интерполяциялау формуласын 
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алға интерполяциялау деп атайды. Бастапқы 0x  мәнін x  аргументтегі кестелік 

мәнді қабылдауға болады.  

 

10.3 Ньютонның екінші интерполяциялау формуласы 

Аргументтің мәні интерполяциялау кесіндісінің соңына жақын 

орналасқан кезде бірінші интерполяциялау формуласын қолдану тиімсіз. Бұл 

жағдайда артқа интерполяциялау, яғни, Ньютонның келесі түрде ізделінетін 

екінші интерполяциялау формуласы қолданылады:  

))...((...))(()()( 11210 xxxxaxxxxaxxaaXP nnnnnn   .        (10) 

Ньютонның бірінші формуласындағыдай naaa ,...,, 10  коэффицентері 

түйінде функция мәндері және интерполяциялау көпмүшесінің сәйкес келу 

шартынан табылады  

k
kn

k

hk
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!
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.                                                              (11) 

(11)-шы өрнекті (10)-ші өрнекке қойып және  
h

xx
t n
  айнымалысына 

өтіп, Ньютонның екінші формулаларының соңғы түрін аламыз: 
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nytt
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ytythxPxR n

nnnnnn 
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 
.      (12) 

 

10.4 Интерполяциялау көпмүшелігінің қателігі 

Егер f  интерполяциялау функциясы аналитикалық түрде белгілі болса, 

онда интерполяциялау қателігін (әдіс қателігі) бағалауға арналған формуланы 

қолдануға болады. )(xFn  интерполяциялау көпмүшелігінің қалдық мүшесі 

мынадай болады: 

                               )()()( xFxfxR nn  . 

Бекітілген кесіндісі үшін интерполяциялау көпмүшелігінің бір ғана 

екендігінен, қателігі туралы сұрақты баяндау Лагранж көпмүшелігі мен 

Ньютон көпмүшелігіне бірдей.  

)(xf  функциясының )1( n -ге дейінгі барлық туындыларды бар болсын 

деп ұйғарайық, R-тұрақты көбейткіш деп қосымша функция енгіземіз: 

                 )()()()( 1 xRxFxfxU nn  .                            (13) 

Байқап отырғанымыздай, )(xU  функциясының )1( n  түбірлері 

(
nxxx ,...,, 10
 - интерполяциялау тораптары) бар. R-коэффициентін )(xU  әрбір 

),...,1,0(1 nixx   нүктесінде ( 2n )-ші түбір болатындай етіп таңдап 

аламыз. Шынында 0*)( xU , яғни 0*)(*)()( 1   xRxFxf n  болуы 

үшін  
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*)(

*)(*)(

1 x

xFxf
R

n


 ,                                                     (14) 

болуы жеткілікті. Сонымен, )(xU  функциясының R мағынасы интерполя-

циялаудың кесіндісінде 2n  түбірін иемденді және )1( n  кесінділерінің 

әрқайсысының соңында 0-ге айналды: 

                                nn xxxxxxxxxx ;,...,*;,*;,;,; 11112110  . 

Кесінділердің әрқасыларына Рош теоремасын қолдана отырып, мынаған 

көз жеткіземіз: 

- )(xU   кем дегенде )1( n  түбіріне ие; 

- )(xU   кем дегенде n түбіріне ие; 

- )()1( xU n
 кем дегенде бір түбірді иемденеді.  

Е-ні 0)()1(  EU n
 болатын нүктенің өзі деп белгілейік (13), )1( n -рет 

дифференциалдаймыз.  
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(14) пен (15)-ті салыстырсақ: 
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Бірақ *x  нүктесі туынды (шынында *xE  -ға бағынышты!). Сондықтан 

былай жазуға болады: 
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Бағалау формуласын Лагранж формуласы бойынша интерполяция-

лаудың әдіс қателігін есептеуге тікелей қолданса болады. 
n

xx
t 0
  және 

n

xx
t 2
  алмастыруды қолдана отырып (16) формуласынан Ньютон 
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формулалары бойынша интерполяциялаудың қателіктерін бағалау 

формуласын алуға болады.  
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ntfff
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Лагранж және Ньютонның интерполяцияланған көпмүшелерінің 

талдауы, сондай - ақ (16), (18) бағалау формулаларының талдаулары. Пайдалы 

практикалық қорытындыларын жасауға мүмкіндік береді.  

Қателік мән мағынасына )(1 xn  шамасы шешімді әсер етеді, ол 

түйінді нүктелерді интервалының ортасынан x  алынған жағдайда 

азайтылады. Сонымен қатар, x  екі түйінді мағыналардың ортасына жақын 

болғанда mn 2  түйіндерінің жұп сандарын алған тиімді ( m  түйіндерінен сол 

жақтан және x -тен оң жақтан).  

Егер x  түйінді мағыналардың біріне жақын болса, 12  mn  түйіндердің 

тақ санын пайдалануға болады.  

Ньютонның интерполяцияланған формулаларын тәжірибеде құрастыру 

кезінде сәйкес соңғы қалдықтары нөлге тең немесе жақын мүшелерді елемеу 

керек. Сондықтан, тәжірибелік есептеулерде Ньютонның интерполяция-

ланған формулалары берілген дәлдік шегінде тұрақты деп саналатын 

қалдықтарға ие мүшелерге бөлінеді.  

Соңғы қалдықтармен Ньютон формулалары бойынша интерполяциялау 

дәлдігі арасындағы байланыс келесі түсініктемелермен бекітіледі.  

Е с к е р т у: h аз мәнінде және )()1( xf n
 үздіксіз жағдайда, шамамен 

есептеуге болады:  
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модульдерінен максималды. Сонымен (17) және (18) Ньютонның бірінші және 

екінші интерполяциялау формулаларының қалдық мүшелерін бағалау 

жағдайлары мынадай түрге ие:  
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(19) және (20) формулалары )1( n  туынды интерполяциялаушы f 

функциясын зерттемей - ақ интерполяциялау әдісінің қателігін бағалауға 
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мүмкіншілік беретіндігімен ыңғайлы (соның ішінде, f аналитикалық 

формуласы тіптен белгісіз болғанда).  

Интерполяциялау соңғы қателігіне есептеу қателігі де әсер етеді. Бұл 

мәселелерді толық зерттеу аз қиындықтар тудырмайды мысалы сенімді және 

көп мәнді есептеу кестелерін құрастыру кезінде.  

Разрядтардың үлкен санымен және кестелердің автоматтандырылған 

басылымдарымен есеп жүргізуге мүмкіндік беретін ЭЕМ-ді қолданумен 

техникалық жұмыс бірталай жеңілдейді.  

 

10.5 Функция кестесін тығыздау 

Функцияның кестесін тығыздау үшін интерполяциялау қолданылады. 

Функцияның берілген кестесі бойынша аргументтің мәнін үлкейту арқылы 

жаңа кестені құру операциясы кейбір жағдайда функцияны субтабуляциялау 

деп аталады. Егер кесте тұрақты қадаммен берілген болса, онда Ньютонның 

интерполяциялау көпмүшелігін қолданған жөн. ЭЕМ-де есептеу үшін түйіндік 

нүктелері белгілі болған жағдайда (егер ақырлы айырымдар және полином 

дәрежесі қолмен есептелінген болса) Ньютон формулаларын Горнер кестесі 

арқылы көрсетуге ыңғайлы болады. Ньютонның бірінші интерполяциялау 

формуласы келесі түрде көрсетіледі 
























 






 ....

1
....

3

2

2

1
)( 0

3
0

2
00

n

nt
y

t
y

t
ytyxPn

. 

Егер Горнер кестесін қолдансақ )(xPn  мәнін циклда есептеуімізге 

болады. Егер қолданылатын ақырлы айырымдардың максималды реті үлкен 

болмаса, онда )(xPn  мәнін Ньютон формулалары арқылы табуға болады. 

Мысал. Мына мәндер кестесi үшiн Лагранж көпмүшелiгiн құрып 

 2.5f -тi есептеңiз 

 

x 1 2 3 4 

y 2 3 4 5 

 

 Шешуi: төмендегi жағдайда n=3, онда     

 

 
   

    
 

   

   

 
   

   
 

   

   

1 2 3 0 2 3

3 0 1

0 1 0 2 0 3 1 0 1 2 1 3

0 1 3 0 1 2

2 3

2 0 2 1 2 3 3 0 3 1 3 2

( )
...

x x x x x x x x x x x x
L x f x f x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x
f x f x

x x x x x x x x x x x x

     
  

     

     
  

     
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   
   

   
   

   
   

   
   

       

       
1

6

431
5

2

431
4

2

431
3

6

432
2

342414

321
5

432313

421
4

423212

431
3

413121

432
2








































x
xxxxxx

xxxxxxxxx

xxxxxxxxx

 

  1f x x   сызықтық функциясы интерполяциялау көпмүшелiгi болып 

табылады, онда   1f x x  , (2.5) 3.5f  . 

Мысал. lgy x  функциясының мәндер кестесi берiлген 

 

x 1000 1010 1020 1030 1040 1050 

y 3.0000000 3.0043214 3.0080600

2 

3.01283

72 

3.0170333 3.02118

93 

 

n=3 болғанда Ньютонның бiрiншi формуласын қолданып, lg1001 

есептеп және R3 -қалдық мүшесiн бағалап көрсетiңiз. 

Шешуi: 

                                
2 3

0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( )

2! 3!

g g g g g
y x y g y y y

  
       ; 

                                1001x   үшiн,    0 1001 1000 1
0,1

10 10

x x
g

h

 
    . 

 

x y y  y2  y3  

1000 3.0000000 0.0043214 -

0.0000426 

0.000000

8 

1010 3.0043214 0.0042788 -

0.0000418 

0.000000

9 

1020 3.0080600

2 

0.0042370 -

0.0000409 

0.000000

8 

1030 3.0128372 0.0041961 -

0.0000401 

 

1040 3.0170333 0.0041560   

1050 3.0211893    

 

 y -тi есептеймiз: 
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.0041560,00170333,30211893,3

;0041961.00128372,30170333,3

;0042370,000806002,30128372,3

;0042788.00043214,300806002,3

;0043214,00000000,30043214,3

454

343

232

121

010











yyy

yyy

yyy

yyy

yyy

 

 
2 y -тi есептеймiз: 

.0000401,00041961,00041560,0

;0000409,00042370,00041961,0

;0000418,00042788,00042370,0

;0000426,00043214,00042788,0

343
2

232
2

121
2

10
2









yyy

yyy

yyy

yyy

 

 3 y -тi есептеймiз: 

.0000008,0

;0000009,0

;0000008,00000426,00000418,0

2
2

3
2

2
3

1
2

2
2

1
3

0
2

1
2

0
3







yyy

yyy

yyy

 

 Осыдан, 

.0004341,30000008,0
6

9.19,01,0

0000426,0
2

91,0
0043214,01,0000000,31001lg











 

Қалдық мүшенi бағалаймыз 

                                
4

(4)

3

( 1)( 2)( 3)
( ) ( )

4!

h g g g g
R x f 

  
 , 

 мұндағы 1000 1030  . Егер ( ) lgf x x , онда 
(4)

4

3!
( ) lgf x e

x
  , 

сондықтан 
(4)

4

3!
( ) lg

(1000)
f e  . 

 10n    және 0.1п   болса  
 

4
9

3 4

0.1 0.9 279 10 lg
(1001) 0.5 10

4 1000

e
R   

  


 болады. 

Жауабы: .105,0)1001(,0004341,3)1001lg( 9
3

 R  

 

Бақылау сұрақтары:  

1) Кестемен берілген функцияны интерполяциялау әдісімен 

жуықтаудың ерекшелігі неде? 

2) Интерполяциялау көпмүшелігінің табылуы мен жалғыздығы қалай 

негізделеді? Оның дәрежесі интерполяциялау түйіндерімен қалай 

байланысады? 
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3) Лагранж және Ньютонның интерполяциялау көпмүшеліктері 

қалай құрылады? Бұл интерполяциялаудың екі әдісінің ерекшеліктері қандай? 

 

11 Дәріс №11. Сандық интегралдау. Интегралдық тегістеу. 

Интерполяциялық квадратуралық формулалары. Ең жақсы алгебралық 

дәлдікті квадратуралық формулалар 

 

11.1 Сандық интегралдау есебінің қойылуы 

Келесідей анықталған интегралды есептегенде   

                                
b

a

dxxf )( ,   

мұндағы )(xf  функциясы  ba;  кесіндісінде үздіксіз, кейде белгілі 

Ньютон – Лейбниц формуласын қолдануға болады:  

 
b

a

aFbFdxxf )()()( ,                                             (1)  

мұндағы )(xF  функциясы )(xf  функциясының алғашқы бейнелерінің 

бірі болады, яғни )()( xfxF  . Бірақ, сирек жағдайда, тәжірибе жүзінде 

алғашқы бейнені аналитикалық түрде алғанның өзінде, анықталған 

интегралдың сандық мәнін нақты санына дейін есептей алмаймыз. Оған қоса, 

кейде интеграл астындағы функция кесте немесе сызба түрінде берілсе, онда 

интегралды не үшін (1) формуласымен есептеу кең ауқымды практикалық 

қолданыс алмайтыны түсінікті болар еді.  

Мұндай жағдайда жуықтап (сандық) интегралдаудың әртүрлі тәсілдері 

қолданылады.  

Бір еселі интегралдарды жуықтап есептеуге қолданылатын формулалар 

квадратуралық формулалар деп аталынады. Квадратуралық формулаларды 

құрудың қарапайым әдісі мынадай болады. Интеграл астындағы )(xf  

функциясы  ba;  кесіндісінде интерполяциялау көпмүшелігімен алмастыры-

лады. Мысалы, )(xLn -Лагранж көпмүшелігімен алмастырсақ, мынадай 

жуықтау теңдігі құрылады:  

 
b

a

b

a

n dxxLdxxf )()( .                                                   (2) 

Мұндай әдіс ЭЕМ-де жеңіл орындалатын алгоритмдерге әкеліп,  

нәтижені нақты алу мүмкіндігін береді. Бұл жағдайда,  ba;  кесіндісі n  

бөлікке bxxxa n  ...,,, 101  нүктелерімен бөлінеді, соның нәтижесінде )(xLn  

көпмүшелігі құрылады.  

Алынған нәтижені )(xLn  көпмүшелігінің орнына қоя отырып, біз  

 

   
  

















b

a

b

a

n

i

n

i

b

a n

n
i

n

n
i dx

xxx

x
ydx

xxx

x
ydxxf

0 0 111

1

110

1
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)(

)()(

)(
)( , 
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мәнін аламыз.  

Сонымен        

 



b

a

n

i
ii Aydxxf

0

)( ,                                                        (3) 

 мұндағы        











b

a in

n
i dx

xxx

x
A

)()(

)(

11

1 .                                            (4) 

Осы табылған формулалар нәтижесін біле отырып, мынаны байқауға 

болады:  

1) iA  коэффициенттері )(xf  функциясына тәуелді еместігі, себебі олар 

интерполяциялау түйіндерін ескеріп құрылған.  

2) Егер )(xf , n -ші дәрежелі полином болса, онда (2) формуласы нақты 

болады, себебі, бұл жағдайда )(xLn )(xf .  

Мұндағы xк - интерполяцияның берiлген түйіндер, Ак - функцияның 

түрiне тәуелді емес тек түйіндер таңдауына тәуелдi коэффициенттер, R-

қалдық мүше немесе квадратуралық формуланың қателiгi. 

 ba,  интегралдау кесiндiсiн тең n бөлiкке бөлiп 

                                
n

ab
hbxaxniihxx ni


 ,,),,...,1,0( 00 , 

интеграл астындағы функцияны алынған тораптарда есептеймiз. 

Бiрдей қашықтықта жатқан тораптар үшiн квадратуралық формулалар 

Ньютон-Котес формулалары деп аталады. Бұндай формулалардың қарапайым 

түрлерi төменде келтiрiлген: 

 

11.2 Трапеция формуласы 

          










  121

0 ...
2

)( n
n

b

a

yyy
yy

hdxxf ,                         (5) 

 мұндағы    ),...,1,0( nixfy ii  . 

 

 

 

 

11.3 Симпсон формуласы 

    
12...31422...422203

)(  myyymyyymyy
hb

a
dxxf , 

        
m

ab

n

ab
h

2





 .                                                        (6) 

Қалдық мүшесi келесi түрде есептелiнедi 
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                      baf
hab

f
mh

R 


  ,
180

)4(
902

4
45

. 

 

11.4 Ньютон формуласы 

)]...(3)...(2[
8

3
)(

13235421336330 


mmmm
yyyyyyyyyyy

hb

a
dxxf ,      (7) 

 мұндағы .3,
3

mn
m

ab

n

ab
h 





 . 

Қалдық мүше келесi түрде есептелiнедi 

  
     baf

hab
f

mh
R 


  ,

8080

3 4
4

4
5

3
. 

Мысал. Келесі интегралды Симпсон формуласымен n=10 болғанда 

есептеңіз 
1

0

2

dxe
x

. 

Шешуі: қалдық мүшені бағалау үшін 
2xey   функцияның төртінші 

ретті туындысын табайық 
2

24)4(
)3124(4)(

x
exxxy  .

 

y
(4)

(x) туындысы [0;1] кесіндісінде x=1 болғанда ең үлкен мәнді 

қабылдайды. Сондықтан  

|R2| 000115,0718,276
90

)1,0(5 5




. 

2xey   функциясының мәндер кестесін құрайық 

 

i x 2

i
х  

2
ix

eiy   

0 0,0 0,00 1,0000 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2,7188 

3,7188 

  

1 0,1 0,01  1,0101 

2 0,2 0,04 1,0408  

3 0,3 0,09  1,0942 

4 0,4 0,16 1,1735  

5 0,5 0,25  1,2840 

6 0,6 0,36 1,4333  

7 0,7 0,49  1,6323 

8 0,8 0,64 1,8965  

9 0,9 0,81  2,2479 

10 1,0 1,00   

 Қосынды 5,5441 7,2685 

 

Симпсон формуласымен интегралды есептеп, 
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  84626,15441,522685,747183,3
30

11

0

2

 dxe
x

, 

нәтижені төрт таңбаға дейін дөңгелектейміз: 

 
1

0

4627,1
2

dxe
x

. 

 

Квадратуралық формулалардың дәлдігін бағалау. Трапеция және 

Симпсон формулалары бойынша интегралдау әдісінің қателігін бағалау, тек 

интеграл астындағы функция аналитикалық түрде берілгенде ғана мүмкін 

болады. Бұл жағдайдың өзінде де, қарастырылған интегралдау әдістерінің 

әрқайсысы үшін жарамды, тәжірибе жүзінде кеңінен қолданылатын келесі 

әдісті қарастырамыз. 

Ізделініп отырған интеграл [a;b] кесіндісін n және 2n бөлікке бөлу 

арқылы 2 рет есептеледі (интегралдағанда Симпсон формуласы бойынша n 

жұп сан болу керек). Содан соң интегралдан алынған мән (оларды In және I2n 

деп белгілейміз) салыстырылады және сәйкес бірінші ондық белгі дұрыс деп 

саналады. 

Симпсон әдісінің қателігін бағалау үшін жай формула қолданылады. 

Rn, R2n - Симпсон формуласы бойынша интегралдау қателіктері, 

сәйкесінше кесінді n және 2n бөлікке бөлінеді. (6) бағалауды есептей отырып, 

мына теңдікті құруға болады: 

,
4
2

4

2 n

n

n

n

h

h

R

R
                                                                   (8) 

 мұндағы, hn және h2n - кесіндінің бөлінгендегі ұзындығы (интегралдау 

қадамы) 1-ші және 2- ші жағдайда. 

Бізге белгілі  h2n =hn /2 (6) формуладан аламыз: 

                    .16 2nn RR                                                                     (9) 

Егер  I-интегралдық шын мән болса, онда I=In+Rn және I=I2n +R2n бұдан 

I+16R2n=I2n+R2n, яғни: 

15

2

2

nn

n

II
R


 .                                                         (10) 

(9) формула Симпсон әдісінің қателігін тәжірибелі бағалауда қолайлы, 

бірақ екі рет есептеуді қажет етеді. 

(9) және (10) бағалау формулаларынан трапеция және Симпсон әдістері 

бойынша интегралдау қателігі интегралдау қадамының азаюымен бірге азаюы 

байқалады. Осының негізінде шешім қабылдайық, бөлінген кесіндінің саны 

біртіндеп өскенде біз интегралдың мәнін аламыз, бұның бәрі шындыққа 

жуықтайды. Бірақ бұның шешімі теориялық мәнге тура келеді. Тәжірибе 

жүзінде есептесек бөлінген кесіндінің саны біртіндеп екі еселенгенде 

қателіктің салмағы жуықтап алынады. Бұның мәні әрбір моментке дейін 
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интегралдық шешімнің жеткен нүктесіне шектеу қояды (нақтылай қарасақ 

көрсетілген қатенің интегралдық шешіміне әсері көрсетілген). 

 

Бақылау сұрақтары: 

1) Сандық дифференциалдау есебінің ерекшелігі неде? 

2) Қадамды тізбектей азайту арқылы интегралдауда жіберілетін 

қателікті шексіз азайту мүмкін бе? 

 

12 Дәріс №12. Қарапайым дифференциалдық теңдеулердi шешу. 

Коши есебінің бір және көп қадамды әдістері. Орнықтылық. 

Жинақтылық. Берік жүйелерді интегралдау 

 

12.1 Қарапайым дифференциалдық  теңдеулерді сандық шешу 

Бірінші ретті қарапайым дифференциялдық теңдеулер келесі түрде 

беріледі: 

y′=f(x,y).                                                                        (1) 

Осы теңдікпен байланысқан негізгі тапсырма бізге Коши есебі  деп 

танымал: Бастапқы 

y(x0)=y0,                                                                                                                (2) 

шартын қанағаттандыратын y=y(x) функциясы түрінде (1) теңдеуінің шешімін 

табу. (1) теңдігі орындалған кезде берілген M(x0, y0) нүктесі арқылы өтетін 

интегралдық қисық y(x)-ті табу керек. (1) теңдігінің шешімінің табылуы және 

жалғыз екендігі келесі теоремамен қаматамасыз етіледі. 

Пикар теоремасы. Кез келген G облысында A функциясы анықталған 

және үздіксіз болса, теңсіздіктермен анықталады.  

byyaxx  00 , ,                                             (3) 

және осы облыста шартты қанағаттандыратын Липщица y-бойынша  

212211 ),(),( yyMyxfyxf  , 

бұл арақашықтықта hxx  0 ,  мұндағы h -оң сан. (1)- теңдіктің y=y(x) -тің 

шешімі тек жалғыз y0=y(x0) бастапқы шартын қанағаттандыратын мұнда M - 

тұрақты, егер f(x,y) G-облыстарындағы туындының шегі A болады, онда 

Gyx ),(  жатады. 

),(max yxfM  .                                                       (4) 

Классикалық анализдерде көптеген дифференциялдық теңдеулерді 

жазудың әдістері бар (қарапайым немесе күрделі). 

Бұған қарамастан осы есепті шығарар кезінде осы әдістер керексіз 

болып қалады, немесе оларды шешімі жай уақыт кетірумен өткізеді. 

Осы себепке байланысты есепті шығару үшін дифференциялдық 

теңдеудің жуықтап шешу әдісі қарастырылған. Шешімді өрнектеу түріне 

байланысты бұл әдістер 3 топқа бөлінеді: 

1) Аналитикалық әдіс. Бұл дифференциалдық теңдеудің шешімі 

аналитикалық түрде беріледі. 
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2) Сызбалық әдіс. Жуықтап шешудің сызбалық түрде берілуі. 

3) Сандық әдіс. Алынған функция кесте түрінде беріледі. Сандық 

есептің қателігін дифференциялдық теңдеулерде бірінші ретті, яғни (1) 

формуламен және n-ші ретті дифференциялдық теңдеулер келесідегідей     

),...,,,( )1()(  nn yyyxfy . 

Коши есебі )(xyy   шешімін табумен тұрады 

)1(
00

)1(
0000 )(...,,)(,)(   nn yxyyxyyxy , 

 мұндағы y0,y0',…y0
(n-1)

 есептелетін, яғни белгісіз сан. Көп жағдайларда 

дифференциялдық теңдеулердің жүйесі бірінші ретті теңдеумен шешіледі.  

 

12.2 Пикар әдісі 

Бұл ),( yxfy   (1) дифференциалды теңдеуді аналитикалық функция 

түрінде жақындатылған шешімін алуға мүмкіндік береді. Пикар әдісі (1) 

теңдеудің жалғыз шешімінің және табылу теоремасын дәлделдеуге 

байланысты пайда болады және мәні бойынша сығылған көріністің принципін 

қолданудың бірі болып табылады. Бастапқы (2) шарты бар (1) теңдеуінің 

шешімін табу теоремасының шартына сәйкес табу талап етілсін (1) теңдеуінің 

екі жағын   x0-ден   x-ке дейін интегралдаймыз: 

00)( yxy  ,                                                                                                       (5) 

 
0

00

),(
x

y

y

dxyxfdy , 

немесе   

  
x

x

dxyxfyxy

0

),(0 .                                             (5`) 

(5`) интегралды теңдеу шешімі дифференциалды теңдеуді және 

бастапқы шартты қанағаттандырады. 

Шынында да, x=x0 кезінде аламыз: 

    
x

x

ydxyxfyxy

0

000 , . 

Сонымен (5) интегралды теңдеудің шешімі тізбекті жақындау әдісін 

қолдануға мүмкіндік береді. y=y0 теңестіріп (5) теңдеуінен бірінші 

жақындауды аламыз:  

   
x

x

dxyxfyxy

0

001 , . 

Оң жақтағы интеграл тек x айнымалысынан тұрады, бұл интегралды 

тапқаннан кейін y1(x) жақындаудың аналитикалық өрнегі x айнымалы 

функциясы сияқты алынады. Енді (5) теңдеуінде у-те табылған у1(х) мәнімен 

алмастырамыз және екінші жақындауды аламыз: 
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  
x

x

dxyxfyy

0

),(2 02 , 

және тағы сол сияқты. 

Жалпы жағдайда интеграциялық формула мынадай түрде болады 

  
x

x

nn dxyxfyy 10 , , ,...2,1n .                           (6) 

(6) формуланың циклдық қолдануы төмендегі функция тізбегін береді 

)(...,),(),( 21 xyxyxy n .                                                (7) 

G-облысында f функциясы үзіліссіз болғандықтан, онда ол функция 

(х0,у0) нүктесінен тұратын кейбір GG /
 облысында шектеулі болады, яғни  

  Nyxf , .                                                                (8) 

Табылу теоремасы жағдайында (6) теңдеуіне қысылған көріністер 

принципін қолдана отырып (7) тізбегінің сәйкес келетін dxx  0  

сегментінде анықталған φ  кеңістіктегі φ үзіліссіз функциялар 

ρ(φ1,φ2)=max│φ1(x)-φ2(x)│, 

метрикасы бойынша сәйкестік түріне айналады. Оның шегі интегралдық 

теңдеу шешімі, яғни (2) бастапқы шарты бар дифференциалдық теңдеу 

шешімі болып табылады. Бұл (7) тезбегінің R-ші мүшесі анықталған нақтылық 

дәрежесі бар (1) теңдеуінің нақты шешіміне жақындау болып табылады. R–ші 

жақындау қателігін бағалау төмендегі формуламен беріледі: 

   
)!1(

1






R

d
Nxyxy

R
R

R  ,                                  (9) 

мұндағы М – Липшиц константасы, N - (8) теңсіздігіндегі f функция-

сының модулінің жоғарғы шегі, ал dxx  0  аралығын анықтау үшін d 

шамасы төмендегі формула бойынша есептеледі 











N

b
ad ,min .                                                         (10) 

 

12.3 Біртіндеп жуықтау әдісі  

Коши есебін қарастырайық. Біртіндеп жуықтау әдісі бойынша )(ху  

шешімі )(xуn  функциясынын тізбектерінін шегі ретінде қарастырылады. 

Жоғарыда айтылған шарттар қанағаттандырылсын деп ұйғарсақ, келесі 

рекуренттік формула бойынша )(xуn  табылады 

dxxyxfyxy
x

x

nn  

0

))(,()( 10 .                               (11) 
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12.4 Эйлер әдісі 

Коши есебін карастырайык. Эйлер әдісінің негізгі формуласы 

,....2,1,0),,(1  iyxhfyy iiii ,  

 мұндағы  h-қадам, ihxxi  0
. 

Эйлер әдісінің бағалау қателігі 

]1)1[(
2

)(  n
nn hN

N

hM
yxy , 

 мұндағы )(xуn –теңдеу шешімінің дәл мәні (болғанда); nyn  -ші 

қадамдағы алынған жуық мән. 

 

12.5 Рунге-кутт әдісі 

Коши есебін қарастырайық. iy  арқылы ізделінді шешімнін ihxxi  0
 

нүктесіндегі жуык мәнін белгілейік. Рунге-Кутт әдісі бойынша ізделінді 

функцяның мәндер тізбегін есептеу формуласы 

iii yyy 1 , 

 мұндағы 

,...2,1,0),22(
6

1 )(
4

)(
3

)(
2

)(
1  iKKKKy iiii

i
, 

 .,

,
2

,
2

,
2

,
2

),,(

)(
3

)(
4

)(
2)(

3

)(
1)(

2

)(

1

i
ii

i

i

ii
i

i

ii
i

ii

KyhxhfK

K
y

h
xhfK

K
y

h
xhfK

yxhfK i



































 

Бағалау қателігі 

15
)(

*

* nn

nn

yy
xyy


 , 

 мұндағы )( nxy – nx нүктесіндегі берілген теңдеудін шешімінің дәл 

мәні; nn yy ,*  - мәндері h/2 және h қадаммен алынған жуық мәндер. 

Мысал. Коши есебінің [0;0,2] кесіндіде =10
-5

 дәлдігімен жуық шешімін 

табу керек 

.1)0(,1,0 2  yyxy  

Шешуі: бастапқы жуықтауды келесі түрде аламыз 

n=0: 
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,02,12,01)0(

,1,01,0)0(

,1

,
!2

)0(

!1

)0(
)(

1
00

2

0

0

2
00













yyy

yy

y

x
y

x
y

yxy

 

осыдан 2
0 51,01,01)( xxxy  .   

Енді (3)-ші формуланы қолдансақ 

 
x

dxyxxyn
0

2
01 )1,0(1)(:1  

x

dxxxx
0

2 ))51,01,01(1,0(1  

                      5432 0052,00025,0034,051,01,01 xxxxx  .               (4) 

Келесі айырым  x=0,2 болғанда  мәнінен үлкен болады 

.00028,0)()(max

,005,00025,0034,0)()(

01
]2,0;0[

543
01





xyxy

xxxxyxy
 

(4) өрнектегі соңғы екі қосындылардын косындысы  шамасынан кіші, 

сондықтан )(1 xy  келесі түрде алуға болады 
32

1 034,051,01,01)( xxxxy  . 

:2n  

                   5432

0

2
12 0053,00042,0034,051,01,01)1,0(1)( xxxxxdxyxxy

x
  . 

 Келесі айырым [0; 0,2] кесіндісінде  мәнінен кіші 

.000008,00053,00042,0)()( 54
12  xxxyxy  

Жауабы:  .0053,00042,034,051,01,01)( 5432 xxxxxxy   

Мысал. Коши есебімен  

       
,1)0(

,





y

yxy
 

анықталған, қадамы 1,0h  болғанда у функциясының төрт мәнін Эйлер әдісін 

қолдана отырып табу керек. 

Шешуі: бастапқы шарттан ,1,0 00  yx  сондықтан аргумент мәндері  

.3,03;2,02

;1,01;0

0302

010





hxxhxx

hxxx  

 у функциясының мәндері: 

.52,1)(

,36,1)(

,22,1)(

,1,1)10(1,01)(

3334

2223

1112

0001









yxhyy

yxhyy

yxhyy

yxhyy

 

Жауабы: 

 

х 0 0,1 0,2 0,3 0,4 

у 1 1,1 1,22 1,36 1,52 
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Мысал. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің шешімін Рунге-Кутт 

әдісімен табу керек 

]1,0[,2,0,1)0(,
2

 xhy
y

x
yy . 

Шешуі:есептің  шарты бойынша 1,0 00  yx ,  
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 Осыдан   

  1832,01686,03634,03672,02,0
6

1
0 y , 

.1832,11832,01001  yyy  

Екінші қадам 2,0x  болғанда 
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  ,1584,01488,01575,021589,021690,0
6

1
1 y  

.3416,11584,01832,1112  yyy  

Осы сияқты 54,3 , xxx  мәндеріне сәйкес 54,3 , yyy  функция мәндерін 

табамыз. 

 



 49 

13 Дәріс №13. Математикалық физика есептерін шешудің сандық 

әдістері. Дербес туындылы теңдеудiң сандық шешiмi  

 

13.1 Торлар әдісі 

Торлар әдiсi немесе ақырлы айырымдар әдiсi қазiргi кезде дербес 

туындылы теңдеудi шешудiң кеңiнен тараған сандық әдiстерiнiң бiрi. Бұл әдiс 

бойынша туынды ақырлы-айырымдық қатынаспен алмастырылады. 

Оxу жазықтығында Г шекарасы бар қандай бiр G облысы берiлсiн. 

 

 
2 сурет 

 

Жазықтықта екi параллель түзулер үйiрiн тұрғызайық 

,....).2,1,0(,.....),2,1,0( 00  kklyyiihxx  

Осы түзулердiң қиылысу нүктесi түйiн деп аталады. Егер екi түйiн Ох 

немесе Оу осiнiң бағытымен бiр-бiрiнен сәйкес h  немесе l  тор қадамына тең 

қашықтықта болса, онда олар көршi түйiндер деп аталады. Барлық төрт көршi 

түйiндер осы D облысына тиiстi болса, онда түйiндер iшкi түйiндер деп 

аталады.  

Егер көршi төрт түйiннiң ең болмағанда бiреуi D облысына тиiстi емес 

болса, онда түйiндер шекаралық түйiндер ),( 00 klyihxuiku   арқылы 

),( xyuu   iзделiндi функцияның тор түйiндерiндегi мәндерiн белгiлейiк. 

Әрбiр iшкi ),( 00 klyihx   түйiнде дербес туындыны айырымдық 

қатынаспен алмастырайық: 

;
2

,1,1

h

u

x

u kiuki
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 













    .

2
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l

u

y

u kikiu
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 













 

 

Шеттiк нүктелерде келесi формулаларды қолданамыз: 

;
,1

h
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x

u ikki
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











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l
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u ikki
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
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









   

Осылайша, екiншi реттi дербес туындылар алмастырылады 
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,1,1 1,1,
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

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
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













   

Көрсетiлген алмастырулар тордың әрбiр түйiндерiнде дербес туындылы 

теңдеулердi шешу – айырымдық теңдеулер жүйесiн шешуге келiп тiреледi. 

 

14 Дәріс №14-15. Математикалық физика есептерін шешудің 

сандық әдістері. Пуассон теңдеуіне қойылған айырымдылық Дирихле 

есебінің жинақтылығы мен орнықтылығы 

 

14.1 Дирихле есебі үшін торлар әдісі 

 

.
2

;
2
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2
,1,1 1,1,
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2
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Бiрiншi шектiк есеп немесе Пуассон теңдеуi үшiн 
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2

2

2

2

yxf
y

u

x

u
u 









 .                                                 (2) 

Дирихле есебi: Қандай да бiр G облысының iшiнде (1) теңдеудi 

қанағаттандыратын, ал Г шекарасында 

              ),(/ yxu
Г

 ,                                                               (3) 

шартын қанағаттандыратын ),( yxuu   формуласын табу керек, мұндағы 

),( yx  – берiлген үзiлiссiз функция. 

h  және l  қадамдарын сәйкес х және у деп таңдап, тор тұрғызамыз 

,....)2,1,0(,.....),2,1,0( 00  klkyyihixx  және әрбiр iшкi  ki yx ,  

түйiнiнде 
2

2

2

2

,
y

u

x

u








 туындыларын (1) ақырлы айырымдар қатынасымен 

алмастырып (2) теңдеудi мына түрде жазамыз 

,

2

1,1,

2

,1,1
22

ik

kiikkikik
ki

f
l

uuu

h

iuuu








      (4) 

мұндағы   kiik yxff ,  функциясы ),( yxu  функциясының 

мәндерiне қатысты сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесiн бередi. 

Дербес жағдай. Егер G облысы тiк төртбұрыш және lh   болса, онда 

(4) теңдеулер былайша жазылады: 

ik
ikkikikiki fhuuuuu 241,1,,1,1   .              4  

Егер 0),( yxf  болғанда (2) Лаплас теңдеуі деп аталады. 
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0
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








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y

uu
u


 және сәйкес ақырлы-айырымдық теңдеулер келесi 

түрде жазылады: 

           041,1,,1,1   ikkikikiki uuuuu .                            4   

 4  және  4   теңдеулердi жазған кезде келесi түйiндер сұлбасы 

қолданылды 

 

 
3 сурет 

 

Дифференциалдық теңдеудi айырымдық теңдеумен алмастыру қателiгi, 

яғни Лаплас теңдеуi үшiн қалдық мүше ikR  келесi теңсiздiкпен бағаланады 

4

2

6


h
Rik  , 

 мұндағы 


















4

4

4

4

4 ,max
yx

u 
 . 

Айырымдық әдiспен алынған жуық шешiмінiң қателiгi келесi үш 

қателiктерден құралады: 

1) Дифференциалдық теңдеудi айырымдық теңдеумен 

ауыстырғандағы қателiктен. 

2) Шеттiк шарттарды жуықтау қателiгiнен. 

3) Айырымдық теңдеулер жүйесiн жуықтап шешу нәтижесiнде пайда 

болатын қателiктерден. 

Мысал. Қабырғасы 1-ге тең, оқшауланған жазық шаршы пластинкадағы 

жылудың станционар үлестірімі туралы есепті пластинканың шекарасында 

температура тұрақты болған жағдайда қарастырайық. 
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4 сурет 

 

Температураның үлестірімін беретін ),( yxu  функциясы Лаплас 

теңдеуінің шешімі болатыны белгілі: 

0
2

2

2

2











y

u

x

u
. 

Берілген есеп үшін шекаралық шарттар 3-суретте көрсетілген.  

Шешуі: 
4

1
h  қадаммен тор құрамыз, тоғыз ішкі тораптар аламыз. 

 Осы тораптарда ақырлы-айырымдық теңдеулер құрамыз. 

Шекаралық шарттардың симметриялылығын  

            331332123111 ,, uuuuuu  .                                   (1) 

Бұл и функциясының ішкі тораптардағы белгісіз мәндерінің санын 

тоғыздан алтыға дейін азайтады. 

Осылайша (3,1), (3,2), (3,3) тораптарда ақырлы-айырымдық теңдеулерді 

жазудың қажеті жоқ. Қалған ішкі (1,1), (2,1), (1,2), (2,2), (1,3), (2,3) тораптарда 

сәйкес алты теңдеуді аламыз: 
















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23242233131314122303

22232132121213112202

21222031111112102101

uuuuuuuuuu

uuuuuuuuuu

uuuuuuuuuu

.   (2)  

Бұл теңдеулер құрамына тағы функцияның шекаралық нүктедегі 12 мәні 

кіреді. Ол мәндерді біз шекаралық шарттардан аламыз: 

       








.00010

),3,2,1(0),3,2,1(0

342414

00

uuu

juiu ji
.                   (3) 

Қалған тораптарға шекаралық шарттар қолданылмайды. (2), (3) 

шарттарды ескере отырып, нақты түрде келесі жүйені аламыз 
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
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Бұл жүйені Гаусс әдісімен шешіп, алатынымыз:  

.2685,4286,5002

,8751,982,714

231322

1221
11





uuu

uuu
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Глоссарий 

 

Гаусс әдісінін қолданылуының қажетті және жеткілікті шарты - 

бос элементтің нөлден өзге болуы. 

Дәл әдістер - теңдеулер жүйесінің түбірлері шектеулі арифметикалық 

амалдарды орындау нәтижесінде және есептеулер дәл (дөңгелектеусіз) 

жүргізіліп, белгісіздердің мәндері дәл анықталады.  

Итерация процесін тоқтату шарты: ...,3,2,1,1  nxx nn  , мұнда 

0 қандай да бір аз шама. 

Итерациялық (біртіндеп жуықтау) әдістер есептеулер дәл 

жүргізілген жағдайда да теңдеулер жүйесінің шешімі берілген дәлдікпен 

алынады.  

Жанамалар (Ньютон) әдісінін негізгі формуласы:  
 n

n
nn

xf

xf
xx


1

. 

Қарапайым дифференциалдық теңдеу болып бірінші ретті 

дифференциалдық теңдеу табылады ),( yxfy  . 

Коши есебі. 00 )( yxy   бастапқы шартын қанағаттандыратын 

),( yxfy   теңдеуінің )(хyy   түбірін табу, басқаша айтқанда, берілген 

)( 0,00 yxM  нүктеден өтетін )(хyy   интегралдық қисығын табу. 

Ньютон әдісі )(xfy   қисығының доғасын қисықтың қандайда бір 

нүктесінде жүргізілген жанамамен алмастырғанмен пара-пар. 

Тек бір түбірі жатқан кіші аралықты анықтау теорема. Егер [а,b] 

аралығында анықталған, әрі үзіліссіз )(xfу   функциясы а және b 

нүктелерінде қарама - қарсы таңбалы мәндерді қабылдаса, яғни 
0)()(   ff  

теңсіздігін орындаса, онда осы аралықта (1) теңдеуінің кем дегенде бір түбірі 

болады. Ал егер осындай )(xf  функциясының туындысы бар болып және ол 

осы (а,b) аралығында таңбасын өзгертпесе, онда [а,b] аралығында (1) 

теңдеудің жалғыз түбірі болады. 

Теңдеудің түбірі. )(xf  функциясын нөлге айналдыратын, қандай да бір 

x мәні 0)( xf  теңдеудің түбірі деп аталады. 

Түбірлерді жекешелеу. )(xf  функциясының анықталу (а,b) облысына 

тиісті 0)( xf  теңдеудің тек бір ғана түбірі жататын [,] аралықтарын 

анықтау теңдеудің түбірлерін жекешелеу деп атайды. 

Түбірді дәлдеу. Түбірлерді жекешелеу кезінде анықталған аралықтағы 

теңдеудің түбірі үшін қабылданған бастапқы жуықтауды  дәлдіктің 

дәрежесіне дейін жеткізуді түбірді дәлдеу деп атайды. 

Хорда әдісі: 
 

   
 n

n

n
nn xb

xfbf

xf
xx 


1

. 
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