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Введение 

Значительную роль в профессиональной подготовке инженера отводится 

алгоритмической линии, которая предполагает решение задач на построение и 

конструирование определенных алгоритмов; доведение методов решения оп-

ределенных типов задач до алгоритмов, рассмотрение основных этапов реше-

ния задач, целенаправленное формирование обобщенных умений решать зада-

чи, эффективно использовать межпредметные связи, более полно реализовать 

принцип системности обучения. 

Цель данной работы – приобретение практических навыков решения 

дифференциальных уравнений для их применения при решении различных 

прикладных задач в рамках специальности и смежных областях. 

Расчетно-графические работы составлены в соответствии с программой 

вновь введенного специального курса «Численные методы и их 

компьютерная реализация». Задания составлены по модулям численные ме-

тоды решения дифференциальных уравнений, решение дифференциальных 

уравнений операционными методами, элементы теории поля, их 

применениям к решению линейных дифференциальных уравнений. Изучае-

мый материал направлен на формирование у студентов практических навы-

ков по использованию современных математических методов, с целью 

научить применять теоретические математические знания в разных 

направлениях профессиональной деятельности.  

Компьютерная реализация программного материала предусмотрена в 

лабораторных работах с помощью системы компьютерной математики Math-

cad – программного средства для осуществления численных, аналитических и 

графических методов решения математических задач на компьютере. 

Программа дисциплины «Численные методы и их компьютерная 

реализация» структурирована в соответствии с действующими учебными пла-

нами АУЭС в виде модулей (разделов математики) – укрупненных дидактиче-

ских единиц с завершающим рубежным контролем в контрольной работы. Все 

студенты изучают 2 модуля, что соответствует общему количеству кредитов, 

выделенных в учебных планах. 

В расчетно-графической работе решение задач должно быть кратким и, 

в то же время, достаточно объяснено ссылками на теорию. Примером для 

оформления может служить решение типового варианта. 

РГР выполняются в отдельной тонкой тетради, в номере каждого 

задания вторая цифра указывает на вариант. 
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РГР №1. Модуль 1. Операционное исчисление. Решение дифферен-

циальных уравнений операционными методами  

 

Цель: на основании изучаемого материала студент должен усвоить по-

нятия - оригинала и изображения Лапласа, основные свойства оригиналов и 

изображений, основные табличные формулы преобразования Лапласа, а также 

сформировать понимание возможностей для принципиально нового метода 

решения дифференциальных уравнений и области применения операционного 

исчисления. 

 

Теоретические вопросы: 

1) Преобразование Лапласа. Оригиналы и изображения [1, 3, 5, 6, 10]. 

2) Теоремы линейности, подобия, смещения, запаздывания [1, 3, 5, 6, 

10]. 

3) Теоремы дифференцирования и интегрирования оригиналов и 

изображений[1, 3, 5, 6, 10]. 

4) Свертка функций. Теорема умножения изображений. Формулы 

Дюамеля [1, 3, 5, 6, 10]. 

5) Теорема обращения. Нахождение оригинала по известному 

изображению [1, 3, 5, 6, 10]. 

6) Применение преобразования Лапласа при решении 

дифференциальных уравнений и систем дифференциальных уравнений [1, 3, 

5, 6, 10]. 

 

Расчетные задания. 

Задание 1. Найти изображение функции, пользуясь теоремами 

линейности, подобия, смещения, запаздывания. 

№ а)  tf  б)  tf  в)  tf  г)  tf  

1.1 tet t 3sin3 2   te t cos3     11  tcht  tt 3sinsin   

1.2 tt 2cos532 3   te t 5sin2     22  tet  tt 2coscos   

1.3 tchet t 54 33    tshe t 33 4   1cos2 t  tt 3cossin   

1.4 tt 2cos23 5   tche t 23   1sin 2 t  chtsht   

1.5 tett 43 2sin   te t 3cos2 4     11  tet  te t 23 sin  

1.6 ttch 4sin433   te t 2sin3      22  tcht  te t 2cos  

1.7 tetsht 423   shte t7   75t  tcht 3sin   

1.8 tet t 2sin22    tche t 54     32sin3  tt  tsht 2cos   

1.9 54 67 te t   
73 te t     232  tet  tshtch 32   

1.10 tett 52 3sin   te t 4cos2     22cos2  tt  tt 5sin2sin   

1.11 tt 7sin41 7   te t 2sin2 3     33  tsht  tt 3cos2cos   

1.12 tett 67 25cos2   tshe t 32   61t  tt 2cos4sin   

1.13 ttsh 4cos725   tche t 22 3     33  tcht  tchtsh 32   
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1.14 tetcht 22 433   
73 te t     121  tet  te t 22 sin  

1.15 te t 5sin46 7    te t 2cos3 4     33cos3  tt  te t 23 cos  

1.16 349cos  tet  te t 3sin4     12sin1  tt  chtt 2sin  

1.17 ttt 3cos9sin   tshe t 2     77  tsht  tsht 32cos   

1.18 tcht 3sin32   chte t43   45t  tt 6sin4sin   

1.19 76 45 te t   624 te t     66  tcht  tt 6coscos   

1.20 tshet t 358 63    te t 3cos6     535  tet  tt 5cos3sin   

1.21 tetsht 423   te t 4sin2     6cos6  tt  tchtsh 43   

1.22 tt 2cos22sin7   tshe t 43 2     43sin4  tt  te t 23 sin  

1.23 tett 37 3sin2   tche t 5   3cos2 t  te t 24 cos  

1.24 75cos 2  tt  
323 te t   3sin 2 t  tcht 23sin   

1.25 tetsh t 7cos2 5   te t 4sin3     121  tsht  tsht 54cos   

1.26 te t 9sin3 4    te t 3cos2 5   78t  tt 2sin8sin   

1.27 112cos5sin ttt   tshe t 33 2     242  tcht  tt 3cos4cos   

1.28 43 55 tetch t    tche t 4     929  tet  tt 2cos5sin   

1.29 tett 2cos7sin   
265 te t     23cos2  tt  tchtsh 64   

1.30 532sin3 tt   te t 4cos7 8     8sin8  tt  tch 22  

 

Задание 2. Найти оригинал  tf  функции  pF  

№  pF  №  pF  №  pF  

2.1 

  21

1

 pp
 

2.2 
 1

2

pp
 2.3 

 4

1
2 pp

 

2.4 

4

2
2 p

 
2.5 

 2

1

pp
 

2.6 

  91 2  pp

p
 

2.7 
  91

3

 pp

p
 2.8 

  43

1

 pp
 

2.9 

 16)1( 2  pp

p
 

2.10 

  21

2

 pp
 

2.11 

  41

1
2  pp

 
2.12 

9

1
2 p

 

2.13 

 3

2
2 pp

 
2.14 

 4)2( 2  pp

p
 2.15 

  75

1

 pp
 

2.16 
 1

1

pp
 2.17 

  251

2
2  pp

p
 

2.18 

 16

1
2 pp

 

2.19 

  54

5

 pp
 

2.20 

 22

2

9p

p
 

2.21 

  62

1

 pp
 

2.22 
 1

1

pp
 2.23 

  21

1

 pp
 

2.24 

  23

1

 pp
 

2.25 
 5

1

pp
 2.26 

 4

2
2 pp

 2.27 

 36

1
2 pp
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2.28 

 6

1

pp
 

2.29 

  73

1

 pp
 

2.30 

  13

1

 pp
 

 

Задание 3. Найти оригинал по заданному изображению. 

№  pF  №  pF  

3.1 

 43

1
23 



ppp

p
 3.2 

 12

12
22 



ppp

p
 

3.3 

 12

1
3  ppp

 
3.4 

 1
13

22 



pp

p
 

3.5 

 44

1
23 



ppp

p
 3.6 

 3

12
22 



pp

p
 

3.7 

 2

1
3 



pp

p
 3.8 

 13

23
22 



ppp

p
 

3.9 

  221

1





pp

p
 

3.10 

   22
21

3





pp

p
 

3.11 

   64

2
2

2





pp

p
 

3.12 

 2

1
2 



pp

p
 

3.13 

  pp

p
22 2

1




 

3.14 

 1
12

2 



pp

p
 

3.15 
 22

1
2 



pp

p
 3.16 

 4

1
22 



pp

p
 

3.17 

 52

5
22 



ppp

p
 3.18 

 1
13

22 



pp

p
 

3.19 

 33

1
22 



ppp

p
 3.20 

 54

32
22 



ppp

p
 

3.21 

 1
32

22 



ppp

p
 3.22 

   91

2
22
 pp

p
 

3.23 

 1
12

22 



pp

p
 3.24 

   221

3
22

 ppp
 

3.25 

)22(

1
23 pppp 

 3.26 

 3

14
22 



pp

p
 

3.27 

8

3
3 p

p
 

3.28 
  32

1
2 



ppp

p
 

3.29 

 9

13
22 



pp

p
 3.30 

   31

3
2

 pp

p
 

 

Задание 4. Методом операционного исчисления решить задачу Коши. 

4.1     10,00,cos2  yytyy  4.2     000,152  yytyyy  

4.3     000,  yyteyy t  4.4     00,10,2 2  yytyyy  
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4.5     00,10,4  yytyy  4.6     70,10,203 2  yyeyy t  

4.7     10,20,  yyshtyy  4.8     20,10,22  yyeyy t  

4.9     000,2 3  yyeyyy t  4.10     000,sin2  yyttyy  

4.11     00,20,cos  yytyy  4.12     10,10,sin2  yytyy  

4.13     20,00,  yyeyy t  4.14     30,10,2  yyttyyy  

4.15     000,996 3  yyeyyy t  4.16     10,00,   yyeyyy t  

4.17     100,2cossin  yyttyy  4.18     10,00,0  yyyy  

4.19     000,122  yyyyy  4.20     000,sin2  yyttyyy  

4.21     10,00,29  yytyy  4.22     20,00,45   yyeyyy t  

4.23     10,20,3sin2  yytyy  4.24     20,10,44 23  yyetyyy t  

4.25     100,232  yytyyy  4.26     10,30,6   yyeyy t  

4.27     00,10,6   yyeyyy t  4.28       10,40,484 2  yyetyy t  

4.29  
    200

,32 2





yy

tteyy t

 
4.30 

    20,10

,2cos5sin4





yy

ttyy
 

 

Задание 5. Решить систему дифференциальных уравнений операцион-

ным методом. 

5.1  

 







00,3

10,22

yxy

xyxx




 

5.2  

 







10,2

10,1

yyxy

xyx




 

5.3  

 







10,34

10,43

yyxy

xyxx




 

5.4  

 







00,2

10,3

yxy

xyx




 

5.5  

 







00,2

10,1

yxy

xyx




 

5.6  

 







10,3

00,2

yxy

xyxx




 

5.7  

 







00,13

20,3

yxy

xyx




 

5.8  

 







10,4

00,12

yyxy

xyxx




 

5.9  

 







20,13

00,253

yyxy

xyxx




 

5.10  

 







10,2

10,23

yyxy

xyx




 

5.11  

 







20,

10,13

yyxy

xyxx




 

5.12  

 







00,

10,3

yyxy

xyxx




 

5.13  

 







10,14

00,222

yyy

xyxx




 

5.14  

 







00,92

10,4

yyxy

xyxx




 

5.15  

 







00,14

10,

yyxy

xyxx




 

5.16  

 







20,2

20,2

yxy

xyx




 

5.17  

 







10,4

30,22

yxy

xyxx




 

5.18  

 







00,32

10,12

yxy

xyx




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5.19  

 







10,32

00,14

yyxy

xyxx




 

5.20  

 







00,24

10,143

yyxy

xyxx




 

5.21  

 







10,4

00,1

yyxy

xyxx




 

5.22  

 







10,22

10,

yyxy

xyx




 

5.23  

 







50,12

00,2

yyxy

xyxx




 

5.24  

 







10,22

00,162

yxy

xyxx




 

5.25  

 







10,3

00,2

yxy

xyxx




 

5.26  

 







10,4

30,22

yxy

xyxx




 

5.27  

 







10,1

00,2

yyxy

xyxx




 

5.28  

 







10,

00,23

yyxy

xyxx




 

5.29  

 







10,132

20,2

yyxy

xyx




 

5.30  

 







10,43

20,182

yyxy

xyxx




 

 

Решение типового варианта. 

Задание 1. Найти изображение функции, пользуясь теоремами 

линейности, подобия, смещения, запаздывания:  

а) 7563 te t  ,   б) te t 3cos5 ,   в)  54t ,  г)  tt 5sin7sin  .    

Решение: 

а) используя таблицу 1 и теорему линейности, имеем: 

   pF
ppp

tetf t 



8

75 !7

5

63
63 ; 

б) по таблице соответствия: 
9

3cos
2 


p

p
t и по теореме смещения:  

  95

5
3cos

2

5






p

p
te t ; 

в) по таблице 
6

5 !5

p
t   и по теореме запаздывания имеем: 

  pe
p

t 5

6

5 !5
4  ; 

г) преобразуем данную функцию:  tttt 12cos2cos
2

1
5sin7sin  . Теперь, 

используя таблицу 1 и теорему линейности, имеем: 

 
1442

1

42

1
12cos2cos

2

1
5sin7sin

22 





p

p

p

p
tttt ; 

 
 144

721
2 


ppp

pF . 
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Задание 2. Найти оригинал  tf  функции  pF =
  52

1

 pp
. 

Решение: разложим дробно-рациональную функцию на сумму простых 

дробей: 

   5252

1







 p

B

p

A

pp
; 

 

1)2()5(  рВрА . 

При 2p  получим 
7

1
71  AA ; 

при 5p  получим 
7

1
71  ВВ , отсюда 

  
 tttt eeee

pppp

7252 1
7

1

7

1

7

1

5

1

7

1

2

1

7

1

52

1  








. 

 

 

 

Задание 3. Найти оригинал  tf  по заданному изображению  pF : 

а)  
  12 2

2




ppp

p
pF ;  б)  

 36

1
2 


pp

pF . 

Решение:  

а) разложим дробно-рациональную функцию на сумму простых дробей: 

 
   1212 22

2












pp

CBp

p

A

ppp

p
pF ; 

    2122  pCBpppAp . 

При 2p  имеем 
7

4
74  AA ; 

при 2p   имеем: 
7

3
1  BBA ; 

при 0p   имеем: 
7

2
20  CCA . 

Таким образом,  

 

.

4

3

2

1

2

3

37

1

4

3

2

1

2

1

7

3

2

1

7

4

4

3

2

1

3

2

7

3

2

1

7

4

1

23

7

1

2

1

7

4

22

22
























































pp

p

p

p

p

ppp

p

p
pF
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Итак, искомый оригинал   teteetf
tt

t

2

3
sin

37

1

2

3
cos

7

3

7

4
2

1

2

1

2


 ; 

б) разложим дробно-рациональную функцию на сумму простых дробей: 

36)36(

1
22 




 р

CВp

р

А

pр
. 

1)36( 22  CpBppA . 

36

1
136:0  AAp ; 

0:1 Cp ; 

36

1
0:2  BBAp .  

Тогда 

36)36(

1
22 


 р

В

р

А

pр
. 

 

Оригинал функции имеет вид:  

 
t

р

р

рpp
6cos

36

1

36

1

3636

11

36

1

36

1
22







. 

 

Задание 4. Методом операционного исчисления решить задачу Коши: 

    10,00,2sin4  yytyy . 

Решение: пусть  

   pYty  , 

          100 22  pYpypypYpty , 

4

2
2sin

2 


p
t . 

Тогда операторное уравнение имеет вид:  

   
4

2
41

2

2




p
pYpYp . 

Откуда  

   ,1
4

2
4

2

2 



p

ppY  

 
  4

1

4

2
222 





pp

pY . 

Оригинал 
 22 4

2

p
 можно найти по теореме умножения изображений: 

 
 

.2cos
8

2sin
16

1
2

2sin2sin
2

1
2sin

2

1
2sin

4

1

4

2

4

2

0
2222






















t
t

t

dttt
ppp

t
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Таким образом, искомое решение 

  t
t

ttt
t

tty 2cos
4

2sin
8

5
2sin

2

1
2cos

4
2sin

8

1
 . 

 

Задание 5. Решить систему дифференциальных уравнений операцион-

ным методом: 

    .00,10
.cos22

,sin34









yx

tyxy

tyxx




 

Решение: пусть        pYtypXtx  , . Составим систему операторных 

уравнений, используя свойства преобразования Лапласа, таблицу 1 и началь-

ные условия     00,10  yx : 
 

     

     

     

     








































.
1

2
12

1
34

1

2
2

1

1
341

2

2

2

2

2

p

p
pYppX

p

p
pYpXp

p

p
pYpXppY

p
pYpXppX

 

При решении используем правило Крамера: 

  2123
12

34
2 




 pppp

p

p
; 

.
1

84

1

2
2

1
4

,
1

6

1
1

2

3
1

2

2

2

2

2

2

23

2

2

2
































p

pp

p

p

p

p
p

p

ppp

p
p

p

p

p

y

x

 

Тогда  

 
   

 
   211

84
,

211

6
2

2

2

23





















ppp

pp
pY

ppp

ppp
pX

yx ; 

 

   

   
.

121211

84
)(

;
121211

6
)(

2

2222

2

2

2

1111

2

23

































p

DpC

p

B

p

A

ppp

pp
pY

p

DpC

p

B

p

A

ppp

ppp
pX

 

 

Методом неопределенных коэффициентов найдем:  

2,2,0,2,1,1,0,1
22221111

 DCBADCBA . 

Таким образом,  
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 

  .sin2cos22
1

1
2

1

2

,sincos
1

1

1

1

2

2

tte
p

p

p
pY

tte
p

p

p
pX

t

t





















 

Ответ:      ttetyttetx tt sincos2,sincos  . 

 

Справочный материал. 

 

Свойства преобразования Лапласа. Пусть        pGtgpFtf  , : 

а) теорема линейности        pBGpAFtBgtAf  ; 

б) теорема подобия   











p
Ftf

1
; 

в) теорема смещения    apFtfeat  ; 

г) 0  теорема запаздывания    pFetf p ); 

д) теорема дифференциорования оригинала 

     

        ...,00

,0

2 fpfpFptf

fppFtf




 

           0...0 11   nnnn ffppFptf ; 

е) теорема интегрирования оригинала  
 

 
t

p

pF
dzzf

0

; 

ж) теорема дифференцирования изображения       pFtft nnn
1 ; 

к) теорема интегрирования изображения 
 

 



p

dzzF
t

tf
; 

л) теорема умножения изображений  

               pGpFdgtfdtgftgtf
tt

 
00

; 

м) интегралы Дюамеля  

                   tfgtftgtgftgtfpGpF  00 . 
 

Таблица 1- Таблица соответствия оригинал – изображение 

№  tf   pF  №  tf   pF  

1 1 

p

1
 

8 teat sin  
  22





 ap
 

2 ate  

ap 

1
 

9 teat cos  
  22





ap

ap
 

3 nt  
1

!
np

n
 

10 atnet  

  1

!



n

ap

n
 

4 tsin  
22 



p
 

11 tt sin  

 222

2





p

p
 



15 
 

5 tcos  
22 p

p
 

10 tt cos  

 222

22





p

p
 

6 tsh  
22 



p
 

11 ttsh  

 222

2





p

p
 

7 tch  
22 p

p
 

12 ttch  

 222

22









p

p
 

 

 

 

РГР № 2. Модуль 2. Численные методы решения дифференциаль-

ных уравнений. Элементы теории поля 

 

Цель: ознакомить студентов с численными методами решения диффе-

ренциальных уравнений и элементами теории поля, сформировать основные 

принципы выбора методов численного решения дифференциальных 

уравнений, решать задачи электротехники с применением численных методов. 

 

 

Теоретические вопросы: 

1) Постановка задачи Коши [1, 2, 5, 7, 9, 11]. 

2) Ломаная Эйлера [1, 2, 5, 7, 9, 11]. 

3) Формулы Эйлера нахождения приближенных значений [1, 2, 5, 7, 

9, 11]. 

4) Двойной просчет при нахождении приближенных значений 

функции [1, 2, 5, 7, 9, 11]. 

5) Метод Рунге-Кутта четвертого порядка точности [1, 2, 5, 7, 9, 11]. 

6) Скалярные поля: производная по направлению, градиент [1, 2, 3, 5]. 

7) Векторные поля: дивергенция, циркуляция, ротор, поток [1, 2, 3, 5]. 

8) Формулы Остроградского-Гаусса и Стокса [1, 2, 3, 5]. 

9) Соленоидальные, потенциальные и гармонические поля [1, 2, 3, 5]. 

 

Расчетные задания. 

Задание 1. Решить задачу Коши численными методами: 

 а) используя метод Эйлера, найдите численное решение 

дифференциального уравнения на отрезке  ba,  с шагом h, удовлетворяющее 

начальному условию   00 yxy  ; 

б) методом Рунге-Кутта с шагом h найдите численное решение 

дифференциального уравнения на указанном отрезке  ba, , удовлетворяющее 

начальному условию   00 yxy  .  

Вариант Уравнение 0x  0y  h     ba;  
 

1.1 yxy   0 0,8 0,1  1;0  

1.2 yxy cos  1,8 2 0,1  8,2;8,1  
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1.3 yey x   0 1,2 0,1  1;0  

1.4 xxyy sin  0 2 0,1  1;0  

1.5 3sin3 yxy   1,6 2 0,1  6,2;6,1  

1.6 yxey   0 –1 0,1  1;0  

1.7 xexyy   –1 0,5 0,1  0;1  

1.8 2yxy   –2 0 0,1  1;2   

1.9  yxy  sin  1 3 0,1  2;1  

1.10  yxy  cos  2 0 0,1  3;2  

1.11 xyy cos  2 0 0,1  3;2  

1.12 yxy  2  1 0 0,1  2;1  

1.13 yexy   1 –1 0,1  2;1  

1.14 yxy sin  1,5 3 0,1  5,2;5,1  

1.15 22 yxy   0 0 0,1  1;0  

1.16 xyy   0 1,5 0,2  1;0  

1.17 2yxyy   1 1 0,2  2;1  

1.18 2225,0 xyy   0 1 0,1  5,0;0  

1.19 yxy cos  1,8 2 0,2  8,2;8,1  

1.20 yxy   0 1 0,5  2;0  

1.21 yxy  2  0 1 0,2  1;0  

1.22 32  yy  0 1 0,4  2,0  

1.23 yxyy  3  0 1 0,1  5,0;0  

1.24 xexyy   –1 0,5 0,2  0;1  

1.25 yxy  2  0 1 0,2  1;0  

1.26 yeyy x 22   0 1 0,2  1;0  

1.27  xyy  21  1 0 0,2  2;1  

1.28 xyy cos  2 0 0,2  3;2  

1.29 21 xyy   0 0 0,1  1;0  

1.30 yxyy 2  0 1 0,2  1;0  

 

Задание 2. Дана функция    zyxuMu ,,  и точки 21 , MM . Вычислить 

производную этой функции в точке 1M  по направлению вектора a 
1 2М M . 

№ 
Задания 

 Mu  1M  2M  

2.1 xzzyyx 222   (1,-1,2) (3,4,-1) 

2.2 235 zxy  (2,1,-1) (4,-3,0) 

2.3  222ln zyx   (-1,2,1) (3,1,-1) 

2.4 
222 zyxez   (0,0,0) (3,-4,2) 

2.5  xzyzxy ln  (-2,3,-1) (2,1,-3) 

2.6 2221 zyx   (1,1,1) (3,2,1) 

2.7 222  xzyx  (1,1,1) (2,-1,3) 
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2.8 2zyexe xy   (3,0,-2) (4,1,3) 

2.9 xyzzxy  223  (1,2,2) (3,-1,4) 

2.10 2225 yzzxyyzx   (1,1,1) (9,-3,9) 

2.11 222 zyx

x


 (1,2,2) (-3,2,-1) 

2.12 22 2 zxyzzy   (3,1,-1) (-2,1,4) 

2.13 xyzzyx 2222   (1,-1,2) (5,-1,4) 

2.14  221ln zyx   (1,1,1) (3,-5,1) 

2.15 542 222  zyx  (1,2,1) (-3,-2,6) 

2.16  1ln 33  zyx  (1,3,0) (-4,1,3) 

2.17 xeyx  2  (-4,-5,0) (2,3,4) 

2.18 xyzx 34   (2,2,-4) (1,0,-3) 

2.19 zyx 323  (-2,-3,1) (5,-2,0) 

2.20 
2zxye   (-5,0,2) (2,4,-3) 

2.21 yzx  (3,1,4) (1,-1,-1) 

2.22  3222 zyx   (1,2,-1) (0,-1,3) 

2.23  z
yx   (1,5,0) (3,7,-2) 

2.24 zzyyx 322   (0,-2,-1) (12,-5,0) 

2.25 
1

10
222  zyx

 (-1,2,-2) (2,0,1) 

 

Задание 3.  Выяснить, является ли векторное поле  

        , , , , , ,a M P x y z i Q x y z j R x y z k  
 

соленоидальным, потенциальным или гармоническим. 
 

№  a M  

3.1       kzjyix    

3.2 kxyzjxyiyx 22 22   

3.3     kxyjyxzixyz  22  

3.4    kzyjxyizx 2222 3   

3.5   kzjyzyixyz  12  

3.6   kzjxyiyx 2232   

3.7      kxzjzyiyx 222222   

3.8   kzjyxiyz 2  

3.9      kyxjzxizy   

3.10 kxyzjxyiyx 223 22   

3.11      kxzjzyiyx  2  

3.12     kxyjzyxzixyz  2  

3.13 kxyjxziyz   
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3.14   kzjyxixy  236 2  

3.15     kyzjxyxiyzx  22  

3.16    kxzjxyzizy  3  

3.17      kyxjzxizy 22   

3.18    kzyjxziyx  32  

3.19   kyxjyxziz 22   

3.20     kzjyxxiyxxy 22 3443   

3.21    kzyjzxix 23cos23cos36 2   

3.22      kzxjyziyx  2  

3.23     kzjyxizx 33 22   

3.24     kxyzjyxziyzx 222   

3.25    kzxjyxix  43 2  

 

Задание 4.  Найти наибольшую плотность циркуляции векторного поля 

       , , , , , ,a M P x y z i Q x y z j R x y z k    в точке  0000 ,, zyxM . 

Варианты заданий. 

№  a M   0000 ,, zyxM  

4.1 kzjxyix


222   (0,1,-2) 

4.2 kxzjxzjyzixy


  (2,0,3) 

4.3 kxjyzixy


222   (1,-2,0) 

4.4 kyzjzixz


  (3,0,1) 

4.5 kxjxyzixy


  (-1,0,3) 

4.6 kxyzjziyz


 2  (2,1,-1) 

4.7 kzjxyiy


22   (-2,1,1) 

4.8 kzxjxyzixz


2  (0,1,1) 

4.9 kxzjzyixy


 2  (0,-2,1) 

4.10 kzyjyixz


  (0,1,2) 

4.11 kzjxyiy


222   (-1,2,1) 

4.12 kzjxyjxyixy


222   (1,-1,1) 

4.13   kxzjyziyx 


 (2,1,0) 

4.14   kxzjzyixy   (4,0,1) 

4.15 kzxjzyix 2  (-3,0,2) 

4.16   kxjyziyx 22   (1,0,4) 

4.17 kyzjyixz   (0,-1,4) 

4.18 kyzjxixy   (2,2,2) 

4.19   kxjxyziyx   (4,1,-3) 

4.20   kyjyziyx   (-4,1,0) 
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4.21   kxyzjzizy  2  (3,0,1) 

4.22   kzyxjziyz  2  (1,3,0) 

4.23 kzjxziz 22   (1,-2,1) 

4.24    kxyjzxixy   (0,0,1) 

4.25   kzxjyxixz 2  (1,1,-2) 

 

Задание 5. Найти поток векторного поля  a M через часть плоскости 

(р), расположенной  в первом октанте (нормаль плоскости образует острый 

угол с осью Oz). 

№  a M  (р) 

5.1 kzjyix   1 zyx  

5.2 kzjy   1 zyx  

5.3 kzjyix 2  1 zyx  

5.4 kzjyix 23   1 zyx  

5.5 jyix 32   1 zyx  

5.6 kzjyix   222  zyx  

5.7 kzjyix  2  222  zyx  

5.8 kzjy 3  222  zyx  

5.9 kzjyix   6236  zyx  

5.10 kzjyix 2  6236  zyx  

5.11 kzix 23   6236  zyx  

5.12 kzjyix  32  6362  zyx  

5.13 kzjyix  3  6362  zyx  

5.14 kzjyix 42   6362  zyx  

5.15 kzjyix 6  6623  zyx  

5.16 kzjyix 552   6623  zyx  

5.17 kzjyix   224  zyx  

5.18 kzjyix 22   224  zyx  

5.19 kzjyix 2  224  zyx  

5.20 kzjyix 12  224  zyx  

5.21 kzjyix 83   242  zyx  

5.22 kzjyix 6  242  zyx  

5.23 kzjyix 52   242  zyx  

5.24 kzjyix 54   242  zyx  

5.25 kzjyix   132  zyx  
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Задание 6. Вычислить поток векторного поля  a M
 
через внешнюю по-

верхность пирамиды, образуемую плоскостью (р) и координатными плоско-

стями, с помощью формулы Остроградского-Гаусса.  

№  a M  (р) 

6.1    kezjyizyx x 32cos  42  zyx  

6.2      kxyzjxyiex zy  42  62  zyx  

6.3      kxzjyxiex zzy   21  632  zyx  

6.4      ktgxzjzyiyx x  2sin3 2  632  zyx  

6.5     kzjtgzyiyzx 2cos2   422  zyx  

6.6      kezjzyiyx x sin2arcsin  1 zyx  

6.7      kxyzjctgxzyiyx z  2sin4  33  zyx  

6.8      kxzjxyiyzx y 2cosln2  63  zyx  

6.9      kxzjeyitgyx x ln2   42  zyx  

6.10      kyzjzyiex yz sincos23   42  zyx  

6.11       kzjzyiyx x 23cos21ln2   632  zyx  

6.12      kyzjyxixthz  2sin  1 zyx  

6.13      kzyjyzixyz x  cos2ln  632  zyx  

6.14      kyxzjyeiyx x ln2ln3   42  zyx  

6.15      kzxjyeixtgz xz  sin3  22  zyx  

6.16      kezjyxxiyex xz  2ln  32  zyx  

6.17      kzjzyixy 1sin32arcsin   63  zyx  

6.18      kztgxjzxyixe yz  cos23  623  zyx  

6.19      kzejyxizyx x  2sin3ln  422  zyx  

6.20      kztgxyjzyixyez  sin32  623  zyx  

6.21      kxzjyzxixe z sin2ln   422  zyx  

6.22      kztgyjyeixz x  2ln  33  zyx  

6.23      kyxzjyzxixe y cos2ln2   632  zyx  

6.24      ktgxzjeyixarctgy x  23  42  zyx  

6.25      kxzjeyizyx x cos2ln2   632  zyx  

 

Задание 7. Показать, что векторное поле  a M  является потенциаль-

ным, и найти потенциал этого поля.  

№  a M  

7.1   jexiex yy 13 32   

7.2     jyyxxiyxyx 4323 222   

7.3     jyxxyiyxyx 2222 3223   

7.4    jyeyixxe yxyx 2222

2sinsin2    

7.5     jxxiyyxx 322 72322120   
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7.6     jyyxixy 2cos2sin   

7.7     jyxxixyxy 22 656cos5   

7.8     jyeixe yxyx sincos    

7.9     jxyiyx 62132 2   

7.10     jxyiyx 22 22   

7.11     jyxxixyyxx 23222 32363   

7.12   jyxyixy 222   

7.13     jyyxixxy 2232 23232   

7.14     jxxyyiyxyx 2222 2424   

7.15      jyxyixyx 222 cos2sincos   

7.16     jyyxixxy  232 55  

7.17  jytgyexixe yy 22 22

  

7.18     jexyixy y 23 3cos  

7.19   jxeyie yy  cos  

7.20     jexyiyx y 843 22  

7.21     jtgxxyixyy  2sec22  

7.22     jyxxiyyx 232 32323   

7.23      jyxiyxx  cos2cos22sin  

7.24 
j

x
yi

x

y
x 



















1
212

2
 

7.25 j
x

y
i

x

y

x 34

2

2

231









  

 

Решение типового варианта. 

Задание 1. Решить задачу Коши численными методами: 

а) методом Эйлера с шагом 1,0h  найти четыре значения функции у для 

дифференциального уравнения yxy   с начальным условием 1)0( y ;  

б) методом Рунге-Кутта с шагом h=0,2 найдите численное решение 

дифференциального уравнения 
y

x
yy

2
  на отрезке [0,1], удовлетворяющее 

начальному условию y(0)=1.  

 Решение:  

а) методом Эйлера с шагом 1,0h  найти четыре значения функции у для 

дифференциального уравнения yxy   с начальным условием 1)0( y   

Из заданного начального условия ,1,0
00
 yx  найдем следующие зна-

чения аргумента  
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.3,03

;2,02

;1,01

;0

03

02

01

0









hxx

hxx

hxx

x

 

Тогда значения функции у находим по формулам: 

              

.52,1)(

;36,1)(

;22,1)(

;1,1)10(1,01)(

3334

2223

1112

0001









yxhyy

yxhyy

yxhyy

yxhyy

 

Ответ: 

х 0 0,1 0,2 0,3 0,4 

     у 1 1,1 1,22 1,36 1,52 

 

 б) метод Рунге-Кутта. По методу Рунге-Кутта вычисление приближен-

ного значения 1iy  в следующей точке kxx ii 1  производится по форму-

лам: 

                                      













),22(
6

1

,

)(
4

)(
3

)(
2

)(
1

1

iiii
i

iii

KKKKy

yyy

     

         где 

);,()(

1 ii

i yxhfK   

;
2

,
2

)(

1)(

2 











i

ii

i K
y

h
xhfK  

;
2

,
2

)(

2)(

3 











i

ii

i K
y

h
xhfK  

).,( )(
3

)(
4

i
ii

i KyhxhfK   

По условию задачи 1,0 00  yx . 

При :0i    2,0
1

02
12,0

2
2,0

0

0

0

)0(

1 






 













y

x
yK ; 

1836,0
1,1

2,0
1,12,0

2

2
2

2
2,0

)0(

1
0

0)0(

1
0

)0(

2 








































K

y

h
x

K
yK ; 

1817,0

2

2
2

2
2,0

)0(
2

0

0)0(
2

0
)0(

3 
































K

y

h
x

K
yK ; 
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 
1686,0

2
2,0

)0(

30

0)0(

30

)0(

4 













Ky

hx
KyK . 

Тогда   

  1832,01686,03634,03672,02,0
6

1
0 y ; 

2,0;1832,11832,01 1001  xyyy . 

При 1832,1;2,0:1 11  yxi . 

 1690,0
2

2,0
1

1
1

)1(

1 








y

x
yK ; 

 1589,0

2

2
2

2
2,0

)1(
1

1

1)1(
1

1
)1(

2 
































K

y

h
x

K
yK ; 

 
;1575,0

2

2
2

2
2,0

)1(

2
1

1)1(

2
1

)1(

3 
































K

y

h
x

K
yK

 

    
 

1488,0
2

2,0
)1(

31

1)1(
31

)1(
4 




















Kx

hx
KyK . 

Тогда 

  ;1584,01488,01575,021589,021690,0
6

1
1 y  

.4,0;3416,11584,01832,1 2112  хyyy  

Аналогично находим значения 54,3 , xxx  и соответствующие им значе-

ния функции 54,3 , yyy . 

 

 Задание 2. Дана функция (скалярное поле)   2 2 2u M x y z    и точки 

M1(-2; 3; 6), M2(-1; 1; 4). Вычислить производную этой функции в точке M1 по 

направлению вектора 
1 2a M M . 

 Решение: 

 Производная функции u(M) по направлению вектора a  находится по 

формуле, где cos ,cos ,cos    - направляющие косинусы вектора 
1 2a M M , 

которые являются координатами единичного вектора  

 0 1 2

1 2

cos ;cos ;cos
M M

a
M M

     . 

 Найдѐм компоненты записанной формулы: 

 
1

1 2 2 2

2 2

74 9 36
x

M

x
u M

x y z


    

  
 ; 
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 
1

1 2 2 2

3 3

74 9 36
y

M

y
u M

x y z
   

  
; 

 
1

1 2 2 2

6 6

74 9 36
z

M

z
u M

x y z
   

  
; 

    1 2 1 2 ;1 3;4 6 1; 2; 2M M          ;    
1 2 1 4 4 3M M     ; 

 
1 2 2

cos ;cos ;cos ; ;
3 3 3

  
     

 
. 

Таким образом,    1

2 1 3 2 6 2 20

3 3 7 3 7 3 21
au M

    
            

   
. 

 Ответ:  
20

21
 .  

 

Задание 3. Выяснить, является ли векторное поле  

     22 2a M xy z i x y j xk    
 

соленоидальным, потенциальным или гармоническим. 

 Решение:  

Векторное поле  a M  называется соленоидальным, если в каждой его 

точке   0diva M  . Поле  a M  называется потенциальным, если в каждой 

его точке   0rot a M  . Поле, одновременно соленоидальное и потенциальное, 

называется гармоническим. 

  2 2 0 2 2 0
P Q R

diva M y y
x y z

  
        
  

, следовательно, поле 

 a M  не является соленоидальным. 

 
   

       
 

   

2

2

2

2

2 2

22 2
0 0

1 1 2 2 0 поле потенциальное.

i j k

x yx
rot a M i

x y z y z

xy z x y x

x yx x z xy z
j k i

x z x y

j x x k

 
            
       

     

       
                

     

 

 Ответ: поле  a M потенциальное, но не соленоидальное и не гармони-

ческое. 
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Задание 4. Найти наибольшую плотность циркуляции векторного поля 

  2 2 2 2a M xy z i x yz j xyz k    в точке M0(1;2;1). 

 Решение: 

 Наибольшая плотность циркуляции векторного поля  a M  в точке М0 

достигается в направлении ротора и численно равна его модулю. 

 
   

       
 

       

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 .

i j k

x yzxyz
rot a M i

x y z y z

xy z x yz xyz

xy z x yz xy zxyz
j k xz x yz i

x z x y

yz xy z j xyz xyz k xz x yz i xy z yz j

 
           
       

   
 

     
         
      
   

       

  

Таким образом,    0 3 6rot a M i j    ,        

 0 9 36 3 5rot a M     . 

Ответ: наибольшая плотность циркуляции векторного поля достигается 

в направлении  0 3 6rot a M i j    и равна 3 5 . 

 Задание 5. Найти поток векторного поля    2 2 3a z x i x z j zk      

через часть плоскости (р), заданной уравнением x+4y+z=4 и расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz). 

 Решение: 

 Уравнение плоскости (р): 1
4 4

x z
y  

 
приведѐм к уравнению в отрезках 

и построим чертѐж (рисунок 1).  

 

Рисунок 1 

 

MONS

POMS

NOPS

MNPS

xy

xz

yz









 - проекции S на координатные плос-

кости. Часть плоскости, через которую вычисля-

ется поток поля, обозначена через S (∆MNP), 

(4;0;0), (0;1;0), (0;0;4)M N P - координаты вершин 

треугольника. 
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Единичный вектор n  нормали к плоскости x+4y+z=4 имеет координаты 

 
1 4 1

cos ;cos ;cos ; ;
17 17 17

n n
 

     
 

, 
1

cos
17

  >0, следовательно, угол γ 

– острый с осью Оz, то есть поток поля проходит через внешнюю сторону 

∆MNP. 

 По определению потока поля получаем: 

     

     

    

; ; ; ; ; ;

поверхностный интеграл второго рода в координатной форме

поверхностные интегралы
2 2 3

переводим в двойные

2 4 4 2 3 4

S

S

S

П P x y z dydz Q x y z dxdz R x y z dxdy

z x dydz x z dxdz z dxdy

z y z dydz x z dxdz x

   

 

      

        





  

     

     

   
 

 

 
 

4 41 4 4 4 4

0 0 0 0 0 0

21 4
2 22

0 0

24
2

0

4

3 4 4 2 3 4 4

3 4 4 2 3 4 4

43
16 1 4 1 2 4

2 2

41
3 4 8 1

4 8

yz xz xyS S S

y z z

y dxdy

z y dydz x z dxdz x y dxdy

dy z y dz dz x z dx dx x y dy

z
y y dy z z dz

x
x dx

  



        

        

  
          

    

 
     

  

  

     

 

    
 

 
 

21 4 4
2 2

0 0 0

44 31 3
3 2

0 0 0

41
16 8 3 3

2 8

48 3 2
1 8 2 42 .

3 2 8 3 3

x
y dy z z dz dx

xz
y z z


    

 
       

 

  

 

 Ответ: 
2

42
3

П  . 

 Задание 6. Вычислить поток векторного поля  

   2a x z i y x j zk      

через внешнюю поверхность пирамиды, образуемую  плоскостью  

(р):  x-2y+2z=4 и координатными плоскостями, с помощью формулы Остро-

градского-Гаусса. 

 Решение: 

(р):  x-2y+2z=4     →   1
4 2 2

x y z
    , координаты вершин 

пирамиды (рисунок 2):      4;0;0 , 0; 2;0 , 0;0;2 .M N P  

Так как полная поверхность пирамиды является замкнутой 

поверхностью, то используем формулу Остроград         

ского-Гаусса: 

Рисунок 2 
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.
V

P Q R
П dxdydz

x x x

   
   

   
  

 Найдем: 

;1
)(











x

zx

x

P
;2

)2(











y

xy

y

Q
.1

)(











z

z

z

R
 

 

Таким образом,   1 2 1 4 .
V V

П dxdydz dxdydz      

Так как интеграл 
V

dxdydz  равен объѐму прямоугольной пирамиды 

MNPO, то для его вычисления воспользуемся формулой элементарной мате-

матики 

1 32
4 4 2 2 4 .

6 3
V

П dxdydz        

 Ответ:  
32

3
П  . 

Задание 7. Показать, что векторное поле 

   2 22 3 9 6 9a xy y y i x xy x j       

является потенциальным и найти потенциал этого поля. 

Решение: 

Потенциальное поле имеет нулевой ротор. Проверим это: 

   

  

2 2

0 0 0 0

2 3 9 6 9 0

2 6 2 6 0.

i j k

rot a i j
x y z

xy y y x xy x

x y x y k

 
 

        
   
      

    

 

Следовательно, поле a  потенциальное. Потенциал  ;u u x y  вычислим 

по формуле      
0 0

0; ; ; .

yx

x y

u x y P x y dx Q x y dy C     В качестве начальной точки 

 0 0; yx  выберем точку  0;0 . 

   2 2 2

0 0

; (2 0 3 0 9 0) 6 9 3 9 C.

yx

u x y x dx x xy x dy C x y xy xy                

 Ответ:   2 2; 3 9 Cu x y x y xy xy   
. 
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