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1 Элементы теории множеств 

  

 1.1 Лекция 1. Множества 

  

 Содержание лекции: понятие множества, способы задания, операции над 

множествами; диаграммы Эйлера-Венна.  

 Цели лекции: ввести новые понятия, изучить операции над множествами.  

 

Понятия множества и элемента множества являются первичными (т.е. не 

определяемыми с помощью других, более простых понятий), такими, как, 

например, точка и прямая. Под множеством понимается совокупность 

некоторых объектов (предметов), которые называются элементами множества. 

Элементы множеств различны. Приняты следующие обозначения: A, B, X,… - 

множества; a, b, x, x1, x2,… - элементы множеств; Aa – элемент а принадлежит 

А, Ab – элемент b не принадлежит А;  

Обозначения специальных множеств:  

N – множество натуральных чисел;  

Z – множество целых чисел;  

Q – множество рациональных чисел;  

I - множество иррациональных чисел;  

R – множество действительных чисел;  

C – множество комплексных чисел;  

Ø – пустое множество (не содержит ни одного элемента). 

Конечные множества состоят из конечного числа элементов. Бесконечные 

– из бесконечного числа элементов. 

Основные способы задания множеств:  

а) перечислением элементов, например,  X={x1, x2,…, xn}, A={2,4,5,6,8,…};  

 б) с помощью характеристического свойства:  A={x| Р(x)}, где P(x) –

свойство Р, которым обладает элемент x, например,  A = {x| x+5=3x-1}. 

 Определения: 

  а) множество В называется подмножеством множества  А (обозначается 

АВ  ), если каждый элемент множества В является элементом множества  А: 

)( AxBxxAB  ,   - знак включения; 

б) множества  А и В называют равными, если они состоят из одних и тех 

же элементов: АВВА   и ВА ; 

в) если АВ   и ВА  , то В является собственным подмножеством 

множества А: АВ   - строгое включение. 

Заметим, что для обозначения отношения включения применяют как знак 

строгого, так и не строгого включения, как для собственных так и для 

несобственных подмножеств. И только если требуется различить эти 
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подмножества, различают и эти знаки. Не следует путать знаки  и  :  

 

    

   












3,2,11

3,2,11

aa  - верно, 

 

 

   












baa ,

3,2,11

3,2,11

- не верно. 

Множества могут быть элементами других множеств. Множество, 

элементами которого являются множества, иногда называют семейством и 

обычно обозначают прописными (рукописными) буквами латинского алфавита. 

Совокупность всех подмножеств множества А называется его булеаном или 

множеством-степенью. Обозначается Р(А) или 2
А
. Таким образом, Р(А) = 

{B|BA}. Булеан множества из n элементов, содержит 2
n
 элементов. 

Пример 1.1.1 - A={1,2,3}, Р(А) ={Ø,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, A}. 

Р(А) содержит 8 элементов, 8=2
3  

.
 

 Обычно в конкретных рассуждениях элементы всех множеств берутся из 

одного достаточно широкого множества U, которое называется универсальным  

или универсумом. Для наглядного изображения множеств используют 

диаграммы Эйлера-Венна, на которых множества обозначаются точками кругов 

внутри прямоугольника, точки которого – множество U- универсум. 

 

Операции над множествами. 

 BA,  Р (U) следующие операции определяются так:  

а) объединение (сумма) (обозначается  , +): АВ = {x| xА или xВ}; б) 

пересечение (произведение) ( ,  ):  АВ = {x| xА и xВ};  

в) разность ( А \ В; А – В):  А \ В = {x| xА и xВ};  

г) симметрическая разность или кольцевая сумма ( ,  , +): АВ= 

=(А \ В) (В \ А) = {x| (xА и xВ) или (xВ и xА)};  

д) дополнение множества А ( А ): А={x|x U  и xА}= U \ A. Иллюстрация 

операций над множествами диаграммами Эйлера-Венна на рисунке 1.1.2. 

                                                                               
                           АВ                                                    AB 

                                                 
                            А \ В                                                     АВ 

 

 

                                                                                 

 

А  
                                                     Рисунок 1.1.1 

      U     

     B 

 
A    

U   

 

A 
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 Операции объединения и пересечения допускают обобщения: 

A1  A2… An = 
n

i

iA
1

,   A1A2… An = 
n

i

iA
1

. 

 Свойства операций над множествами. 

 Для преобразования теоретико-множественных выражений, упрощения 

записей, доказательств теорем и свойств необходимо знать свойства операций 

над множествами. Рассмотрим важнейшие из этих свойств. Пусть задан 

универсум U, тогда A, B, C U выполняются свойства: 

 

Т а б л и ц а 1.1.1 

1 Идемпотентность          

           АА=А                                                         АА=А 

2 

 

Коммутативность  

          АВ= ВА                                                    АВ=ВА 

3 

 

Дистрибутивность 

          А (ВС)=( АВ) ( ВС)               А (ВС)=( АВ) ( ВС) 

4 

 

Ассоциативность 

          А (ВС)=( АВ)С                         А (ВС)=( АВ)С 

5 

 

Свойство поглощения 

          А (ВА)=А                                               А  (ВА)=А 

6 

 

 

Свойство нуля и единицы (констант)  

АØ=А                                                         АØ= Ø 

                АU=U                                                         АU= A 

7 

 

Закон де Моргана 

          BA = A  B                                                      BA = A  B  

8 Закон двойного отрицания (инволютивности)          A=A 

9 

 

Свойство дополнения  

                  A A=U                                                              A A= Ø 

  

 Доказать эти свойства можно либо с помощью диаграмм Эйлера-Венна, 

либо формальными рассуждениями, опирающимися на определение операций. 

 Свойства операций позволяют упрощать сложные выражения, доказывать 

новые теоремы и т.д. 

 Пример 1.1.2 - BABBABBABBA  . 

  

 Разбиения и покрытия множеств 

 Пусть дано множество А. А ={A1, A2, … An}- семейство подмножеств А. 

 Определение. А  называется покрытием множества  А, если 

 1. Ai  А (Ai  А, Ai≠Ø); 2. A=
n

i

iА
1

. 

 Определение.  А  называется разбиением множества  А, если 
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 1. Ai  А (Ai  А, Ai≠Ø);  2. A=
n

i

iА
1

;  3.  Ai, Aj А [Ai ≠ Aj   А iАj = Ø]. 

 Пример 1.1.3 -  А={1,2,3}. А1= {{1,2},{2,3},{1,3}} – покрытие;  

А2= {{1},{2},{3}} – разбиение; А3= {{1},{2,3}} – разбиение;  

А4= {{1},{3}} – множество подмножеств множества А (ни булеан, ни покрытие, 

ни разбиение). 

 Упорядоченные множества. Прямое произведение множеств. 

 Упорядоченную последовательность из элементов x1,x2,…,xn будем 

обозначать (x1,x2,…,xn) или <x1,x2,…,xn> и называть  кортеж длины n, n-ка 

(энка), упорядоченный набор из n элементов, вектор длины n. xi – i-ая 

координата или компонента. 

 n=2 -  (x1,x2) – пара, упорядоченная двойка; 

 n=3 -  (x1,x2,x3) – тройка, упорядоченная тройка; 

 n=0 -  < > - кортеж, не содержащий элементов. 

 Если x

=(x1,…xn), y


=(y1,…yn), то  yx


),,,( 2211 nn yxyxyx   . Ясно, 

что (1,2) ≠ (2,1), {1,2}={2,1}. 

 Определение. Прямым (декартовым) произведением множеств А и В 

(обозначается А×В) называется множество таких пар (a,b), что aA и bВ: 

А×В = {(a,b)| aA и bВ}.  

Обобщение прямого произведения: A1×A2×…×An={(a1,a2,…,an)| a1A1, 

a2A2 ,…, anAn}. Если A=B, то A×A=A
2 
;   A×A×…×A=A

n
 ;  A

1
=A; A

0
={Ø}.

 

 

                                                                                   n   

 Пример 1.1.4 - A={1,2}, B={1,2,3}.  

 A×B ={(1;1),(1;2),(1;3),(2;1),(2;2),(2;3)}; 

 B×A = {(1;1),(1;2),(2;1),(2;2),(3;1),(3;2)}; A×B ≠ B×A; 

          A
2  

= {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}; 

  

 1.2 Лекция 2. Отношения 
  

 Содержание лекции: унарные, бинарные, n-арные отношения; способы 

задания, основные свойства бинарных отношений, специальные отношения.  

 Цели лекции: ввести понятие «отношения». 

  

 При решении различных задач практики часто требуется учитывать связи 

или отношения между элементами разных или одного и того же множеств. 

Например, если имеем множество стран мира, то можно рассматривать между 

странами такие отношения: «в стране x населения больше, чем в стране y» или 

«страны х и у имеют общую границу»; если имеем множества мужчин, женщин 

и детей, то можно рассматривать отношение «х и у родители z» и т.д. 

 Определение. n-местным отношением P (n-местным предикатом) на 

множествах  А1,А2,…,Аn, называется любое подмножество прямого 

произведения этих множеств: P={(x1,x2,…xn)| 1x A1,…,xnAn}A1×A2×…×An. 
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Если элементы x1,x2,…xn связаны отношением Р, то записывают  (x1,…,xn) P 

или P(x1,…,xn). Если PA
n
, то Р – n-местное отношение на множестве А. n=1, то 

P 1A - одноместное отношение или свойство; n=3, то PA1×A2×A3 – 

трёхместное или тернарное отношение.  

 Наиболее часто встречаются и хорошо изучены бинарные отношения 

(n=2) P={(x,y)|xA1, yA2}A1×A2,. Записывают P(x;y) или xPy . Например, 

вместо <(x;y) или (x;y)< записывают  x<y. Далее будем рассматривать 

бинарные отношения, называя их просто отношениями. 

 Определение. Областью определения отношения Р (обозначается DP) 

называется DP={x| (x,y)P для некоторого y}; областью значений (обозначается 

EP) называется EP ={y| (x,y)P для некоторого x} (т.е. DP- это множество первых 

координат пар Р, EP – вторых).  

 Отношение можно задать перечислением элементов, характеристическим 

свойством, графически, с помощью матриц. 

 Бинарные отношения на конечных множествах обычно задаются либо 

списком пар, либо матрицей, либо графически.  

 Определение. Пусть A={a1,a2,…,am}, B={b1,b2,…,bn} и P   A×B. Матрица 

[P] =(pij), размера m×n, называется матрицей отношения Р, если 










P),b(aесли,

P),b(aесли,
p

ji

ji

ij 0

1
,  i=1,2,…m;  =1,2,…n. 

 Пример 1.2.1 -  A1={a;b}, A2={3;4;5}. Задание отношений списком пар:  

P1={(a,a),(а,b)}  2

1A ,    P2={(a,3),(a,4),(b;3),(a,5)}   A1×A2;  задание матрицей:  

  









00

11
1P ,   










001

111
2P ; графическое задание: 

          
 Рисунок 1.2.1 

      

       Определения. Пусть P   A×B, P={(a,b)|aA, bB}. 

  а) P
-1

 – обратное Р P
-1

 = {(b,a)|(a,b)P}, P
-1
  B×A; 

  б) P - дополнение P P ={(a,b)|(a,b)P}, P   A×B; 

  в) I – тождественное отношение на множестве  А (иногда  обозначается 

 idA).  I={(a,a)|aA}, IA
2
 (называют также диагональю в A

2
 , т.к. его матрицей 

является единичная матрица); 

  г) U –  универсальное  отношение   U ={(a,b)|aA и bA},  т.е.  U=A
2
. 
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 Определение. Композицией    (произведением)   бинарных отношений  

P1   A×B  и  P2   B×C   (обозначается    P1 P2)    называется отношение  

Р=P1 P2 = {(a,c)|aA, cC и bB, что (a,b) P1 и (b,c)  P2}. 

 

                           

 
Рисунок 1.2.2 

  

 Пример 1.2.2 -  A={1,2,3}, B={x,y}; C={ a, b, c, d}. 

Пусть P1={(1,x),(1,y),(3,x)}, P2={(x,a),(x,b),(y,c),(y,d)}, тогда 

P1 P2={(1,a),(1,b),(1,c),(1,d),(3,a),(3,b)}.  

 Пример 1.2.3  - P1={(x,x+2)|xZ
+
}, P2={(x,x

2
)|xZ

+
}, тогда 

P1 P2={(x,(x+2)
2
)| xZ

+
},  P2 P1={(x,x

2
+2)| xZ

+
}. 

 Теорема. Для любых бинарных отношений P, Q, R выполняются 

следующие свойства: 

а) (P
-1

)
-1

=P; 

б) (P Q)
-1

=Q
-1
P

-1
; 

в) (P Q) R=P (QR). 

 

 Основные свойства матриц бинарных отношений. 

1. Пусть P,Q A×B, [P]=(pi,j), [Q]=(qi,j). 

[PQ]=(pij+qij)=[P]+[Q], где элементы матриц складываются по правилам: 

0+0=0, 1+0=0+1=1+1=1; [PQ]=(pij*qij)=[P]*[Q], где умножение элементов 

матриц происходит по правилам: 0*0=0*1=0*1=0, 1*1=1. 

 2. Если PA×B, QB×C, то [PQ]=    QP   - обычное умножение матриц, 

но элементы матриц [P] и [Q] складываются и умножаются по правилам из 

свойства 1). 

 3.  Если P
-1

 – обратное P, то [P
-1

]=[P]
T
. 

 4.  PQ и [P]=(pij), [Q]=(qij), тогда  pij≤qij. 

 5.  I–тождественное отношение, то   EI  - единичная матрица. 

 6. P - дополнение Р, то [ P ] равна матрице отношения Р, в которой нули 

заменены единицами и единицы нулями. 

 Пример 1.2.4 – Пусть матрицы отношений P и Q имеют вид 

  









10

01
P ,   










10

10
Q ,  тогда       




























10

11

10

10

10

01
QPQP ;  
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      


























10

00

10

10

10

01
QPQP ;       
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 Свойства отношений. 

 Пусть PA
2
. Отношение Р называется: 

 а) рефлексивным  aA, (a,a)P; 

 б) симметричным  (a,b)P,  (b,a)P; 

 в) антисимметричным  (a,b)P и (b,a)Pa=b; 

 г) транзитивным (a,b)P и (b,с)P (a,c)P. 

 Заметим, что если: 

 а) P-рефлексивное  IP,  [P]= 



























1

1

1



; 

 б) P – симметричное P=P
-1

,  [P]=[P]
T
; 

 в) Р-антисимметричное РР
-1 

 I, [PP
-1

]=[P]*[P
-1

], все элементы 

последней матрицы вне главной диагонали равны 0; 

 г) P- транзитивное PPP, т.е. если [PP]=(aij),  [P]=(pij), то aij≤pij. 

 Пример 1.2.5 -  А = {1,2,3}, P = {(1,2),(2,3),(3,2)}, [P]=
















010

100

010

: 

 а) P не рефлексивное, т.к. на главной диагонали нет единиц;  

 б) P несимметричное, т.к.(1;2)P→(2;1)P или [P]≠[P]
T
;  

 в) P не антисимметричное,  т.к. (2;3)P, (3;2)P→2≠3 или в матрице 

    



































010

101

000

010

100

010
T

PP
















010

100

000

 не все элементы вне главной 

диагонали нули;  

 г) P нетранзитивное, т.к., например, (1,2)P, (2,3)P, но (1,3)P или    

[PР]=    PP  = 
















010

100

010


















010

100

010

=
















100

010

100

, [PP]=(aij),  [P]=(pij), не все 

aij≤pij, например,  1313 pa   ( 113 a , 013 p ). 

  

 1.3 Лекция 3. Специальные бинарные отношения 
  

 Содержание лекции: отношения эквивалентности, отношения порядка, 

функциональные отношения; понятие мощности множеств.  

 Цели лекции: рассмотреть свойства специальных отношений. 

 

 Многие отношения обладают определённым набором указанных выше 

свойств и этот набор встречается так часто, что обладающие им отношения 

заслуживают специального названия и отдельного изучения. 
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           Отношение эквивалентности. 

  Определение. Отношение P называется отношением эквивалентности, 

если оно рефлексивно, симметрично и транзитивно (обозначается ~, E, ≡). 

 Примеры отношений эквивалентности:  

 а) отношение равенства на любом множестве:  

    1) x=x;  

    2) x=y→y=x;  

    3) x=y; y=z → x=z;  

 б) отношение подобия на множестве треугольников. 

 Определение. Пусть Е – отношение эквивалентности на множестве А и 

хА. Подмножество элементов множества А, эквивалентных x, называется 

классом эквивалентности элемента х. Обозначается: [x]E, E(x). Таким образом, 

E(x)={y | yEx}. 

 Определение. Множество классов эквивалентности называется фактор -

множеством множества А относительно эквивалентности Е, обозначается А/Е: 

А/Е={E(x)|xA}. Фактор –множество  является подмножеством булеана. 

 Пример 1.3.1 - А – множество студентов в университете. Е – отношение 

принадлежности  к одной группе. [x]E-студенты одной группы. А/Е– множество 

студенческих групп университета. 

 Из определений ясно, что:  

 1) любой элемент класса эквивалентности порождает класс 

эквивалентности, т.е. b[a] → [a]=[b];  

 2) каждый класс эквивалентности содержит хотя бы один элемент, 

т.е.аА [a]≠Ø;  

 3) никакой элемент множества А не может принадлежать двум различным 

классам: aEb→ [a]=[b]. 

 Теорема. Фактор – множество А/Е является разбиением множества А. 

Обратно, если А={Ai} какое-то разбиение множества А, то ему соответствует 

некоторое отношение эквивалентности Е: xEy x,yAi  для некоторого i.  

 Таким образом, существует взаимно однозначное соответствие между 

множеством всех разбиений А и множеством всех отношений эквивалентности 

на множестве А. 

 Пример 1.3.2 -  А={1,2,3,4}. А={{1},{2,3,4}}={A1,A2}- разбиение А.  

E={(x;y)|x,yAi,i=1,2}={(1,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4),(4,2),(4,3),(4,4)}- 

отношение эквивалентности, соответствующее данному разбиению.    

 Пример 1.3.3 -  A={1,2,3,4,5,6}, PA
2
, 

 P={(1;1);(2;2);(3;3);(4;4);(5;5);(6;6);(1;2);(1;4);(2;1);(2;4);(3;5);(5;3);(4;1);(4;2)}. 

 Покажем, что данное отношение является отношением 
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 эквивалентности. По его матрице [P]=



























100000

010100

001011

010100

001011

001011

 определяем, что P 

рефлексивно, симметрично, транзитивно (см. выше),  следовательно Р есть 

отношение эквивалентности на множестве А. Построим классы 

эквивалентности и фактор – множество: 

[1]P={x|(x;1)P}={1,2,4}; 

[2]P={x|(x;2)P}={1,2,4}; 

[3]P={x|(x;3)P}={3,5}; 

[4]P={x|(x;4)P}={1,2,4}; 

[5]P={x|(x;5)P}={3,5}; 

[6]P={x|(x;6)P}={6}.  

 Таким образом, имеется только три различных класса эквивалентности 

[1]=[2]=[4]={1,2,4}, [3]=[5]={3,5}, [6]={6}. Фактор – множество A/Р= 

={[1],[3],[6]}={{1,2,4},{3,5},{6}} является разбиением множества А, которое  

соответствует данному отношению эквивалентности. 

 

     Отношение порядка. 

 Определение. Отношение Р на множестве А называется отношением 

порядка если оно антисимметрично и транзитивно. Часто обозначается 

символом   . 

 Если к тому же оно:  

 1) рефлексивно, то называется частичным или нестрогим порядком (≤);

 2) антирефлексивно, то называется отношением строгого порядка (<).  

 Определение. Пусть на множестве А задано отношение порядка , если 

для любых двух элементов a и b этого множества имеет место ab или b a, то 

элементы называются сравнимыми, в противном случае несравнимыми. 

 Определение. Частичный порядок на множестве А называется  линейным 

или цепью, если любые два элемента этого множества сравнимы. 

 Множество А, на котором определен частичный (линейный) порядок 

называется частично упорядоченным множеством (ч.у.м) ( линейно 

упорядоченным множеством (л.у.м)). Обозначается (А,  ). 

 Примерами линейно упорядоченных множеств являются множества N, Z, 

Q, R, где определён  естественный порядок. 

 Определение. Элемент a упорядоченного множества А называется 

наименьшим (наибольшим), если в А нет таких x, что x<a (x>a). Л.у.м. 

называется вполне упорядоченным множеством (в.у.м), если любое его 

непустое подмножество имеет наименьший элемент. 

 Пример 1.3.4 - (N; ≤) – в.у.м. ([0;1]; ≤) – не является в.у.м., т.к., например, 

(0;1]  [0;1], но (0;1]  не содержит  наименьшего элемента. 

 Определение. Рассмотрим ч.у.м. (Х,≤). Говорят, что элемент у покрывает 

элемент х , если х≤у и не существует такого элемента z, что х<z<y.  
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В случае конечного множества  Х, ч.у.м. (Х,≤) можно представить в виде схемы, 

в которой каждый элемент изображается точкой на плоскости. Если у 

покрывает х, то точки х и у соединяют отрезком, причём точку, 

соответствующую х располагают ниже точки у. Такие схемы называют 

диаграммами Хассе. 

  Пример 1.3.5 - A={a,b,c}. P={(a,a),(a,b),(b,b),(а,с),(c,c)} – отношение 

частичного порядка (т.е. рефлексивно, антисимметрично, транзитивно), что 

легко проверить по его матрице [P]=
















100

010

111

. Р не является линейным 

порядком, т.к. b и c не сравнимы. Диаграмма Хассе для ч.у.м. (А, Р) на рисунке 

1.3.1. 

 
Рисунок 1.3.1 

  

 Пример 1.3.6 -  cbaA ,, . Рассмотрим ч.у.м. (Р(А),  ) =  jiji AAAA ),( , 

где  Р(А) булеан А. Диаграмма Хассе для ( Р(А),  ) на рисунке 1.3.2. 

                                               
                             Рисунок 1.3.2                                   Рисунок 1.3.3 

  

 Пример 1.3.7 - Для л.у.м.   ,4,3,2,1  с обычным отношением порядка на 

множестве натуральных чисел, не превосходящих четырёх, диаграмма Хассе 

изображена на рисунке 1.3.3. 

      

      Лексикографический порядок. 

 Лексикографический порядок лежит в основе упорядочения слов в 

различных словарях. Рассмотрим непустое множество символов Х={x,y,…} 

называемое алфавитом. Словами будем называть конечные наборы написанных 

друг за другом элементов Х. Элемент xi  слова x1,x2,…,xn  называем его i-ой 

координатой, а число n его длиной. 
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 Определение. Пусть W(X) – множество слов алфавита Х, пусть ≤ - 

отношение порядка на множестве Х, т.е.  (Х,≤) – упорядоченное множество. 

Отношение лексикографического порядка (обозначается   или L) на W(X) 

задаётся по правилу: x1,х2,…,xm L y1,y2,…,yn , если выполнено одно из условий:  

а) x1< y1;   б) xi=yi  i:1≤i≤m, m<n;    в) xi=yi  i: 1≤ i ≤k, xk+1< yk+1. 

      

     Функциональные отношения (функции). 

 Определение. Бинарное отношение fА×В – называется 

функциональным или функцией из множества А в множество В, если: 

          а) (x,y1)f, (x,y2)f → y1=y2  или  xA ! yB, (x,y) f; 

          б) Df=A, EfB, в этом случае функцию иногда называют тотальной; (если 

DfA, то f называют  частичной функцией), где Df - область определения 

функции, Ef  - область значений. 

 Пример 1.2.15 - A={1,2,3}, f ={(1,2);(2,3),(3,2)} 2A – функция, т.к. Df = A,  

EfA; P={(1,1),(1,2),(2,3)}  2A  – не функция, т.к. содержит пары (1,1) и (1,2) с 

одинаковыми первыми и разными вторыми элементами; отношение 

  RxxxxP  1; 2  - функция, т.к. из того, что yx   следует  

11 22  yyxx 4; P={(x
2
,x)|xR} – не функция, т.к. содержит пары с 

одинаковыми первыми и разными вторыми элементами:  (1,-1) P, (1;1) P. 

  RxxxP  ;  - частичная функция, т.к.   ;0PD , RDP  . 

 Если задана функция  f = {(x,y)|xA, yB}, то x- аргумент, y- значение 

функции. Различные обозначения функции: y=f(x), f: A→B, f: x→ y;  A   
f     

B,   

x  
f
   у. Говорят также, что f ставит в соответствие элементу х элемент у. 

 Пусть  f = {(x,y)| xA, yB} – функция. Она называется: 

 а) инъективной (инъекцией, разнозначной), если (x1,y) f и (x2,y) f → 

x1=x2 (или  x1≠x2 → f(x1) ≠ f(x2)), при этом 1f - частичная функция;  

 б) сюръективной (сюръекцией, отображением А на В), если  yB xA, 

что (x;y)f, т.е. Ef = B;  

 в) биективной (биекцией, взаимно-однозначным соответствием), если  

является и инъективной и сюръективной. Обозначается  АВ.  

 Заметим, что если функция частичная, то, в случае её инъективности и 

сюръективности, она не всегда биективна, например,   RyxxyyxP  ,,ln;  

( RRP  ) - частичная функция, т.к.   ,0PD , RDP  . Она инъективна, т.к. 

для любых 21 xx   из области определения выполняется 21 lnln xx  ; она 

сюръективна, т.к. REP  , но биекции нет, т.к. существуют Rx  ( например, 

1x ),   которым не соответствует ни один Ry . 

 Если биекция f: АА, то она называется подстановкой множества А. 

Простейший пример подстановки есть тождественное отношение I.  

 Пример 1.3.8 - Рассмотрим три функции if : )3,2,1(  iRR . 

 1. xexf )(1  - инъекция, но не сюръекция, т.к. Df = R, Ef     ;0 R (см. 

рисунок 1.3.4);  



 16 

 2. xxxxxxf 4)2)(2()( 3

2   -  сюръективна, но не инъективна, т.к. 

21 xx  , например, 02  , но 0)0()2( 22  ff ,   Ef  = R (см. рисунок 1.3.5).  

 3. 3)(3  xxf  - биективна (график – прямая линия).  

 

                             
          Рисунок 1.3.4                                                     Рисунок 1.3.5 

  

 Заметим, что свойства этих, а также других функций проще всего 

определять по их графикам. 

 Пример 1.3.9 - Рассмотрим функции if :     )4,3,2,1(,1,01,0  i , графики 

которых изображены на рисунке 1.3.6: 

Рисунок 1.3.6 

  

 По графикам можно установить, что:  

 а) )(1 xf - сюръекция (не инъекция);  

 б) )(2 xf  - инъекция;  

 в) )(3 xf  - биекция;  

 г) )(4 xf  - неинъективная и несюръективная функция. 

 

          Понятие о мощности множеств. 

Часто возникает необходимость сравнивать множества по числу 

элементов. В этом случае возникает понятие мощности множества. 

Определение. Множества А и В называются эквивалентными 

(обозначается А~В) если существует биекция f: АВ (т.е. между ними можно 

установить взаимно однозначное соответствие (в.о.с.)). 
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 Очевидно, что два конечных множества эквивалентны тогда и только 

тогда, когда они имеют одинаковое число элементов. Если два множества 

бесконечны и между ними можно установить в.о.с., то они обладают также чем-

то общим, что мы будем называть мощностью. Итак, любые два эквивалентных 

множества (конечные или бесконечные) имеют одинаковую мощность или 

являются равномощными. Или более точное определение.  

 Определение. Мощностью множества А называется класс всех множеств, 

эквивалентных множеству А (обозначается A ).  

 Имеется три возможности:  

 а) если А конечное множество и имеет n элементов, то A = n;  

 б) если А бесконечное множество и эквивалентно множеству 

натуральных чисел  N, то А называют счётным множеством, записывают A =  . 

Таким образом, у счётного множества все элементы можно пронумеровать;  

 в) существуют бесконечные множества, которые нельзя привести во в.о.с. 

с множеством натуральных чисел. Например, установлено, что множество всех 

действительных чисел отрезка [0,1] не является счётным (теорема Кантора). 

Принято мощность этого множества называть континуум (часто обозначается 

с), а множества такой мощности континуальными. 

 Доказано, что если А континуальное множество, то 2 cA , т.е. 

мощность континуума равна мощности множества всех подмножеств счётного 

множества. Вообще, для любого множества А: Р(А) = A
2 ,  где Р(А) – булеан. 

 Примеры счётных множеств:  

 а) множество целых чисел Z, а также  ZZ , ;  

 б) множество рациональных чисел Q;  

 в) любое бесконечное подмножество множества N,  например, 

{2,4,6,8,…};  

 г) 2N ( вообще NN n ~ ). 

 Примеры континуальных множеств:  

 а) множество всех действительных чисел R или множество точек 

числовой оси;  

 б) множество всех точек плоскости (пространства)  RRRRR  ;  

 в) множество всех подмножеств счётного множества (т.е. булеан счётного 

множества). 

 Как показано в теории множеств, для множества любой мощности 

множество его подмножеств имеет более высокую мощность. Поэтому не 

существует множества максимальной мощности. На мощность множеств 

можно смотреть как на новый объект, называемый кардинальным числом или 

кардиналом. Примерами кардиналов могут быть 

 а) любое натуральное число (как мощность конечного множества);  

 б) 
 22,2, c и т.д. 

 Отметим, что существование биекции между двумя множествами 

позволяет перенести изучение свойств с одного множества на другое, что 
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многое упрощает, например, некоторые свойства конечного множества А, A = n 

можно изучать по множеству {0,1,2,3,…n-1}. 

 

 2  Элементы математической логики 

  

 2.1 Лекция 4. Высказывания и логические операции 

 

 Содержание лекции: логика высказываний; логические операции;  

формулы и функции алгебры логики. 

 Цели лекции: знакомство с основными понятиями и операциями алгебры 

логики. 

   

 Логику чаще всего определяют как анализ методов рассуждений. Эти 

методы позволяют определить истинность или ложность того или иного 

рассуждения, причём  логику интересует прежде всего форма, а не содержание 

доводов в этом рассуждении. Если при этом применяют математический 

аппарат и изучают математические рассуждения, то логику называют 

математической логикой.  

 Определение. Высказыванием называется повествовательное 

предложение, о котором в данной ситуации можно говорить, что оно истинно 

или ложно.        

  Пример 2.1.1 - Высказывание «пять плюс два – четыре» - ложно; 

высказывание  «рубль – российская валюта» - истинно.       

  Определение. Простое (элементарное) высказывание рассматривается как 

некое неделимое целое. Обозначается  А, В, С,...,Р,…; сложным (составным) 

называется высказывание, составленное из простых с помощью логических 

связок (операций).  

 Основными логическими операциями (связками) являются: 

 а) конъюнкция (операция «и», логическое произведение). 

Конъюнкцией двух высказываний P и Q (обозначается , , , &P Q P Q PQ P Q  , 

читается «Р  и Q») называется высказывание, истинное тогда и только тогда, 

когда истинны оба высказывания и ложное во всех остальных случаях; 

 б) дизъюнкция (операция «или», логическая сумма). Дизъюнкцией двух 

высказываний P и Q (обозначается ,P Q P Q  , читается «Р  или Q») 

называется высказывание, ложное, если оба  высказывания ложные и истинное 

во всех остальных случаях; 

        в) отрицание (инверсия). Отрицанием высказывания P (обозначается 

,P P , читается «не Р») называется высказывание, истинное, когда P ложное и 

ложное, когда P  истинное;  

        г) импликация (логическое следование). Импликацией двух 

высказываний P и Q (обозначается QP  , QP  , читается «если  Р  то Q», «Р 

влечёт Q») называется высказывание, ложное, когда Р истинное, а Q ложное и 

истинное во всех остальных случаях; 
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д) эквиваленция  (эквивалентность).  Эквиваленцией двух высказываний  

 P и Q (обозначается ~ ,P Q ,P Q P Q , читается «Р  эквивалентно Q», «Р тогда 

и только тогда, когда Q») называется высказывание, истинное, когда P и Q оба 

истинны  или оба ложны и ложное во всех остальных случаях. 

 

 Формулы алгебры логики. 

      Рассмотрим содержание логики высказываний, используя язык алгебры 

логики, которая изучает строение логических высказываний (т.е. логических 

формул) и способы установления их истинности с помощью алгебраических 

методов.       

 Поставим в соответствие высказыванию P логическую переменную х, 

которая принимает значение 1, если Р истинно; 0, если Р ложно. Из логических 

переменных можно с помощью логических операций составлять различные 

конструкции, которые являются формулами алгебры логики.  

 Если формула   построена из логических переменных, принадлежащих 

множеству },...,,{ 21 nxxx , то будем писать ),...,( 21 nxxx .  

 Действия логических операций задаются таблицами истинности. 

Составим таблицы  истинности в соответствии с определением логических 

операций:   

 

   Т а б л и ц а 2.1.1                               

x  y  yx   yx  yx   yx   x  

0 0 0 0 1 1 1 

0 1 0 1 1 0  

1 0 0 1 0 0 0 

1 1 1 1 1 1  

  Исходя из таблиц истинности для логических операций, можно строить 

таблицы истинности для произвольных формул. 

Пример 2.1.2  - ( , , ) ( )F x y z z x y   . 

 

                                     Т а б л и ц а 2.1.2  

x  у z  x  y  yx  )( yxz   

0 0 0 1 1 1 1 

0 0 1 1 1 1 1 

0 1 0 1 0 1 1 

0 1 1 1 0 1 1 

1 0 0 0 1 1 1 

1 0 1 0 1 1 1 

1 1 0 0 0 0 1 

1 1 1 0 0 0 0 
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Введём новые важные логические операции, добавляя к пяти основным 

ещё три: 

е) штрих Шеффера (антиконъюнкция). Обозначается yx .  

По определению )()( yxyx   или )()( yxyx  ; 

ж) стрелка Пирса (антидизъюнкция). Обозначается yx  .  

По определению )()( yxyx   или )()( yxyx  ; 

и) кольцевая сумма (логическое сложение, сложение по модулю два). 

Обозначается yx . Определяется )( yxyx   или )~( yxyx  . 

 Составим таблицы истинности этих операций, исходя из определений. 

 

                                      Т а б л и ц а 2.1.3 

x  y  yx  yx   yx  

0 0 1 1 0 

0 1 1 0 1 

1 0 1 0 1 

1 1 0 0 0 

 При тождественных преобразованиях, при составлении формул важно 

знать приоритеты операций (какая сильнее, какая слабее), как раскрывать 

скобки. Для этих целей приняты следующие соглашения:  

 а) внешние скобки не пишутся, например, вместо ))(( zyx   будем 

писать zyx  )( ; 

б) схема приоритетов логических операций:      ,,,,|,,, , где  

знаки операций расположены в порядке убывания старшинства, в круглых 

скобках указаны равносильные операции. 

 Согласно этим соглашениям недостающие скобки в формуле расставляют 

последовательно, начиная с наиболее сильных связок и кончая наиболее 

слабыми, а для равносильных связок расстановка скобок выполняется слева 

направо.  

      Пример 2.1.3 - а) в формуле uzyx   скобки расставляются так: 

)()( uzyx  ; б) в формуле )( zyx   скобки опустить нельзя, т.к. в силу 

наших соглашений выражению x y z   соответствует формула ( )x y z  . 

 

 Функции алгебры логики. 

      Каждая формула представляет логическую функцию от логических 

переменных, которые могут принимать только два значения 0 и 1.       

Определение. Функцией алгебры логики (логической функцией) от n 

переменных nxxx ,...,, 21  (обозначается ),...,( 1 nxxf ) называется любая функция, 

которая произвольному набору ),...,,( 21 n  нулей и единиц ставит в 

соответствие значение }1,0{),...,,( 21 nf  , т.е. }1,0{}1,0{: nf . 

       Функции алгебры логики называются также булевыми, двоичными или 

переключательными (обозначаются в некоторых учебниках nPnPP ),(, 22 ).  
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Дело в том, что эти функции описывают преобразование некоторым 

устройством входных сигналов в выходные. Пусть устройство имеет n входов 

nxxx ,...,, 21 , на которые может подаваться или не подаваться ток, и один выход, 

на который ток подаётся или не подаётся, в зависимости от подачи тока на 

входы (см. рисунок 2.1.1).    

  

 

     

 

 

                               Рисунок 2.1.1                                Рисунок 2.1.2 

  

 Значение 1ix  понимается как поступление тока на i-ый вход; 0ix  - как 

не поступление. Значение 1),...,,( 21 nf   (где nnxx   ,...,11 ), если ток на 

выходе проходит и 0),...,,( 21 nf   - если не проходит. 

      Так, например, функции yxyxf ),( , представляющей операцию 

конъюнкции, соответствует устройство с двумя входами и одним выходом (см. 

рисунок 2.1.2). При этом значение выхода равно 1 тогда и только тогда, когда 

оба значения входов равно 1. 

    

 Способы задания функций: 

 а) задание таблицей истинности, в левой части которой выписаны все 

возможные наборы значений аргументов nxxx ,...,, 21 , а в правой – столбец 

значений f , соответствующих этим наборам. Число всех наборов 0 и 1 

функции n переменных будет равно n2 , т.е. для функции одной переменной -  

221  , двух - 422  , трёх - 823   и т.д. Таким образом, таблица истинности 

функции одной переменной содержит 2 строки, двух – 4, трёх – 8 и т.д. При 

этом множество аргументов принято упорядочивать по лексикографическому 

порядку, который лежит в основе упорядочения слов в различных словарях. 

Практически этот порядок можно получить, если первый столбец таблицы 

разделить на две части и первую половину заполнить нулями, вторую – 

единицами; затем второй столбец разделить на четыре части и заполнить их, 

чередуя 0 и 1, начинать с нулей; третий столбец разделить на восемь частей, 

которые заполнить, чередуя 0 и 1, начинать с нулей, и т.д;  

 б) задание функций перечислением всех наборов, на которых f  

принимает значение 0 (нулевые наборы) и всех наборов, на которых она 

принимает значение 1 (единичные наборы); 

 в) задание функции формулой; 

 г) задание с помощью вектора значений. Вектором значений функции 

),...,( 1 nxxf  называется упорядоченный набор всех значений f , при котором все 

значения упорядочены по лексикографическому порядку множества 

аргументов n}1,0{ .  

1( ,..., )nf x x
2x
nx

f yx 
x

y

1x
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 Рассмотрим на примере эти способы задания функции. 

 Пример 2.1.4 - Имеется устройство, фиксирующее принятие некоторой 

резолюции тремя персонами (комитетом трёх). Каждый член комитета при 

одобрении резолюции нажимает свою кнопку. Если большинство членов 

согласны, то резолюция принята, что фиксирует устройство. Таким образом, 

устройство реализует функцию ),,( zyxf , таблица истинности которой имеет 

вид:   

 

                                      Т а б л и ц а 2.1.3 

x y z ),,( zyxf  

0 0 0 0 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

0 1 1 1 

1 0 0 0 

1 0 1 1 

1 1 0 1 

1 1 1 1 

 

Зададим эту функцию нулевыми и единичными наборами: 

0)0,0,1()0,1,0()1,0,0()0,0,0(  ffff  - нулевые наборы;   )1,0,1()1,1,0( ff  

1)1,1,1()0,1,1(  ff  - единичные наборы. Если задавать эту функцию с  

помощью вектора значений, то это будет набор (00010111). 

Итак, число всех наборов 0 и 1 для функции n переменных равно n2 . 

Число же всех возможных различных функций  n переменных равно числу всех 

возможных расстановок 0 и 1 в столбце с n2  строками, т.е. равно 22
n

. Значит, 

если nnB }1,0{ - множество всех значений аргументов функции ),...,( 1 nxxf , а 

)(2 nP - множество всех функций от nxxx ,...,, 21 , то мощности этих множеств будут 
2

22 , ( ) 2
nn nB P n  . Таким образом, )(2 nP  растёт очень быстро: 2(1) 4P  , 

2(2) 16P  , 2(3) 256P   и т.д. 

Особую роль в алгебре логики играют функции одной и двух 

переменных. Например, множество всех логических функций одной 

переменной )1(2P  состоит из четырёх функций, которые можно представить их 

таблицей истинности: 

 

Т а б л и ц а 2.1.4 

x  1  2  3  4  

0 0 0 1 1 

1 0 1 0 1 

 0 x  x  1 
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Функции 1  и 4  константы 0 и 1, 2 =х – повторяет переменную х, (эти 

операции, говорят, не существенны или фиктивны). Наибольший интерес 

представляет функция 3 = x - унарная операция отрицания. Аналогичным 

образом можно построить таблицу истинности для всех 16 (
222 ) функций двух 

переменных. Среди них 7 логических операций (конъюнкция, дизъюнкция, и 

т.д.), остальные не представляют интереса. Заметим, что функция может быть 

представлена как операция, если её значения лежат в области определения этой 

функции. В этом смысле все функции математической логики могут быть 

представлены операциями. 

Логические функции трёх и более переменных обычно задаются либо 

таблицей истинности, либо формулой, состоящей из знаков переменных и 

знаков унарных и бинарных операций. В общем случае формула описывает 

логическую функцию как суперпозицию других более простых функций. 

Определение. Функцию ),...,( 1 nxxf  называют суперпозицией функций  

),...,( 1 myyg  и ),...,(),...,,...,( 111 nmn xxhxxh , если 1 1 1 1( ,..., ) ( ( ,... ),..., ( ,..., ))n n m nf x x g h x x h x x .             

Пример 2.1.5 - Функция 1432214321 ),,,( xxxxxxxxxxf   есть суперпозиция  

321321 ),,( yyyyyyg   и 211 xxh  , 322 xxh  ,  143 xxh  .        

 

  

 2.2 Лекция 5. Эквивалентность формул. Основные эквивалентные   

соотношения алгебры логики 

  

 Содержание лекции: эквивалентность формул; основные эквивалентные 

законы и правила; двойственность; классы Поста и базисы.  

 Цели лекции: знакомство с понятием эквивалентности формул и  

основными эквивалентными соотношениями; с понятием базиса.  

 

 Одна и та же функция может быть представлена различными формулами. 

В этом случае возникает понятие эквивалентности формул.  

      Определение. Формулы ),...,( 1 nxx  и ),...,( 1 nxx  называются 

эквивалентными или равносильными (обозначается  ~ ,   , ), если 

они представляют одну и ту же функцию. 

  Пример 2.2.1 - Построим таблицы истинности для формул yx   и 

xy  . 

       

 Т а б л и ц а 2.2.1 

Так как столбцы значений этих формул 

совпадают, то они эквивалентны  

( ) ~ ( )x y y x  . 

 В этом примере для установления 

эквивалентности формул применён метод 

построения их таблиц истинности и сравнения 

x y y  x      

0 0 1 1 1 1 

0 1 0 1 1 1 

1 0 1 0 0 0 

1 1 0 0 1 1 
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полученных таблиц по каждому набору значений переменных. 

Другим методом являются эквивалентные преобразования формул, 

которые используют эквивалентные соотношения (законы) и правила. 

Корректность преобразований обеспечивается выполнением следующих 

двух правил: 

а) правило подстановки: если в исходном эквивалентном соотношении 

все вхождения переменной х одновременно заменены формулой  , то получим 

новое эквивалентное соотношение; 

б) правило замены: если какая-либо формула , описывающая 

функцию f ,  содержит подформулу  , то замена   на 1  ( 1  ) не изменит 

функции f . 

 Перечислим основные эквивалентные соотношения или законы, которые   

не выводятся друг из друга, доказать их справедливость можно с помощью 

таблиц истинности.  

 

Т а б л и ц а 2.2.2  

1 Коммутативность xyyx   xyyx   

2 Ассоциативность )()( zyxzyx   )()( zyxzyx   

3 Дистрибутивность )()()( zxyxzyx 

 

 )()()( zxyxzyx   

4 Идемпотентность xxx   xxx   

5 Закон поглощения xyxx  )(  xyxx  )(  

6 Закон де Моргана yxyx   yxyx   

7 Закон двойного отрицания                  xx   

8 Свойства 

констант 

00,1  xxx  xxx  0,11  

9 0 xx - закон противоречия  1 xx - закон исключённого третьего 

 

Наряду с основными эквивалентностями, часто используют ещё 

некоторые, которые можно вывести из основных или доказать с помощью 

таблиц истинности; сведём их также в таблицу. 

   

Т а б л и ц а 2.2.3 

10 Закон склеивания   xyxyx  )()(  xyxyx  )()(  

10а Закон расщепления   ( ) ( )x x y x y     )()( yxyxx   

11 Обобщённое склеивание )()()()()( zyzxyxzyzx   

12 yxyxx  )(  12а yxyxx  )(  

13 yxyxx  )(  13а yxyxx  )(  

14 ( ) ( )x y x y y x       )()()()( yxyxxyyxyx   

15 yxyx  )(  16 |x y x y   

17 x y x y    18 ( ) ( )x y x y x y y x        
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 Определение. Формула ),...,( 1 nxx  называется выполнимой 

(опровержимой), если существует такой набор значений переменных, при 

котором формула принимает значение 1 (0).    

Пример 2.2.2 -  Формула  = yx   является одновременно и выполнимой и 

опровержимой, т.к. ( )111   и )000(  . 

       Определение. Формула ),...,( 1 nxx  называется тождественно истинной, 

общезначимой или тавтологией (тождественно ложной или противоречием), 

если эта формула принимает значение 1 (соответственно 0) при всех наборах 

значений переменных (т.е. функция является константой 1 (0)).  

 Пример 2.2.3 -  Формула xx  - тождественно истинна, т.к. xx =1 для 

всех  х; формула xx   - тождественно ложна, т.к. xx  =0 для всех  х: 

      

Т а б л и ц а 2.2.4 

х x  xx  xx   

0 1 1 0 

1 0 1 0 

 

 Заметим, что, так как формула может представлять какое-то логическое 

высказывание или рассуждение, то это рассуждение будет логически 

правильным, если представляющая его формула тождественно истинна.  

            

          Двойственность. 

       Определение. Функция ),...,( 1 nxxf   называется двойственной к функции 

),...,( 1 nxxf , если  ),...,(),...,( 11 nn xxfxxf  ; функция, двойственная к самой себе, 

называется самодвойственной, т.е. ff  . 

 Отношение двойственности симметрично, т.е., если gf  , то fg  .     

Пример 2.2.4 - Дизъюнкция двойственна конъюнкции, конъюнкция –  

дизъюнкции, константа 1 –  константе 0 и  константа 0 – константе 1, отрицание 

самодвойственно. Действительно, например, для f = yx   имеем 

yxyxyxf  ; для f x f x x    , т.е. ff  . 

 Двойственную функцию можно получить также с помощью таблиц 

истинности, заменяя в таблице истинности функции f  все значения на 

противоположные. 

Пример 2.2.5 - Для функции ( , , )f x y z xy xz yz    получим двойственную 

функцию двумя способами: 

I способ. )()()( zyzxyxzyzxyxf  yzxzxy  , т.е. ff  ; 

II способ. Построим таблицу истинности для f (см. таблицу 2.2.5), затем 

заменим в ней все значения на противоположные, получим таблицу для  f (см. 

таблицу 2.2.6). По таблицам видно, что эта функция самодвойственна ff  . 

Заметим, что для получения таблицы функции f  в обычном виде, где значения 
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переменных расположены в лексикографическом порядке, нужно все столбцы 

последней таблицы «перевернуть». 

           

  Т а б л и ц а 2.2.5                                Т а б л и ц а 2.2.6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Принцип двойственности: если в формуле F , представляющей  функцию 

f , все знаки функций заменить на знаки двойственных функций, то полученная 

формула F  будет представлять функцию f  двойственную функции f . В 

булевой алгебре принцип двойственности имеет более конкретный вид, 

вытекающий из выше приведенного примера: если в формуле F , 

представляющей функцию f , все конъюнкции заменить на дизъюнкции, 

дизъюнкции на конъюнкции, 1 на 0, 0 на 1, то получим формулу F , 

представляющую двойственную функцию f .  

      

 Классы Поста. Полные системы логических функций. 

       Пусть дана булева функция ),...,( 1 nxxf . Введём определение классов 

булевых функций или классов Поста: 

 а) говорят, что функция f  сохраняет константу 0, если 0)0,...,0,0( f . 

Множество всех функций, сохраняющих 0, образует класс 0P  ( 20 PP  ); 

 б) говорят, что функция f  сохраняет константу 1, если 1)1,...,1,1( f .  

Множество всех функций, сохраняющих 1, образует класс 1P  ( 21 PP  ); 

в) обозначим через S  множество или класс самодвойственных функций; 

г) функция f называется линейной, если она может быть записана в  виде 

nnn xcxcxccxxf  ...),...,( 221101 , где   ),...,2,1(,1;0 nkck  . Класс линейных 

функций обозначается L ; 

д) функция f называется монотонной, если для любых наборов нулей и 

 единиц ),...,,( 21 n  и ),...,,( 21 n  из условий 11   ,…, nn    следует 

),...,,( 21 nf  ),...,,( 21 nf  . Обозначим через M  класс монотонных функций. 

 Каждый класс Поста замкнут относительно операций замены переменных 

и суперпозиции, т.е. с помощью этих операций из функций данного класса 

можно получить только функции этого же класса. 

 В таблице ниже рассмотрены примеры принадлежности некоторых 

булевых функций к классам Поста (принадлежит – (+); не принадлежит – (-)). 

x  y  z  xy  xz  yz  f  

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 

0 1 1 0 0 1 1 

1 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 1 0 1 

1 1 0 1 0 0 1 

1 1 1 1 1 1 1 

x  y  z  
f  

1 1 1 1 

1 1 0 1 

1 0 1 1 

1 0 0 0 

0 1 1 1 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 0 
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             Т а б л и ц а 2.2.7  

Функция 0P  1P  L  M  S  

Отрицание - - + - + 

Конъюнкция + + - + - 

Дизъюнкция + + - + - 

Импликация - + - - - 

  

 Одна и та же логическая функция может быть задана формулами, 

включающими различные наборы логических операций. Например, 

212121 | xxxxxx  . Существуют наборы логических операций (функций), 

через которые можно выразить любые другие логические функции. 

        Определение. Система логических функций   называется  

функционально полной системой или базисом, если любая логическая функция  

является  суперпозицией функций из  . 

 Ответ на вопрос о полноте произвольной системы функций даёт 

следующая теорема. 

 Теорема Поста. Для того чтобы система булевых функций была полной, 

необходимо и достаточно, чтобы она содержала хотя бы одну функцию, не 

сохраняющую 0,  хотя бы одну функцию, не сохраняющую 1,  хотя бы одну  не 

самодвойственную функцию, хотя бы одну нелинейную и хотя бы одну не 

монотонную функции. 

 При определении полноты булевых функций можно пользоваться 

таблицами принадлежности этих функций классам Поста. Например, так как в 

системе   ,1  отрицание не сохраняет констант и не монотонно, а 

конъюнкция не линейна и не самодвойственна (см. таблицу 2.2.7) , то эта 

система полна. Примерами функционально полных систем являются },,,{   

},,{},,,{},,{},1,,{},{},{},,{},,{   и другие. Формулы, 

содержащие, кроме переменных и скобок, только операции конъюнкции, 

дизъюнкции и отрицания, называются булевыми. 

       Теорема. Всякая логическая функция может быть представлена булевой 

формулой (т.е. как суперпозиция конъюнкции, дизъюнкции и отрицания).  

 Отсюда следует, что системa },,{   функционально полна. Для 

доказательства функциональной полноты какого-либо другого набора 

операций, кроме указанного выше способа,  достаточно показать, что через 

операции набора можно выразить конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание. 

Справедливо и более общее утверждение, позволяющее доказать полноту 

системы другим способом.               

 Теорема. Если все функции функционально полной системы   

представимы формулами над  , то   также функционально полна.  

       Пример 2.2.6 - Рассмотрим системы   ,1  и   ,2  и базис 

0 = },,{  . Докажем, что 1 , 2  также базисы. Действительно, в каждой из 
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этих систем недостающая до 
0  операция может быть выражена через 

остальные две: для 
1  не достаёт «»:

1 2 1 2x x x x        

                           для 
2  не достаёт «»:

1 2 1 2x x x x          ( ) .  

Формула   f )( 43221 xxxxx   в системах 
1 , 

2  перейдёт соответственно в 

формулы: f  =[
1 ]

43221 xxxxx  , f  [
2 ]

43221 xxxxx  . 

 Таким образом, с точки зрения функциональной полноты систему 
0  

можно считать избыточной, т.к. она сохраняет свойство полноты и при 

удалении из неё дизъюнкции или конъюнкции. Но, как мы видим, за не 

избыточность систем  
1 , 

2  приходится платить избыточностью формул, т.к. 

каждая замена одной операции на другую по формулам ( ) вносит в формулу 

лишнее отрицание.  

 

 2.3 Лекция 6. Дизъюнктивные и конъюнктивные нормальные               

формы 

  

 Содержание лекции: ДНФ и КНФ; СДНФ и СКНФ. 

 Цели лекции: выяснение причин предпочтения базиса },,{  ; 

приведение к ДНФ и КНФ; приведение к СДНФ и СКНФ. 

 

       Базис 0 = },,{    наиболее изучен и имеет самое широкое применение 

на практике, другие базисы часто приводятся к нему. Рассмотрим различные 

методы приведения к этому базису. 

      Определение. Элементарной конъюнкцией (дизъюнкцией) называется 

конъюнкция (дизъюнкция) переменных или их отрицаний.  

      Пример 2.3.1 –  

 а) zyx   и  xyx элементарные дизъюнкции;  

 б) 1 2 3x x x  и  321 xxx элементарные конъюнкции;  

 в) x одновременно является и элементарной дизъюнкцией и  

элементарной конъюнкцией. 

          Определение. Дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ) называется 

дизъюнкция элементарных конъюнкций. Конъюнктивной нормальной формой 

(КНФ) называется конъюнкция элементарных дизъюнкций.   

       Пример 2.3.2 -   

 а)  yzyx ДНФ,  

 б) ( )( )( )x y x z y x z    КНФ. 

 Теорема. Любая формула может быть приведена к ДНФ (КНФ) (т.е. 

любая формула эквивалентна некоторой ДНФ (КНФ)). 

 Правило приведения формулы к ДНФ: 

 а) все логические операции, присутствующие в формуле, выразить через  

},,{  , используя эквивалентности: 

}
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    1)   ~)( ; 

    2) )()(~)(   ; 

   3)  ~| ; 

    4)   ~ ; 

    5) )()(~~   ; 

 б)   перенести все отрицания к переменным по закону де Моргана:  

  ~,~ ; 

 в) используя закон дистрибутивности, преобразовать формулы так, чтобы 

все конъюнкции выполнялись раньше дизъюнкций: )()()(   . 

       Пример 2.3.3 -   Приведём к ДНФ формулу zyyx  )( . Для этого 

заменим ,  на  ,, , затем применим закон де Моргана и закон двойного 

отрицания: )()()()( zyyxzyyx  = )()( zyyx  = 

 )()( zyyx )()()()( zyxyyxzyyx  . 

 Заметим, что последняя формула в примере в некоторых учебниках уже 

считается ДНФ, в других же считают, что в элементарных конъюнкциях и 

дизъюнкциях каждая переменная  должна встречаться не более одного раза. 

Для удаления лишних переменных применяют следующие эквивалентности: 

 а)   ,  (закон идемпотентности);  

 б) 1    (закон исключённого третьего), 0    (закон противоречия); 

в) 11,1   ,   0,00  - ( свойства констант).  

 Используя закон идемпотентности, в последнем примере получим ДНФ: 

( ) ( )x y x y z      .  

 Правило приведения формулы к КНФ такое же как правило приведения к 

ДНФ, только вместо пункта в) применятся пункт в ): 

 в ) используя закон дистрибутивности, преобразовать формулы так, 

чтобы все дизъюнкции выполнялись раньше конъюнкций: 

( ) ( ) ( )            . 

        Пример 2.3.4 -  Приведём к КНФ формулу ))(()( xzyyx  .  

Заменим операцию  , используя формулу yxyx  )( : 

 ( ) (( ) ) ( ) (( ) )x y y z x x y y z x            [закон де Моргана, двойное 

отрицание] = )()()())(()( xzxyyxxzyyx   - КНФ. 

 ДНФ и КНФ имеют тот недостаток, что они не обладают свойством 

единственности, т.е. одна и та же формула имеет несколько ДНФ и КНФ. Этим 

недостатком не обладают совершенные нормальные формы. 

 Определение. Совершенной дизъюнктивной нормальной формой (СДНФ) 

называется ДНФ, в которой в каждую элементарную конъюнкцию каждая 

переменная входит ровно один раз, причём,  входит либо сама переменная, 

либо её отрицание, и среди элементарных конъюнкций не должно быть 

одинаковых.     
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 Определение. Совершенной конъюнктивной нормальной формой (СКНФ) 

называется КНФ, в которой в каждую элементарную дизъюнкцию каждая 

переменная входит ровно один раз, причём,  входит либо сама переменная, 

либо её отрицание, и среди элементарных дизъюнкций не должно быть 

одинаковых.     

 Пример 2.3.5 –  

 а) 321321 xxxxxx   - СДНФ;  

 б)  )()( zyxzyx  )( zyx  - СКНФ;  

 в) 321321321 xxxxxxxxx   - не СДНФ, т.к. содержит две одинаковых 

элементарных конъюнкции;  

 г) 321311 xxxxxx   - не СДНФ, т.к. в одной элементарной конъюнкции 

содержится  и переменная, и её отрицание: 1 1,x x .       

       Теорема. (Существование и единственность СДНФ и СКНФ). Всякая 

логическая формула единственным образом (с точностью до порядка 

следования элементарных конъюнкций (дизъюнкций)) может быть 

представлена в СДНФ (СКНФ).   

 Для приведения формулы к СДНФ можно использовать один из двух 

методов. 

        І метод: приводим формулу к ДНФ; если какая-то элементарная 

конъюнкция не содержит некоторой переменной у, то добавляем её, используя 

закон расщепления: )()( yxyxx  ; убираем одинаковые элементарные 

конъюнкции, используя закон идемпотентности xxx  .      

 Пример 2.3.6 - Получим СДНФ функции zuxzxy  , заданной в ДНФ:       

{ ( )( )} { ( )( )} { ( )( )} {( )xy z z u u xz y y u u zu x x y y xyz xyz             

( )} {( )( )} {( )( )}u u xzy xz y u u zux zux y y xyzu xyzu xyuz            

xyzu xzyu xzyu xzuy xz yu zuxy zuxy zuyx zuxy xyzu            

xyzu xyuz xyzu xz yu zuxy zuyx zuxy       - СДНФ. 

       ІІ метод: для данной формулы строим таблицу истинности, потом 

применяем правило, основанное на теореме Шеннона: СДНФ функции      

),...,( 1 nxxf  содержит столько элементарных конъюнкций, сколько единиц в 

столбце значений f ; каждому единичному набору нулей и единиц ),...,,( 21 n  

соответствует элементарная конъюнкция всех переменных, в которой ix  взято с 

отрицанием, если 0i  и без отрицания, если 1i . 

       Пример 2.3.7 - Для функции zyxyzx  , заданной в ДНФ, найти 

СДНФ. 

 Построим таблицу истинности: 

                            

    Т а б л и ц а 2.3.1 

x  y  z  x  y  zy   yx   zyx  yzx    

0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 
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0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 

1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 

1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 

1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 

1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 

 Функция принимает значение 1 при следующих значениях аргументов:  

)}1,1,1(),0,1,1(),1,0,1(),0,0,1(),1,1,0(),01,0{(  - это её единичные наборы. По выше 

приведённому правилу xyzzxyzyxzyxyzxzyx   - СДНФ. 

 Приведение формулы к СКНФ аналогично приведению к СДНФ. Также 

существует два метода:  

 а) метод элементарных преобразований;  

 б) из таблицы истинности функции выписывают нулевые наборы; СКНФ 

функции ),...,( 1 nxxf  содержит столько элементарных дизъюнкций, сколько 

нулей в столбце значений f ; каждому нулевому набору нулей и единиц 

),...,,( 21 n  соответствует элементарная дизъюнкция всех переменных, в 

которой ix  взято с отрицанием, если 1i   и без отрицания, если 0i . 

 Пример 2.3.8 - Рассмотрим функцию из предыдущего примера 

zyxyzx  . Приведём её к СКНФ двумя способами: 

 а)  )()( zyxzyxzyxyzxzyxyzx  

;СКНФ)()(

)())((





yxzyzxyxzyzxyxzyzxyxzyxzyxzyzx

yyxzyxzyzxxzyxzyzxxzyxzyzxyyxzxyxzy
 

 б) из таблицы 2.3.1 выпишем нулевые наборы: )0,1,0()0,0,0(0   , значит, 

по выше приведённому правилу   )()( zyxzyx  - СКНФ. 

  

 2.4 Лекция 7. Минимизация булевых функций 

  

 Содержание лекции: минимизация булевых функций в классе ДНФ; 

карты Карно. 

 Цели лекции: выяснить смысл понятия минимизации; рассмотреть один 

из практических методов минимизации. 

  

 При решении практических задач часто возникает проблема 

минимизации логических формул, например, найти формулу, содержащую 

наименьшее число переменных или наименьшее число операций, или 

наименьшее количество подформул определённого вида и т.д. К настоящему 

времени наиболее изучена задача отыскания дизъюнктивных форм, 

минимальных по числу вхождений переменных. Под вхождением переменной 

понимается место, которое переменная занимает в формуле. 
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       Определение. Минимальной ДНФ (МДНФ) называется ДНФ с 

наименьшим числом вхождений переменных.       

 Существует много способов отыскания МДНФ (метод Квайна, 

неопределённых коэффициентов, с помощью гиперкубов и т.д.). Остановимся 

на наиболее простом – с использованием карт (диаграмм) Карно.       

 Карта Карно – это таблица, каждая клетка (ячейка) которой соответствует 

некоторой элементарной конъюнкции всех переменных. Для функции n 

переменных nxxx ,...,, 21  существует n2  возможных комбинаций их значений,  

состоящих из 0 и 1. То есть, например, для n=2 имеем 422   элементарные 

конъюнкции yxyxyxxy ,,, , которым соответствуют следующие наборы 0 и 1: 

(1,1), (1,0), (0,1), (0,0); для n=3 - 823   - zyxzxyxyz ,,,   - (1,1,1), (1,1,0),…,(0,0,0) и 

т.д. Карты Карно строятся в виде таблицы размером 2 2n k k  , так, что её  

столбцы соответствуют значениям переменных kxxx ,...,, 21 , строки - nkk xxx ,...,, 21   

(или наоборот); вообще, для одной и той же функции может быть построено 

несколько разных карт, важно, чтобы соседние ячейки (как по вертикали, так и 

по горизонтали) отличались только значением одной переменной. Мы будем 

рассматривать, в основном, функции двух, трёх и четырёх переменных. Для них 

карты Карно имеют следующий вид:  

 а) для функции двух переменных х, у карта Карно на рисунке 2.4.1;  

 б) для функции трёх переменных zyx ,, - на рисунке 2.4.2;  

 в) для функции четырёх переменных tzyx ,,, - на рисунке 2.4.3. 

                                                                                                          
           Рисунок 2.4.1              Рисунок 2.4.2                      Рисунок 2.4.3 

  

 Для определения МДНФ булевой функции, сначала надо найти её СДНФ, 

затем каждую элементарную конъюнкцию СДНФ отметить единицей в 

соответствующей ячейке карты Карно.  

      Пример 2.4.1 - Функции  yxxy 1  и zyxzyxzxy 2   заданы в форме 

СДНФ. Карта Карно для 1  на рисунке 2.4.4; для 2 - на рисунке 2.4.5.                                                              

                                                                     
                                   Рисунок 2.4.4                Рисунок 2.4.5 
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        Заметим, что если в картах Карно две, четыре, восемь (для функции 

четырёх переменных) соседних ячеек по вертикали или по горизонтали 

содержат 1, то эти ячейки объединяют в блоки (на картах их отмечают 

овалами), и соответствующие этим блокам дизъюнкции элементарных 

конъюнкций можно упростить. Так, в примере 2.4.1 для функции 1  имеем блок 

из двух ячеек, на рисунке 2.4.4 он отмечен овалом. Этому блоку соответствует 

дизъюнкция yxxy  , упрощая которую, получим:   yxxy xxyyx  1)( . 

Таким образом, блоку из двух ячеек функции двух переменных отвечает одна 

переменная х, а именно та переменная, которая полностью «покрывает» этот 

блок. Формула упростилась x1 . 

 Для функции 2  имеем также один блок из двух ячеек (см. рисунок 2.4.5), 

ему соответствует дизъюнкция элементарных конъюнкций zyxzxy  , упрощая 

которую получим   zy , т.е. блоку из двух ячеек функции трёх переменных 

соответствует конъюнкция двух переменных, «покрывающих» этот блок. 

Формула упростилась zyxzy 2 .  

 Рассмотрим ещё несколько примеров. 

Пример 2.4.2 - zyxzyxyzxxyz   - СДНФ функции. Её карта Карно на 

рисунке 2.4.6. Так как z находится на обоих концах карты, то её (карту) можно 

«скрутить» и считать, что 1 в углах карты образуют блок из четырёх ячеек. Эти 

четыре ячейки полностью покрывает переменная z, т.о., МДНФ функции будет 

z . 

 

                       
                            

  Рисунок 2.4.6                           Рисунок 2.4.7 

           

 Пример 2.4.3 - ztyxyztxztyxxyzt  - СДНФ функции. Её карта Карно 

на рисунке 2.4.7. На карте есть блок из четырёх ячеек, который покрывают 

переменные z  и t , поэтому МДНФ функции будет: zt . 

       Пример 2.4.4 - xyzttzxytxyztzxytxyzzxytxyzt   tzyxtzyx  

tyxzyxzt   - СДНФ. Карта Карно этой функции на рисунке 2.4.8. 

 На карте имеем: блок из 8 ячеек покрывает переменная y; двум блокам из 

4 ячеек соответствуют элементарные конъюнкции xt  и xz . Поэтому МДНФ 

будет: xzxty  . 
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Рисунок 2.4.8 

  

 2.5 Лекция 8. Изоморфизм булевых алгебр. Некоторые приложения 

математической логики 

  

 Содержание лекции: булева алгебра и теория множеств; коммутационные 

схемы. 

 Цели лекции: отметить важность изоморфизма булевых алгебр; указать 

примеры практического использования выше изложенного материала. 

    Булева алгебра и теория множеств. 

          Можно легко заметить аналогию между свойствами операций над 

множествами и свойствами логических операций. Это не случайно. 

 Определение. Всякая алгебра, содержащая две бинарные и одну унарную 

операции, которые удовлетворяют соотношениям 1) - 9) (см. основные 

эквивалентные соотношения булевой алгебры, или основные свойства 

операций над множествами) называется булевой. 

 Таким образом, булевыми алгебрами будут: 

а) ),,,( 2 P  - булева алгебра всех логических функций с операциями 

конъюнкции,  дизъюнкции, отрицания; 

б) ),,),(( 2 mP  - булева алгебра логических функций m переменных – это 

подалгебра алгебры ),,,( 2 P , т.к. 2 2( )P m P ; 

в) (P  ),,),( U - булева алгебра множеств над U  - универсумом, с 

операциями пересечения, объединения, дополнения;  

 г) ),,,( nB   - булева алгебра двоичных векторов длины n с  логическими 

операциями над двоичными векторами, определёнными следующим образом : 

),,...,,( 21 n   ),...,,( 21 n   имеет место 

  1) ),...,,( 2211 nn   , где ,1 ii   если 1 ii  ; в любом 

другом случае 0i i   ; 

  2) ),...,,( 2211 nn   , где ,0 ii   если 0,0  ii  ; в 

любом другом случае 1i i   ; 

  3) ),...,( ni   , где  ,0i  если 1i , 1i   если  0i  . 
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Если мощности множеств P ),(U nB и )(2 mP  равны ( P 2( ) ( )nU B P m  ), то 

между ними можно установить взаимно однозначное соответствие, а 

соответствующие булевы алгебры будут изоморфны. Изоморфизм булевых 

алгебр широко используется в компьютерных вычислениях, например, вместо 

выполнения операций над множествами или логическими функциями 

используют их изоморфные аналоги – поразрядные операции над двоичными 

векторами.  

 

Коммутационные схемы. 

       Возможность применения математической логики к техническим 

вопросам была обнаружена в 30-х годах ХХ века. Была замечена, например, 

связь между электрическими цепями и логическими функциями. Это открытие 

дало толчок к развитию ЭВМ. Рассмотрим  упрощённо эту связь.  

Основным элементом релейно-контактных устройств является 

электромеханическое реле (переключатель). Реле может размыкать и замыкать 

цепь. Присвоим р значение 1, когда цепь замкнута (ток проходит), и значение 0, 

когда цепь разомкнута (ток не проходит). 

Рассмотрим электрическую цепь на рисунке 2.5.1. При таком 

расположении контактов p и q лампочка будет гореть (т.е. схема имеет 

значение 1), если оба переключателя p и q замкнуты (т.е. имеют значения 1). 

Таким образом, эта схема соответствует логической формуле qp  , а такое 

расположение переключателей называется логическим элементом «p и q» или 

схемой логического умножения, его обозначают на схеме как на рисунке 2.5.2.  

                              

         

 

                                                              

                                               

 

 

 

                          Рисунок 2.5.1                            Рисунок 2.5.2                                           

  

 Рассмотрим теперь схему на рисунке 2.5.3. В этой цепи лампочка 

будет гореть и значение схемы равно 1, если хотя бы один из двух контактов p 

или q, или оба, будут замкнуты, т.е. или 1p , или 1q , или оба 1 qp . Таким 

образом, эта схема соответствует логической формуле qp , а такое 

расположение переключателей называется логическим элементом «p или q» 

или схемой логического сложения. Изображают на схемах как на рисунке 2.5.4. 

 Если имеем схему с одним переключателем p, который обладает 

свойством, что лампочка загорается тогда и только тогда, когда p разомкнут 

(т.е. схема имеет значение 1, когда р=0, и значение 0, когда р=1), то эта схема  
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 соответствует p . Такой логический элемент называется «не р» или 

инвертором, его часто изображают на схемах как на рисунке 2.5.5.      

 

                                                                                        

 

                                             

                                       
  

 

 

           Рисунок 2.5.3                     Рисунок 2.5.4             Рисунок 2.5.5 

 

 Рассмотрим примеры схем, реализующих простейшие логические 

формулы. 

 Пример 2.5.1 - Схема на рисунке 2.5.6 реализует формулу 

(переключательную функцию, или функцию проводимости) )()( 3121 xxxx  ; 

схема для формулы 1 2 1 2( ) ( )x x x x    изображена на рисунке 2.5.7; схема на 

рисунке 2.5.8 для формулы )())(( 21321 xxxxx  . 

 

 

 

                                                                                  

 

          Рисунок 2.5.6                   Рисунок 2.5.7                    Рисунок 2.5.8                              

  

 Так как любую логическую формулу можно привести к ДНФ или КНФ, 

то для неё всегда можно построить контактную схему. Очевидно, что чем 

проще формула, определяющая функцию проводимости, тем проще схема. 

Поэтому задача упрощения схемы сводится к задаче упрощения или 

минимизации соответствующих функций. Эту задачу мы решали выше. 

 Пример 2.5.2 - Упростим схему на рисунке 2.5.9.    

 
Рисунок 2.5.9 

  

 Составим переключательную функцию )()()((),,( zxzyyxzyxf  . 

Упростим эту функцию, используя эквивалентные преобразования. 
 )())()((),,( zxzyyxzyxf  )()( zxzyzxyx  
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zyxzyxzxyzy  )(1)()1( . Последней формуле соответствует 

упрощённая схема на рисунке 2.5.10. 

 
Рисунок 2.5.10 
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