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1 Жиындар теориясының элементтері 

  

 1.1 Дәріс 1. Жиындар  

  

 Дәріс мазмұны: жиындар ұғымы, берілу тәсілдері, жиындарда 

қолданылатын қисаптар (операциялар); Эйлер-Венн диаграммасы.  

 Дәріс мақсаты: жаңа ұғымдар енгізу, жиындарға қолданылатын 

қисаптарды зерделеу.  

 

Жиын және жиынның элементтерінің ұғымдары негізгі ұғымдарға 

жатады яғни анықтама берілмейді. Жиын деп қандай да бір объекттердің 

(заттардың) жиынтығы қарастырылады. Олар жиынның элементтері делінеді.  

Жиынның элементтері әртүрлі. Келесі белгілеулер енгізілген: A, B, X,… – 

жиындар; a, b, x, x1, x2,… - жиынның элементтері; Aa - а элементі А жиынына 

тиісті, Ab –  b элементі А жиынына тиісті емес;  

Арнайы жиындардың белгіленуі:  

N – натурал сандар жиыны;  

Z – бүтін сандар жиыны;  

Q –рационал сандар жиыны;  

I – иррационал сандар жиыны;  

R –нақты сандаржиыны;  

C –комплекс сандар жиыны;  

Ø – бос жиын (бір де бір элемент жоқ). 

Ақырлы жиын ақырлы санды элементтерден тұрады. Шексіз – шексіз 

элементтерден. 

Жиындардың берілуінің негізгі түрлері:  

а) элементтерін тізу арқылы, мысалы,  X={x1, x2,…, xn},  

A = {2,4,5,6,8,…};  

б) сипаттаушы қасиеттері көмегімен:  A={x| Р(x)}, мұндағы P(x) – x 

элементіне тән Р қасиеті,  мысалы,  A = {x| x+5=3x-1} . 

Анықтамалар: 

 а) егер В жиынының әрбір элементі  А жиынының элементі болса, онда В  

жиыны  А жиынының ішкі жиыны деп аталады (белгіленуі АВ  ):  

)( AxBxxAB  ,   - ену таңбасы; 

б) егер А және В жиындары бірдей элементтерден тұрса, онда олар тең 

деп аталады: АВВА   және ВА ; 

в) егер АВ   және ВА  , онда В жиыны А жиынының меншікті ішкі 

жиыны делінеді: АВ   – қатаң ену. 

Айта кетелік, меншікті не меншікті емес ішкі жиын сияқты ену 

қатынастарын белгілеу үшін қатаң не қатаң емес таңбалар қолданылады. Егер 

ішкі жиындарды анықтау керек болса осы таңбаларды анықтайды. Келесі  
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және    таңбаларды  шатастырмау керек:

 

    

   












3,2,11

3,2,11

aa  - дұрыс, 

 

 

   












baa ,

3,2,11

3,2,11

- 

дұрыс емес. 

Жиындар басқа жиынның элементі болуы мүмкін. Элементтері жиын 

болатын жиынды «әулет» деп атап, латын алфавиті әріптерімен белгілейді. А 

жиынының барлық ішкі жиындарының жиынтығын оның булеаны немесе 

жиын-дәрежесі деп атайды. Белгіленуі Р(А) немесе 2
А
. Сонымен, Р (А) = 

{B|BA}.  n элементтен тұратын жиынның  булеаны 2
n
 элементтен тұрады. 

Мысалы 1.1.1 - A={1,2,3},Р(А) ={Ø,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, A}.  Р(А) 

8 элементтен тұрады, 8=2
3  

.
 

 Барлық жиындардың элементтері кең U  универсалды  немесе универсум 

деп аталатын жиыннан алынады. Жиынды көрнекі кескіндеу үшін Эйлер-Венн 

диаграммасы қолданылады. Онда жиындар тіктөртбұрыштың ішінде 

дөңгелектің нүктелерімен белгіленеді, ал нүктелер   U- универсум жиыны. 

 

Жиындарға қолданылатын қисаптар (операциялар). 

 BA,  Р(U). Келесі қисаптар былай анықталады:  

а) бірігу (қосынды) (белгіленуі  , +): АВ = {x| xА немесе xВ};  

б) қиылысу (көбейтінді) ( ,  ):  АВ = {x| xА және xВ};  

в) айырым ( А \ В; А – В):  А \ В = {x| xА және xВ};  

г) симметриялық айырым немесе сақиналы қосынды ( ,  , +):  

АВ=(А \ В) (В \ А) = {x| (xА и xВ) немесе (xВ және xА)};  

д) А жиынының толықтауышы ( А ): А={x|x U  және xА}= U \ A.  

 Жиындарға қолданылатын қисаптар Эйлер-Венн диаграммасы арқылы 

былай бейнеленеді: 

 

                                                                               
                           АВ                                                    AB 

                                                 
                            А \ В                                                     АВ 

 

 

                                                                                 

 

А  
                                                   1.1.1 сурет 

      U     

     B 

 
A    

U   

 

A 
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 Бірігу және қиылысу қисаптарын жалпылауға болады: 

A1  A2… An = 
n

i

iA
1

,   A1A2… An = 
n

i

iA
1

. 

 Жиындарға қолданылатын қисаптардың қасиеттері. 

 Өрнектерді түрлендіру, қысқарту үшін, теоремаларды дәлелдеу үшін  

жиындарға қолданылатын қисаптардың қасиеттерін білу керек. Олардың 

арасында маңыздыларын атап өтейік. U универсумы берілген болсын. Онда 

A, B, C U келесі қасиеттер орынды: 

 

1.1.1 кесте 

1 Идемпотенттік          

           АА=А                                                         АА=А 

2 Коммутативтік (орын ауыстырымдылық)  

          АВ= ВА                                                    АВ=ВА 

3 

 

Дистрибутивтік  

          А (ВС)=( АВ) ( ВС)               А (ВС)=( АВ) ( ВС) 

4 

 

Ассоциативтік 

          А (ВС)=( АВ)С                         А (ВС)=( АВ)С 

5 

 

Сіңіру қасиеті 

          А (ВА)=А                                               А  (ВА)=А 

6 

 

 

Ноль мен бірдің (константалардың)  қасиеттері 

АØ=А                                                         АØ= Ø 

                АU=U                                                         АU= A 

7 

 

де Морган заңы 

          BA = A  B                                                      BA = A  B  

     8 Екі рет терістеу заңы (инволютивтік)          A=A 

     9 

 

Толықтауыштың қасиеті  

A A=U                                                              A A= Ø 

 Бұл қасиеттерді Эйлер-Венн диаграммасы арқылы немесе қисаптың 

анықтамасына сай тұжырымдау арқылы дәлелдеуге болады. 

 Қисаптардың қасиеттері күрделі өрнектерді ықшамдауға, жаңа 

теоремаларды дәлелдеуге және т.б. мүмкіндік береді. 

 Мысалы 1.1.2 - BABBABBABBA  . 

  

 Жиынның бөліктеуі мен бүркеуі. 

 А жиыны берілген болсын. А ={A1, A2, … An} – А жиынының дарының 

жиынтығы.   

 Анықтама. Егер 

 1. Ai  А (AiA, Ai≠Ø); 2. A=
n

i

iА
1

, 

онда  А  – А жиынының бөлікшесі деп аталады. 
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 Анықтама. Егер  

1. Ai  А (AiA, Ai≠Ø);  2. A=
n

i

iА
1

;  3.  Ai, Aj А  [Ai ≠ Aj   А iАj = Ø], 

Онда А  – А жиынының бүркеуі деп аталады. 

 Мысалы 1.1.3 -  А={1,2,3}. А1= {{1,2},{2,3},{1,3}} – бүркеу;  

А2= {{1},{2},{3}} –бөлікше; А3= {{1},{2,3}} –бөлікше;  

А4= {{1},{3}} – А жиынының ішкі жиындарының жиыны (булеан емес, бүркеу 

емес, бөлікше емес). 

   

 Реттелген жиындар. Жиындардың тура көбейтіндісі.  

 x1,x2,…,xn  элементтерінің реттелген тізбегін (x1,x2,…,xn) немесе 

<x1,x2,…,xn>  деп белгілеп,  n ұзындықты кортеж  деп атаймыз (басқа атаулары 

n-ка (энка), n ұзындықты вектор).   xi – i-ші координата немесе компонента. 

 n=2 -  (x1,x2) – жұп, реттелген екілік; 

 n=3 -  (x1,x2,x3) – үштік, реттелген үштік; 

 n=0 -  < >  –  элементі жоқ кортеж. 

 Егер x

=(x1,…xn), y


=(y1,…yn), онда  yx


),,,( 2211 nn yxyxyx   . Айта 

кетелік, (1,2) ≠ (2,1), {1,2}={2,1}. 

 Анықтама. А және В жиындарының тура (декарттық) көбейтіндісі 

(белгіленуі А×В) деп, aA және bВ шарттарын қанағаттаратын (a,b) жұбы 

айтылады: А×В = {(a,b)| aA және bВ}.  

Тура көбейтіндінің жалпылануы: A1×A2×…×An={(a1,a2,…,an)| a1A1, a2A2 

,…, anAn}. Егер A=B, онда A×A=A
2 
;   A×A×…×A=A

n
 ;  A

1
=A; A

0
={Ø}.

 

 

                                                                                   n   

 Мысалы 1.1.4 - A={1,2}, B={1,2,3}.  

 A×B ={(1;1),(1;2),(1;3),(2;1),(2;2),(2;3)}; 

 B×A = {(1;1),(1;2),(2;1),(2;2),(3;1),(3;2)}; A×B ≠ B×A; 

          A
2  

= {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}; 

 

 1.2 Дәріс 2. Қатынастар 
  

 Дәріс мазмұны: унарлы, бинарлы, n-арлы қатынастар; берілу жолдары, 

бинарлы қатынастардың негізгі қасиеттері, арнайы қатынастар. 

 Дәріс мақсаты: «қатынас» ұғымын енгізу. 

  

 Әртүрлі жиындардың немесе бір жиынның элементтерінің арасындағы 

байланысты немесе қатынастарды қолданатын есептер жиі кездеседі. Мысалы, 

егер әлемдегі елдер жиынын қарастырсақ, онда елдер арасында мынадай 

қатынастар қарастыруға болады: «x елінің тұрғындары y еліне қарағанда көп» 

немесе «х және у елдерінің ортақ шекарасы бар»; егер ерлер, әйелдер, балалар 

жиынын қарастырсақ, онда «х және у - z-тің ата-анасы» қатынасын қарастыруға 

болады және т.с.с. 
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 Анықтама. А1,А2,…,Аn, жиындарындағы n-орынды қатынас P (n- орынды 

предикат) деп P={(x1,x2,…xn)| 1x A1,…,xnAn}A1×A2×…×An тура көбейтіндінің 

кез келген ішкі жиыны айтылады. Егер x1,x2,…xn элементтері Р қатынасымен 

байланысқан болса, онда (x1,…,xn) P немесе P(x1,…,xn) деп жазады. Егер PA
n
, 

онда Р – А жиынындағы n- орынды қатынас. n=1, онда P 1A - бірорынды 

қатынас немесе қасиет; n=3, онда PA1×A2×A3 – үшорынды немесе тернарлы 

қатынас.  

 Жиі кездесетін, терең зерттелгені - бинарлы қатынас  (n=2) P={(x,y)|xA1, 

yA2}A1×A2. Жазылуы P(x;y) немесе xPy . Мысалы, <(x;y) немесе (x;y)< 

орнына  x<y деп жазуға болады. Әрі қарай бинарлы қатынасты қарастырамыз,  

жай қатынас  

 Анықтама. Р қатынасының анықталу облысы деп (белгіленуі DP) DP={x| 

(x,y)P қандай да бір y үшін} жиыны айтылады; мәндерінің жиыны деп 

(белгіленуі EP) EP ={y| (x,y)P қандай да бір x үшін} жиыны айтылады (яғни DP- 

бұл Р жұбының бірінші  координаталар жиыны, EP – екінші).  

 Қатынасты элементтерін тізу арқылы, сипаттаушы қасиеттері арқылы, 

графиктік түрде, матрица көмегімен беруге болады. 

 Ақырлы жиындарда бинарлы, матрицамен, графиктік түрде береді.  

Анықтама. A={a1,a2,…,am}, B={b1,b2,…,bn} және P   A×B болсын. Егер 

1

0

i j

ij

i j

,егер(a ,b ) P
p

,егер(a ,b ) P


 


,  i=1,2,…m;  =1,2,…n болса, 

онда m×n өлшемді [P] =(pij) матрицасы Р қатынасының матрицасы деп аталады.  

 Мысалы 1.2.1 - A1={a;b}, A2={3;4;5}. Қатынасты жұптарының тізімімен 

берілуі:  P1={(a,a),(а,b)}  2

1A , P2={(a,3),(a,4),(b;3),(a,5)}  A1×A2; матрицамен 

берілуі:  

  









00

11
1P ,   










001

111
2P ; графиктік түрде берілуі: 

                          
1.2.1 сурет 

        

 Анықтама. P   A×B, P={(a,b)|aA, bB} болсын. 

  а) P
-1

 –Р –ға кері P
-1

 = {(b,a)|(a,b)P}, P
-1
  B×A; 

  б) P – P-ның толықтауышы  P ={(a,b)|(a,b)P}, P   A×B; 
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   в) I – А  жиынындағы тепе-теңдік қатынас (белгіленуі idA). I={(a,a)|aA}, 

IA
2
 (A

2
 –дегі диагональ деп те атайды, себебі оның  матрицасы бірлік матрица 

болады); 

 г) U – универсалды қатынас   U ={(a,b)|aA и bA}, яғни U=A
2
. 

 Анықтама. P1   A×B және P2   B×C  бинарлы қатынастардың 

композициясы (көбейтіндісі) (белгіленуі P1 P2) деп Р=P1P2 = {(a,c)|aA, cC 

және bB: (a,b) P1 және (b,c)  P2} қатынасы айтылады. 

 
1.2.2 сурет 

  

 Мысалы 1.2.2 -  A={1,2,3}, B={x,y}; C={ a, b, c, d}. 

P1={(1,x),(1,y),(3,x)}, P2={(x,a),(x,b),(y,c),(y,d)} болсын, онда 

P1 P2={(1,a),(1,b),(1,c),(1,d),(3,a),(3,b)}.  

 Мысалы 1.2.3  - P1={(x,x+2)|xZ
+
}, P2={(x,x

2
)|xZ

+
}, онда  

P1 P2={(x,(x+2)
2
)| xZ

+
},  P2 P1={(x,x

2
+2)| xZ

+
}. 

 Теорема. P, Q, R бинарлы қатынастары үшін келесі қасиеттер орынды: 

а) (P
-1

)
-1

=P; 

б) (P Q)
-1

=Q
-1
P

-1
; 

в) (P Q) R=P (QR). 

 

 Бинарлы қатынастардың матрицаларының негізгі қасиеттері.  

1. P,Q A×B, [P]=(pi,j), [Q]=(qi,j) болсын. 

[PQ]=(pij+qij)=[P]+[Q], мұндағы матрицаның  элементтері қосылады: 0+0=0, 

1+0=0+1=1+1=1;  

[PQ]=(pij*qij)=[P]*[Q], мұндағы матрицаның  элементтері келесі жолмен 

көбейтіледі: 0*0=0*1=0*1=0, 1*1=1. 

 2. Егер PA×B, QB×C, онда [PQ]=    QP   - кәдімгі матрицаларды 

көбейту, бірақ [P] және [Q] матрицаларының  элементтері 1 қасиеттегі ереже 

бойынша қосылып, көбейтіледі). 

 3.  Егер P
-1

 –P-ға кері, то [P
-1

]=[P]
T
. 

 4.  PQ және [P]=(pij), [Q]=(qij), онда pij≤qij. 

 5.  I–тепе-теңдік қатынас, онда   EI  - бірлік матрица. 

 6. P - Р- ның толықтауышы, онда [P ] - Р қатынасының матрицасына тең, 

тек нолдер бірлермен, бірлер нолдермен айырбасталған. 

 Мысалы 1.2.4 –P және Q қатынастарының матрицалары мына түрде 

болсын 
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
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
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
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


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
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10
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 Қатынас қасиеттері. 

      PA
2
 болсын. Р қатынасы 

 а) рефлексивті  aA, (a,a)P; 

 б) симметриялы  (a,b)P,  (b,a)P; 

 в) антисимметриялы  (a,b)P и (b,a)Pa=b; 

 г) транзитивті (a,b)P и (b,с)P (a,c)P деп аталады. 

 Айта кетелік, егер 

 а) P-рефлексивті  IP,  [P]= 



























1

1

1



; 

 б) P – симметриялы P=P
-1

,  [P]=[P]
T
; 

 в) Р-антисимметриялы РР
-1 
 I, [PP

-1
]=[P]*[P

-1
], соңғы матрицаның 

бас диагоналінен өзге жердегі элементтері нолге тең; 

 г) P- транзитивті P PP, яғни егер [PP]=(aij),  [P]=(pij), онда aij≤pij. 

 Мысалы 1.2.5 -  А = {1,2,3}, P = {(1,2),(2,3),(3,2)}, [P]=
















010

100

010

: 

 а) P рефлексивті емес, себебі бас диагоналінде бірлер жоқ;  

 б) P симметриялы емес, себебі 1; 2)P→(2;1)P немесе [P]≠[P]
T
;  

 в) P антисимметриялы емес, себебі (2;3)P, (3;2)P→2≠3 немесе  

    



































010

101

000

010

100

010
T

PP
















010

100

000

 матрицасының бас диагоналінен 

өзге жердегі элементтерінің  бәрі нолге тең емес;  

 г) P транзитивті емес, себебі мысалы, (1,2)P, (2,3)P, бірақ (1,3)P 

немесе    

[PР]=    PP  = 
















010

100

010


















010

100

010

=
















100

010

100

, [PP]=(aij),  [P]=(pij), барлық 

элементтерге aij≤pij орындалмайды, мысалы,  1313 pa   ( 113 a , 013 p ). 

  

 1.3 Дәріс 3. Арнайы бинарлы қатынастар 

  

 Дәріс мазмұны: эквиваленттілік қатынасы, реттілік қатынасы, 

функционалдық қатынастар; жиын қуаты ұғымы.  

 Дәріс мақсаты: арнайы бинарлы қатынастар қасиеттерін қарастыру. 
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 Көп қатынастар жоғарыда айтылған қасиеттердің белгілі көлеміне ие 

және олар жиі кездескендіктен, арнайы қарастырылып отыр. 

  

           Эквиваленттілік қатынасы. 

 Анықтама. Егер P қатынасы рефлексивті, симметриялы және транзитивті 

болса, онда ол эквивалентті деп аталынады (белгіленуі ~, E, ≡). 

 Мысалы:  

 а) кез келген жиындағы теңдік қатынасы:  

    1) x=x;  

    2) x=y→y=x;  

    3) x=y; y=z → x=z;  

 б) үшбұрыштар жиындағы ұқсастық қатынасы. 

 Анықтама. Е – А жиындағы эквиваленттілік қатынасы болсын және хА. 

x-ке эквивалентті А жиындағы элементтердің ішкі жиыны  х элементінің 

эквиваленттілік классы делінеді. Белгіленуі: [x]E, E(x). Сонымен, E(x)={y | yEx}. 

 Анықтама. Эквивалентті кластар жиыны Е эквиваленттілігіне қатысты  А 

жиынының фактор-жиыны деп аталынады. Белгіленуі А/Е: А/Е={E(x)|xA}. 

Фактор –жиын булеанның ішкі жиыны болады. 

 Мысалы 1.3.1 - А – университеттегі студенттер жиыны. Е – бір топқа 

тиесілік қатынасы. [x]E – бір топтың студенттері. А/Е– университеттегі 

студенттік топтар жиыны. 

 Анықтамадан  

 1) эквиваленттілік класының кез келген элементі эквиваленттілік классын 

туындайды, яғни b[a] → [a]=[b];  

 2) әрбір эквиваленттілік класы ең болмағанда бір элементтен тұрады, 

яғниаА [a]≠Ø;  

 3) А жиынының ешқандай элементі әртүрлі екі класқа тиісті бола 

алмайды: aEb→ [a]=[b]. 

 Теорема. А/Е фактор –жиыны А болып табылады. Керісінше, егер А={Ai} 

А жиынының қандай да бір бөлікшесі болса, онда оған қандай да бір Е 

эквиваленттілік қатынасы сәйкес келеді: xEy x,yAi  қандай да бір i үшін.  

 Сонымен, А жиынының барлық бөлікшелер  жиыны мен А жиынының 

барлық эквиваленттілік қатынасы жиыны арасында  өзара бірмәнді сәйкестік 

табылады. 

 Мысалы 1.3.2 -  А={1,2,3,4}. А={{1},{2,3,4}}={A1,A2} – А бөлікшесі. 

E={(x;y)|x,yAi,i=1,2}={(1,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4),(4,2),(4,3),(4,4)} - 

берілген бөлікшеге сәйкес эквиваленттілік қатынасы.    

 Мысалы 1.3.3 -  A={1,2,3,4,5,6}, PA
2
,  P={(1;1); (2;2);(3;3);(4;4); (5;5); 

(6;6); (1;2); (1;4);(2;1);(2;4);(3;5);(5;3);(4;1);(4;2)}.  Берілген қатынастың 

эквиваленттілік қатынас болатындығын көрсетеміз. 
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Оның матрицасы бойынша [P]=













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











100000

010100

001011

010100

001011

001011

 P рефлексивті, симметриялы, 

транзитивті екндігін анықтаймыз,  олай болса Р – А жиынындағы 

эквиваленттілік қатынасы. Эквиваленттілік классы және фактор – жиынды 

құрамыз: 

 [1]P={x|(x;1)P}={1,2,4}; 

 [2]P={x|(x;2)P}={1,2,4}; 

 [3]P={x|(x;3)P}={3,5}; 

 [4]P={x|(x;4)P}={1,2,4}; 

 [5]P={x|(x;5)P}={3,5}; 

 [6]P={x|(x;6)P}={6}.  

 Сонымен, тек үш эквиваленттілік классы бар [1]=[2]=[4]={1,2,4}, 

[3]=[5]={3,5}, [6]={6}. Фактор – жиын  A/Р= {[1],[3],[6]}={{1,2,4},{3,5},{6}}  – 

берілген эквиваленттілік қатынасына сәйкес  А жиынының бөлікшесі болады. 

 

     Реттік қатынасы. 

 Анықтама. Егер Р қатынасы А жиынында антисимметриялы және 

транзитивті болса, онда ол  реттік қатынасы деп аталады. Жиі белгіленуі   . 

 Егер сонымен қатар ол  

 1) рефлексивті болса, онда ол дербес немесе қатаң емес реттік қатынас  

делінеді (≤);  

 2) антирефлексивті болса, онда ол  қатаң емес реттік қатынасделінеді (<).  

 Анықтама. А жиынында   реттік қатынасы берілген болсын. Егер осы 

жиынның кез келген a және b элементтері үшін ab немесе b a орындалса, 

онда элементтер салыстырмалы деп аталынады, қарсы жағдайда –

салыстырмалы емес. 

 Анықтама. Егер А жиынының кез келген екі элементі  салыстырмалы  

болса, онда осы жиындағы дербес реттелген қатынас сызықты немесе шынжыр 

деп аталады. 

 Дербес (сызықты) қатынасы анықталған А жиыны дербес реттелген жиын 

(д.р.ж) делінеді (сызықты реттелген жиын (с.р.ж)). Белгіленуі (А,  ). 

 Мысалы, сызықты реттелген жиындар:  N, Z, Q, R, мұнда кәдімгі рет 

анықталған.  

 Анықтама. Егер  А жиынында  x<a (x>a) қанағаттандыратын x болмаса, 

онда осы жиындағы a элементі ең кіші (ең үлкен) делінеді. Егер жиынның кез 

келген бос емес ішкі жиынының ең кіші элементі бар болса, онда с.р.ж. әбден 

реттелген жиын (ә.р.ж), 

 Мысалы 1.3.4 - (N; ≤) – ә.р.ж. ([0;1]; ≤) – ә.р.ж. емес, себебі мысалы, (0;1] 

 [0;1], бірақ  (0;1]-де  ең кіші элементі жоқ. 
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 Анықтама. (Х,≤) д.р.ж. қарастырайық. Егер х≤у және  х<z<y 

орындалатындай z элементі табылмаса, онда  у элементі х элементін бүркейді 

дейді.   

 Х ақырлы жиын болса, (Х,≤) д.р.ж.-ды әрбір  элементін жазықтықта нүкте 

болып бейнелеуге болатындай сұлба ретінде жазуға болады. 

 Егер у элементі х элементін бүрксе х, онда х және у нүктелерін кесіндімен 

қосады, х-ке сәйкес келетін нүктені у нүктесінен төмен орналастырады. Мұндай 

сұлбалар Хассе  диаграммасы деп аталады. 

  Мысалы 1.3.5 - A={a,b,c}. P={(a,a),(a,b),(b,b),(а,с),(c,c)} – дербес 

реттелген қатынас (яғни рефлексивті, антисимметриялы, транзитивті),  оны 

матрица [P]=





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






100

010

111

 арқылы тексеруге болады. Р сызықты реттілік болмайды, 

себебі  b және c салыстырмалы емес.  (А, Р) д.р.ж. үшін Хассе диаграммасы: 

 
1.3.1 сурет 

  

 Мысалы 1.3.6 -  cbaA ,, . (Р(А),  ) =  jiji AAAA ),(  д.р.ж.  

қарастырамыз, мұндағы  Р(А) – А булеаны. ( Р(А),  ) үшін Хассе диаграммасы 

                                               
                             1.3.2  сурет                                      1.3.3 сурет 

  

 Мысалы 1.3.7 -   ,4,3,2,1  төрттен аспайтын натурал сандар жиынындағы 

кәдімгі реттілік қатынаспен с.р.ж. үшін Хассе диаграммасы 

      

      Лексикографиктік қатынас. 

 Лексикографиктік қатынас әртүрлі сөздіктердегі сөздердің ретпен 

жазылуының негізін қалайды. Алфавит деп аталатын Х={x,y,…} бос емес 

символдар жиынын қарастырайық. Сөздер деп Х жиынының бірінен соң бірі 

жазылған элементтерінің ақырлы жиынтығын айтамыз. x1,x2,…,xn  сөзінің xi  

элементі  i-ші координата, ал n оның ұзындығы делінеді. 
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 Анықтама. W(X) – Х алфавитінің сөздерінің жиыны болсын, ≤ - Х 

жиынындағы реттік қатынасы, яғни  (Х,≤) – реттелген жиын. 

 Егер келесі шарттардың біреуі орындалса:  

а) x1< y1; б) xi=yi  i:1≤i≤m, m<n; в) xi=yi  i: 1≤ i ≤k, xk+1< yk+1. 

W(X)-дегі лексикографиктік реттік қатынас (белгіленуі   немесе L) келесі 

ережемен беріледі: x1,х2,…,xm L y1,y2,…,yn . 

      

     Функционалдық қатынастар (функциялар). 

 Анықтама. Егер: 

          а) (x,y1)f, (x,y2)f → y1=y2  немесе  xA ! yB, (x,y) f; 

          б) Df=A, EfB, бұл жағдайда функцияны кейде толық дейді; (егер DfA, 

онда f дербес функция), мұндағы Df – функцияның анықталу облысы Ef  - 

мәндерінің жиыны, 

 онда А жиынынан В жиынына fА×В бинарлық қатынас функционалдық 

немесе функция деп аталынады.  

 Мысалы 1.2.15 - A={1,2,3}, f ={(1,2);(2,3),(3,2)} 2A – функция, себебі Df = 

A, EfA; P={(1,1),(1,2),(2,3)}  2A  –функция емес, себебі (1,1) және (1,2) 

жұптары енеді, бұл жұптарда бірінші элементтері бірдей, екіншілері әртүрлі. 

  RxxxxP  1; 2  қатынасы функция, себебі yx   теңдігінен  

11 22  yyxx 4 шығады. 

P={(x
2
,x)|xR} –функция емес, себебі бірінші элементтері бірдей, екіншілері 

әртүрлі жұптар бар:  (1,-1) P, (1;1) P. 

  RxxxP  ;  - дербес функция, себебі   ;0PD , RDP  . 

 Егер   f = {(x,y)|xA, yB} функция берілсе, онда x- аргумент, y- 

функцияның мәні.  Функцияны белгілеудің  әртүрлі  жолдары: y=f(x),  f: A→B,  

f: x→ y;  A      
f     

B,  x  
f
   у.  

 Сонымен қатар,  f   х элементіне  y  элементін сәйкес қояды дейді. 

          f = {(x,y)| xA, yB} – функция болсын. Ол функция: 

 а) Егер (x1,y) f  және (x2,y) f → x1=x2 (немесе  x1≠x2 → f(x1) ≠ f(x2)), және 

де 1f - дербес функция болса, онда инъективті (инъекцией, әртүрлі мәнді) деп 

аталады.  

 б) Егер  yBxA: (x;y)f, яғни Ef = B, онда сюръективті (сюръекция, 

А-ның В-ға бейнесі).  

 в) Егер  функция әрі инъективті, әрі сюръективті болса,  ол биективті 

(биекцией, өзара-бірмәнді сәйкестік) деп аталады. Белгіленуі  АВ.  

 Айта кетелік, егер функция дербес болса, онда, ол инъективті және 

сюръективті болған жағдайда, функция әруақытта биективті болады. Мысалы, 

  RyxxyyxP  ,,ln;  ( RRP  ) - дербес функция, себебі   ,0PD , 

RDP  . Ол инъективті, себебі для кез келген анықталу облысынан 21 xx    үшін 

21 lnln xx  ; ол сюръективті, себебі REP  , бірақ  биекция емес, себебі табылады 

Rx  ( мысалы, 1x ),  бірақ оған бірде бір Ry  сәйкес келмейді. 
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 Егер биекция f: АА, онда ол А жиынының орнына қоюы (подстановка) 

делінеді. Мысалы тепе-тең қатыная I.  

 Мысалы 1.3.8 - Үш функция қарастырайық if : )3,2,1(  iRR . 

 1. xexf )(1  - инъекция, бірақ сюръекция емес, себебі Df = R, Ef     ;0 R 

(1.3.4 суретті қара);  

 2. xxxxxxf 4)2)(2()( 3

2   -  сюръективті, бірақ инъективті емес, себебі 

21 xx  , мысалы, 02  , бірақ 0)0()2( 22  ff ,   Ef  = R (1.3.5 суретті қара).  

 3. 3)(3  xxf  - биективті (графигі – түзу сызық).  

 

                             
          1.3.4  сурет                                                   1.3.5 сурет 

   

 Айта кетелік, функциялардың қасиеттерін графиктері арқылы көруге 

болады. 

 Мысалы 1.3.9 - Функциялар қарастырайық if :     )4,3,2,1(,1,01,0  i , 

графиктері 1.3.6 суретте кескінделген: 

1.3.6 сурет 

  

 График бойынша  

 а) )(1 xf - сюръекция (инъекция емес);  

 б) )(2 xf  - инъекция;  

 в) )(3 xf  - биекция;  

 г) )(4 xf  - инъективті де, сюръективті де емес функция. 
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  Жиынның қуаты туралы ұғым. 

Жиындарды элементтерінің санына қарай салыстыру қажеттігі 

туындайды. Бұл жағдайда жиынның қуаты туралы ұғым пайда болады. 

Анықтама. Егер f: АВ биекциясы бар болса (яғни олардың арасында 

өзара бірмәнді сәйкестік орнаса (ө.б.с.)), онда А және В жиындары эквивалентті 

делінеді (белгіленуі А~В). 

 Екі ақырлы екі жиынның элементтер саны бірдей болғанда олардың  

эквивалентті болатындығы белгілі. Егер екі жиын шексіз және  олардың 

арасында өзара бірмәнді сәйкестік орнаса, онда олардың ортақ қуаты болады 

делінеді. Сонымен, кез келген екі эквивалентті жиынның (ақырлы немесе 

шексіз) ортақ қуаты бар немесе бірдей қуатты болады.  

 Анықтама. А жиынының қуаты деп А  жиынына эквивалентті барлық 

жиындар класы айтылады  (белгіленуі A ).  

 Үш мүмкін жағдай бар:  

 а) Егер А ақырлы жиын және n элементі бар, онда A = n;  

 б) Егер А шексіз жиын және N натурал сандар жиынына эквивалентті 

болса, онда А санамалы жиын деп атап, былай жазады: A =  . Сонымен, 

санамалы жиынның барлық элементтерін нөмірлеуге болады;  

 в) шексіз жиын  бар, оларды N натурал сандар жиынымен ө.б.с. келтіруге 

болмайды. Мысалы, [0,1] кесіндісіндегі барлық нақты сандар жиыны санамалы 

емес (Кантор теоремасы). Бұл жиынның қуатын континуум (белгіленуі с), ал 

мұндай қуатты жиындарды континуалды деп айту келісілген. 

 А континуалды жиын болса, онда 2 cA , яғни континуумның қуаты 

санамалы жиынның барлық ішкі жиындар жиынының қуатына тең екендігі 

дәлелденген. Жалпы, кез келген А жиыны үшін: Р(А) = A
2 ,  мұндағы Р(А) – 

булеан. 

 Санамалы жиындар мысалы:  

 а) Z  бүтін сандар жиыны, сонымен қатар  ZZ , ;  

 б) Q рационал сандардың жиыны ;  

 в) N жиынының кез келген шексіз ішкі жиыны,  мысалы, {2,4,6,8,…};  

 г) 2N ( жалпы NN n ~ ). 

 Континуалды жиындар мысалы:  

 а) R барлық нақты сандар жиыны немесе сан осіндегі нүктелер жиыны;  

 б) жазықтықтың (кеңістіктің)  RRRRR   барлық нүктелерінің жиыны;

 в) санамалы жиынның барлық ішкі жиындар жиыны (яғни санамалы 

жиынның булеаны). 

 Жиындар теориясында көрсетілгендей, кез келген қуатты жиын үшін 

барлық ішкі жиындар жиыны қуаты жоғарырақ болады. Сондықтан 

максималды қуатты жиын болмайды. Жиынның қуатына  кардиналды сан 

немесе кардинал деп аталатын жаңа  объектіге қарағандай болады. 

Кардиналдың мысалы 

 а) кез келген натурал сан (ақырлы жиын қуаты ретінде);  
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 б) 
 22,2, c  және т.б. 

 Айта кетелік, екі жиын арасындағы биекцияның бар болуы бір жиынның 

қасиеттері арқылы екіншісінікін зерттеуге мүмкіндік береді, мысалы, А ( A = n) 

ақырлы жиынның кейбір қасиетін, {0,1,2,3,…n-1} жиыны бойынша зерттеуге 

болады. 

 

 2  Математикалық логика элементтері 

 

 2.1 Дәріс 4. Тұжырымдар және логикалық қисаптар (операциялар) 

  

 Дәріс мазмұны: тұжырымдар логикасы; логикалық қисаптар; Формулалар 

және логика алгебрасының функциялары. 

 Дәріс мақсаты: логика алгебрасының негізгі ұғымдары мен функциялары  

мен танысу. 

   

 Логиканы жиі пайымдама әдістерінің  талдауы ретінде қарастырады. Бұл 

әдістер  пайымдамалардың ақиқаттығы немесе жалғандығын анықтауға 

мүмкіндік береді. Егер бұл жағдайда математикалық аппарат қолданып, 

математикалық пайымдамаларды зерттесек, онда логиканы математикалық 

логика деп атайды.  

 Анықтама. Тұжырым деп дәл осы уақытта ақиқаттығы немесе 

жалғандығы туралы айтуға болатын хабарлы сөйлем айтылады.  

  Мысалы 2.1.1 - «Бес плюс екі – төрт» тұжырымы - жалған; тұжырым  

«Рубль – Ресей валютасы» - ақиқат.       

  Анықтама. Қарапайым (элементар) тұжырым бөлінбейтін бүтін ретінде 

қарастырылады. Белгіленуі  А, В, С,...,Р,…; күрделі (құрмалас) тұжырым деп 

қарапайым логикалық байланыстар (операциялар) көмегімен құралған 

тұжырым айтылыды. 

 Негізгі логикалық қисаптар (операциялар): 

 а) конъюнкция (операция «және», логикалық көбейту). 

P және Q тұжырымдарының  конъюнкциясы деп (белгіленуі 

, , , &P Q P Q PQ P Q  , оқылуы «Р  және Q»)  екеуі де ақиқат болғанда ақиқат, 

екеуі де жалған болғанда жалған  болатын тұжырым айтылады; 

 б) дизъюнкция (операция «немесе», логикалық қосынды). P және Q 

тұжырымдарының дизъюнкциясы деп (белгіленуі ,P Q P Q  , оқылуы «Р  

немесе Q») екеуі де жалған болғанда жалған  болатын, қалған жағдайда ақиқат 

болатын тұжырым айтылады; 

        в) теріске шығару (инверсия). P тұжырымының  теріске шығаруы деп 

(белгіленуі ,P P , оқылуы «Р емес») P ақиқат болғанда жалған, ал P жалған 

болғанда ақиқат болатын тұжырым айтылады;  

        г) импликация (логикалық салдар). P және Q тұжырымдарының 

импликациясы деп (белгіленуі QP  , QP  , оқылуы  «Егер  Р  онда Q», «Р -
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дан Q шығады») P тұжырымы ақиқат,  Q  тұжырымы жалған болғанда жалған  

болатын, қалған жағдайда ақиқат болатын тұжырым айтылады 

д) эквиваленция (эквиваленттілік). P және Q тұжырымдарының 

эквиваленциясы деп (белгіленуі ~ ,P Q ,P Q P Q , оқылуы «Р  Q-ге 

эквивалентті», «Р тек сол жағдайда, егер Q») екеуі де болғанда немесе екеуі де 

жалған болғанда ақиқат болатын тұжырым айтылады. 

 

 Алгебра логикасының формулалары. 

      Тұжырымдар логикасының құрылымын зерттейтін алгебра логикасының 

тілін қолданып, тұжырымдар логикасының мазмұнын қарастырамыз.       

 P тұжырымына  х логикалық айнымалысын сәйкес қоямыз. Егер Р ақиқат 

болса, онда ол 1 мәнін қабылдайды. Егер Р жалған болса, онда ол 0 мәнін 

қабылдайды. Логикалық айнымалылардан логикалық операциялар көмегімен 

әртүрлі  конструкциялар құрамыз, олар алгебра логикасының формулалары 

болады.  

 Егер   формуласы },...,,{ 21 nxxx  жиынына тиісті логикалық 

айнымалылардан құрылған болсын, онда ),...,( 21 nxxx  деп жазылады.  

 Логикалық операциялардың амалдары ақиқаттық кестемен беріледі.  

Логикалық операциялардың анықтамасына сай ақиқаттық кесте құрамыз:   

   

 2.1.1 кесте 

x  y  yx   yx  yx   yx   x  

0 0 0 0 1 1 1 

0 1 0 1 1 0  

1 0 0 1 0 0 0 

1 1 1 1 1 1  

  Логикалық операциялардың ақиқаттық кестесінен кез келген формулаға 

ақиқаттық кесте құруға болады. 

Мысалы 2.1.2  - ( , , ) ( )F x y z z x y   . 

                                      

  2.1.2 кесте 

x  у z  x  y  yx  )( yxz   

0 0 0 1 1 1 1 

0 0 1 1 1 1 1 

0 1 0 1 0 1 1 

0 1 1 1 0 1 1 

1 0 0 0 1 1 1 

1 0 1 0 1 1 1 

1 1 0 0 0 0 1 

1 1 1 0 0 0 0 

  

Жаңа маңызды логикалық операциялар енгіземіз: 
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е) Шеффер штрихы (антиконъюнкция). Белгіленуі yx .  

Анықтама бойынша )()( yxyx   немесе )()( yxyx  ; 

ж) Пирс стрелкасы (антидизъюнкция). Белгіленуі yx  .  

Анықтама бойынша )()( yxyx   немесе )()( yxyx  ; 

и) сақиналы қосынды (логикалық қосу, модуль екі бойынша қосу). 

Белгіленуі yx . Былай анықталады: )( yxyx   немесе )~( yxyx  . 

 Осы операциялардың  ақиқаттық кестесін құрамыз.                                       

 

    2.1.3 кесте 

x  y  yx  yx   yx  

0 0 1 1 0 

0 1 1 0 1 

1 0 1 0 1 

1 1 0 0 0 

 Тепе-тең түрлендірулермен  формулалар жасағанда қисаптардың 

орындалу ретін (қайсысы күштірек, қайсысы әлсіз) сақтаған жөн. Бұл жағдай 

үшін келесі келісімдер қабылданған:  

 а) сыртқы жақшаларды жазбауға болады, мысалы, ))(( zyx   орнына 

zyx  )( ; 

б) логикалық қисаптардың орындалу ретін:      ,,,,|,,, , 

мұндағы қисаптардың таңбалары ең мықтысынан бастап кему ретімен 

жазылған, ал жай жақшада күші бірдей қисаптар көрсетілген. 

 Осы келісімдер бойынша формуладағы жетпей тұрған жақшаларды 

күштіден әлсізіне қарай біртіндеп қояды.  Ал күші бірдей байланыстар үшін  

жақшалар солдан оңға қарай қойылады. 

      Мысалы 2.1.3 - а) uzyx   формуласындағы жақшалар былай 

қойылады: )()( uzyx  ; б) )( zyx   формуласында жақшаларды алып 

тастауға болмайды, себебі келісімдер бойынша x y z   өрнегіне ( )x y z   

формуласы сәйкес келеді. 

 

 Алгебралар логикасының  функциялары. 

      Әрбір формула логикалық айнымалылы логикалық функцияны білдіреді, 

олар тек екі мән қабылдайды 0 және 1.       

Анықтама. nxxx ,...,, 21  -  n айнымалылы алгебралар логикасының  

функциясы (логикалық функция) деп (белгіленуі ),...,( 1 nxxf ) ),...,,( 21 n  бірлер 

мен нолдердің кез келген жиынтығына }1,0{),...,,( 21 nf   мәнін сәйкес қоятын, 

яғни }1,0{}1,0{: nf кез келген функция айтылады. 

       Алгебралар логикасының  функциялары буль, екілік немесе ауыстырып-

қосқыш (белгіленілері nPnPP ),(, 22 ). функциялары деп те аталады. Бұл 

функциялар кейбір құрылғылардың ену сигналдарын шығу сигналдарына 
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айналдыру үшін қолданылады. Құрылғыда nxxx ,...,, 21  - n ену сигналы бар 

болсын. Олар арқылы ток жүруі де, жүрмеуі де мүмкін. Шығу жолы да біреу, 

кіру жолда ток жүргеніне байланысты ол арқылы ток жүруі де, жүрмеуі де 

мүмкін (2.1.1 суретті қара).     

 

     

 

 

                               2.1.1 сурет                                     2.1.2 сурет 

  

 1ix  мәнінің берілуін i-ші кіру жолда ток берілді деп түсінеміз; 0ix  - 

ток берілме. Егер кіру жолда ток жүрсе, онда 1),...,,( 21 nf   (мұндағы 

nnxx   ,...,11 ) және 0),...,,( 21 nf   - егер ток жүрмесе. 

      Мысалы, конъюнкция қисабымен yxyxf ),(  функциясы  екі кіру, бір 

шығу жолы бар қондырғыға сәйкес келеді (2.1.2 суретті қара). Егер кіру жолда 

екі мән де 1-ге тең болғанда, шығу жолдағы мән 1-ге тең болады. 

    

 Функциялардың берілу әдістері: 

 а) ақиқаттық кестесімен беріледі, сол жағында nxxx ,...,, 21  аргументтердің 

барлық мүмкін мәндерінің жиынтығы жазылған, ал оң жағында – осы 

жиынтыққа сәйкес f  функциясының мәндерінің бағаны. Функцияның n 

айнымалыларының қабылдайтын 0 мен 1-лердің жиынтықтарының  саны n2  

тең, яғни бір айнымалы функция үшін -  221  , екі - 422  , үш - 823   және т.б. 

Сонымен, бір айнымалы функция үшін ақиқаттық кестесімен 2 жолдан, екі – 4, 

үш – 8 және т.б. Аргументтер жиынын лексикографиктік ретпен жазу керек. 

Практически этот порядок можно получить, Егер кестенің бірінші бағанын 

екіге бөлсек, бір жартысына нолдер, екіншісіне бірлер жазамыз. Содан соң 

екінші бағанды төртке бөліп,  0 мен 1-лерді кезекпен қою керек, тек 0-ден 

бастау керек; үшінші бағанды сегіз бөлікке бөліп,  0 мен 1-лерді кезекпен қою 

керек, тек 0-ден бастау керек, т.с.с.;  

 б) функцияның барлық жиынтықтарын тізіп жазу, ол үшін f -тің 0 мәнін 

қабылдайтын жиынтықтарын (нолдік жиынтық) және 1-ді қабылдайтын 

жиынтықтарын (бірлік жиынтық); 

 в) функцияны формуламен беру; 

 г) функцияның мәндерінің векторы көмегімен беру. Функцияның 

мәндерінің векторы ),...,( 1 nxxf  деп f -тың барлық реттелген жиынтықтары 

айтылады, онда n}1,0{  аргумент жиыны бойынша барлық мәндер 

лексикографиктік ретпен жазылған.  

 Функциялардың берілу әдістерін да қарастырайық. 

 Мысалы 2.1.4 -  Үш адам қандай да бір резолюция қабылдау үшін 

қондырғы орнатқан (үштік комитет). Комитеттің әрбір мүшесі резолюцияны 

құптағанда өз кнопкасын басады. Егер көпшілік құптаса, онда резолюция 

1( ,..., )nf x x
2x
nx

f yx 
x

y

1x
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қабылданады да, қондырғыда жазылады. Сонымен, қондырғы ),,( zyxf  

функциясын іске асырады, оның  ақиқаттық кестесі:     

                                        

     2.1.3 кесте 

x y z ),,( zyxf  

0 0 0 0 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

0 1 1 1 

1 0 0 0 

1 0 1 1 

1 1 0 1 

1 1 1 1 

 

Осы функцияны нөлдік және бірлік жиынтықтармен берейік: 

0)0,0,1()0,1,0()1,0,0()0,0,0(  ffff  - нөлдік жиынтық;   )1,0,1()1,1,0( ff  

1)1,1,1()0,1,1(  ff  - бірлік жиынтық. Егер осы функцияны вектор мәні 

бойынша берсек, онда мына түрде болады (00010111). 

Сонымен, n айнымалылы функция үшін 0 мен 1 –дің барлық жиынтық 

саны n2 . n айнымалылы әртүрлі мүмкін функциялар саны  n2  жолы бар 

бағандардағы 0 мен 1 –дің орналастыру санына  тең, яғни  22
n

. Егер nnB }1,0{ - 

жиын ),...,( 1 nxxf  функцияның аргументтерінің барлық мәндерінің жиынын, ал 

)(2 nP - nxxx ,...,, 21 -тен барлық функциялардың жиыны, онда бұл жиындардың 

қуаты 2

22 , ( ) 2
nn nB P n  . Сонымен, )(2 nP  өте тез өседі: 2(1) 4P  , 2(2) 16P  , 

2(3) 256P   және т.б. 

Алгебра логикасында бір және екі айнымалы функциялар маңызды. 

Мысалы, барлық бір айнымалы функциялар жиыны )1(2P  төрт функциядан 

тұрады. Олар кестеде көрсетілген: 

 

2.1.4 к е с т е 

x  1  2  3  4  

0 0 0 1 1 

1 0 1 0 1 

 0 x  x  1 

 

1  және 4  0 және 1 константаларының функциялары, 2 =х – х 

айнымалысын қайталады (бұл қисаптар маңызды емес). Келесі функция 3 = x - 

теріске шығарудың унарлы қисабы. Осы сияқты екі айнымалы функциялар 

үшін ақиқаттық кестесін құруға болады 16 (
222 ). Олардың арасындағы 7 

логикалық қисап (конъюнкция, дизъюнкция және т.б.), қалғандары маңызды 

емес. Айта кетелік, егер функцияның мәні анықталу облысында жатса, онда  
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функция қисап бола алады. Бұл мағынада барлық математикалық логиканың 

функциялары қисап бола алады. 

Үш және одан да көп логикалық функциялар ақиқаттық кестесімен, 

немесе айнымалылары және  унарлы, бинарлы қисапты формулалармен 

беріледі. Жалпы жағдайда формула қарапайым функциялардың 

суперпозициясы ретінде логикалық функцияны сипаттайды.  

Анықтама. Егер 1 1 1 1( ,..., ) ( ( ,... ),..., ( ,..., ))n n m nf x x g h x x h x x  болса, онда ),...,( 1 nxxf  

функцисы  ),...,( 1 myyg  және ),...,(),...,,...,( 111 nmn xxhxxh  функцияларының 

суперпозицияы дейді. 

Мысалы 2.1.5 - 321321 ),,( yyyyyyg   және 211 xxh  , 322 xxh  ,  143 xxh   

функциялардың суперпозицияы   1432214321 ),,,( xxxxxxxxxxf  . 

  

 2.2 Дәріс 5. Эквивалентті формулалар. Алгебра логикасының негізгі 

эквивалентті қарым-қатынастары 

  

 Дәріс мазмұны: формулалардың эквиваленттілігі; негізгі эквивалентті 

заңдар мен ережелер; қосалқылық; Пост класы және базистер.  

 Дәріс мақсаты: формулалардың эквиваленттілігі және негізгі эквивалентті 

қарым-қатынастары,  базис ұғымымен таныстыру. 

 

 Бір функция әртүрлі формулалармен беріле алады. Бұл жағдайда 

формулалардың эквиваленттігі ұғымы пайда болады.  

      Анықтама. Егер ),...,( 1 nxx  және ),...,( 1 nxx  формулалары бір ғана 

функцияны өрнектесе, онда олар эквивалентті делінеді (белгіленуі  ~ , 

  , ). 

  Мысалы 2.2.1 - yx   және xy   формулаларының ақиқаттық 

кестесін құрамыз. 

       

     2.2.1 кесте 

Бұл формулалардың мәндерінің бағаны бірдей 

болғандықтан, олар эквивалентті  

( ) ~ ( )x y y x  . 

  

 

 

 Бұл мысалда формулаларының эквиваленттігін тексеру үшін ақиқаттық 

кестесін құрып, айнымалылар мәндерінің жиынтығын салыстыру әдісі 

қолданылды.  

Формулаларының эквиваленттігін тексерудің басқа әдісі оларды 

эквивалентті түрлендірулер. Ол үшін эквивалентті қарым-қатынастар (заңдар) 

және ережелер. 

Түрлендірулерді келесі екі ережеге сүйеніп қолдану керек: 

x y y  x      

0 0 1 1 1 1 

0 1 0 1 1 1 

1 0 1 0 0 0 

1 1 0 0 1 1 
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а) орнына қою ережесі: егер берілген эквивалентті қарым-қатынаста х 

айнымалысының барлық енулерін бірмезгілде   формуласымен 

айырбастаймыз, сонда жаңа  эквивалентті қарым-қатынас аламыз; 

б) айырбастау ережесі: егер f  функциясын сипаттайтын қандай да бір    

формуласы   ішкі формуладан тұрса, онда  -ді 1 -мен айырбастағанда 

( 1  ) f функциясы өзгермейді. 

 Негізгі эквивалентті қарым-қатынастарды атап өтейік.  

 

2.2.2 кесте 

1 Коммутативтік xyyx   xyyx   

2 Ассоциативтік )()( zyxzyx   )()( zyxzyx   

3 Дистрибутивтік )()()( zxyxzyx 

 

 )()()( zxyxzyx   

4 Идемпотенттік xxx   xxx   

5 Сіңіру заңы xyxx  )(  xyxx  )(  

6 де Моргана заңы yxyx   yxyx   

7 Екі рет терістеу   заңы                                   xx   

8 Константалар 

қасиеті 

00,1  xxx  xxx  0,11  

9 0 xx - қарама-қайшылық 

заңы 

 1 xx - жойылған үшінші заңы 

 

Негізгі эквиваленттіліктермен қатар жиі қолданылатын 

эквиваленттіліктер. 

 

2.2.3 кесте 

10 Жапсыру заңы   xyxyx  )()(  xyxyx  )()(  

10а Тарқату заңы   ( ) ( )x x y x y     )()( yxyxx   

11 Жалпыланған жапсыру )()()()()( zyzxyxzyzx   

12 yxyxx  )(  12а yxyxx  )(  

13 yxyxx  )(  13а yxyxx  )(  

14 ( ) ( )x y x y y x       )()()()( yxyxxyyxyx   

15 yxyx  )(  16 |x y x y   

17 x y x y    18 ( ) ( )x y x y x y y x        

 

 Анықтама. Егер ),...,( 1 nxx  формуласының 1 (0) мәнін қабылдайтындай 

айнымалылардың мәндерінің жиынтығы бар болса, онда формула орындалатын 

(жоққа шығарылатын) делінеді.    

Мысалы 2.2.2 -   = yx   формуласы бірмезгілде орындалатын және жоққа 

шығарылатын  болады, себебі ( )111   және )000(  . 
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       Анықтама. Егер ),...,( 1 nxx  формуласы барлық айнымалыларының 

жиынтығында 1 (сәйкес 0) мәнін қабылдаса (яғни функция 1 (0) константа 

болса), онда формула тепе-тең ақиқат, жалпымәнді немесе тавтология (тепе-тең 

жалған немесе қарама-қайшылық) делінеді. 

 Мысалы 2.2.3 -  xx  - формуласы тепе-тең ақиқат, себебі xx =1 кез 

келген  х үшін; xx   - формуласы тепе-тең жалған , себебі xx  =0 кез келген  х 

үшін:                                                    

           2.2.4 кесте 

х x  xx  xx   

0 1 1 0 

1 0 1 0 

 Айта кетелік, формула қандай да бір логикалық тұжырым немесе 

пайымдауды білдіреді. Егер тұжырымды сипаттаушы формула тепе-тең ақиқат 

болса, онда бұл пайымдау логикалық дұрыс болады. 

            

          Қосалқылық. 

       Анықтама. Егер  ),...,(),...,( 11 nn xxfxxf  орындалса, онда ),...,( 1 nxxf   

функциясы ),...,( 1 nxxf  функциясына қосалқы делінеді. Өзіне өзі қосалқы  

функция, яғни ff  , өзқосалқы делінеді. 

 Егер gf  , онда fg  ,  яғни қосалқылық қатынасы симметриялы. 

 Мысалы 2.2.4 - Дизъюнкция конъюнкцияға, конъюнкция – дизъюнкцияға, 

1 константасы  –  0 константасына,  0  константасы  – 1 константасына қосалқы. 

Теріске шығару өзқосалқы. Расында, мысалы, 

f = yx   үшін yxyxyxf  ;  

f x f x x    , яғни ff  . 

 Қосалқы функцияны ақиқат кестесі көмегімен алуға болады. Ол үшін f  

функцияның ақиқат кестесінде барлық мәндерді қарама-қарсыға айырбастау 

керек.   

Мысалы 2.2.5 - ( , , )f x y z xy xz yz    функциясы үшін  қосалқы функцияны 

екі әдіспен аламыз: 

I әдіс. )()()( zyzxyxzyzxyxf  yzxzxy  , яғни ff  . 

II әдіс. f  үшін ақиқат кестесін құрамыз (кесте 2.2.5). Содан соң ондағы 

мәндерді  қарама-қарсыға айырбастап  f  үшін кесте аламыз (кесте 2.2.6). 

Кестеден функцияның өзқосалқылығы көрінеді ff  . Айта кетелік, f  

функцияның кәдімгі кестесін алу үшін, соңғы кестедегі барлық бағандарды 

«төңкеру керек», мұндағы айнымалылардың мәні лексикографиктік ретте 

жазылған.  
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 2.2.5 кесте                                             2.2.6 кесте 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          Қосалқылық принципі: егер  f  функциясын сипаттайтын  F  

формуласында функцияның барлық таңбаларын қосалқы функцияның 

таңбасына ауыстырсақ, онда  алынған F формула f  функциясын сипаттайды,  
f  функциясы f  функциясына қосалқы. Буль алгебрасында қосалқылық 

принципі нақтырақ: Егер f  функциясын сипаттайтын  F  формуласында, 

барлық конъюнкцияны дизъюнкцияға, дизъюнкциияны конъюнкцияға, 1-ді  0-

ге, 0-ді 1-ге айырбастасақ, онда қосалқы f  функциясын сипаттайтын 
F формуласын аламыз.   

       

  Пост класстары. Логикалық функциялардың толық жүйелері. 

       ),...,( 1 nxxf  буль функциясы берілген. Буль функцияларының класына 

немесе Пост класына анықтама енгіземіз: 

 а) егер 0)0,...,0,0( f  орындалса, онда f  функциясы 0 константасын 

сақтайды дейді.   

 0 константасын сақтайтын барлық функциялар жиыны 0P  ( 20 PP  ) 

классын құрайды; 

б) егер 1)1,...,1,1( f . орындалса, онда f  функциясы 1 константасын 

сақтайды дейді. 

  1 константасын сақтайтын барлық функциялар жиыны 1P  ( 21 PP  ) 

құрайды; 

в) өзқосалқы функциялар жиынын немесе класын S  арқылы белгілейміз; 

 г) Егер f  функциясы мына түрде жазылса, 

nnn xcxcxccxxf  ...),...,( 221101 , онда ол сызықты деп аталынады. мұндағы 

  ),...,2,1(,1;0 nkck  . Сызықты функциялар класының белгіленуі L ; 

 д) Егер ),...,,( 21 n  және ),...,,( 21 n  нөлдер мен бірлердің кез келген 

жиынтықтары үшін 11   ,…, nn    шарттарынан ),...,,( 21 nf  ),...,,( 21 nf   

орындалса, онда f  функциясы монотонды делінеді. M  арқылы монотонды 

функциялар  класын белгілейді. 

 Посттың әрбір класы айнымалыны ауыстыру және суперпозицияға 

қатысты тұйықталған, яғни осы кластағы функцияларға осы қисаптарды 

қолданғанда осы кластағы  функциялар алынады. 

x  y  z  xy  xz  yz  f  

0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 

0 1 1 0 0 1 1 

1 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 1 0 1 

1 1 0 1 0 0 1 

1 1 1 1 1 1 1 

x  y  z  
f  

1 1 1 1 

1 1 0 1 

1 0 1 1 

1 0 0 0 

0 1 1 1 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 0 
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 Кестеде  Пост  класына тиісті буль функциялар (тиісті – (+); тиісті емес – 

(-)) мысалдары көрсетілген. 

             

         2.2.7  кесте 

Функция 0P  1P  L  M  S  

Теріске 

шығару 

- - + - + 

Конъюнкция + + - + - 

Дизъюнкция + + - + - 

Импликация - + - - - 

  

 Бір логикалық функция әртүрлі логикалық қисаптар енген жиынтық 

арқылы берілуі мүмкін. Мысалы, 212121 | xxxxxx  . Кез келген логикалық 

функцияларды өрнектей алатын логикалық қисаптар (функциялар) жиынтығы 

бар. 

        Анықтама. Егер кез келген логикалық функция  -дағы функциялардың 

суперпозициясы болса, онда   логикалық функциялар жүйесі толық жүйе 

немесе базис деп аталады.   

 Кез келген жүйенің толықтығын келесі теоремадан білуге болады. 

 Пост теоремасы. Буль функцияларының жүйесі толық болуы үшін осы 

жүйеде 0-ды сақтамайтын ең болмағанда бір функция,  1-ді сақтамайтын ең 

болмағанда бір функция,  ең болмағанда өзқосалқы бір функция, ең болмағанда 

сызықты бір функция,  ең болмағанда монотонды бір функция болуы қажетті 

және жеткілікті. 

 Буль функцияларының жүйесі толықтығын анықтау үшін  осы 

функциялардың Пост классына тиістілік кестесін қолдануға болады. Мысалы, 

  ,1  жүйесінде теріске шығару константаны сақтамайды және  

монотонды емес, ал конъюнкция сызықты емес және өзқосалқы емес (кесте 

2.2.7), онда бұл жүйе толық. Мысалы, функционалды толық жүйелер: },,,{   

},,{},,,{},,{},1,,{},{},{},,{},,{   және т.б. Айнымалылар, 

жақшалардан басқа конъюнкция, дизъюнкция және   теріске шығару 

қисаптарынын тұратын формулалар буль формулалары делінеді. 

       Теорема. Кез келген буль функциясы буль формуласы түрінде жазыла 

алады (яғни конъюнкция, дизъюнкция  және   теріске шығарудың 

суперпозициясы түрінде).  

 Бұдан },,{  жүйесінің функционалды толықтығы шығады. Қандай да 

бір қисаптар жиынтығының функционалды толықтығын дәлелдеу үшін  

қисапты конъюнкция, дизъюнкция және теріске шығару арқылы өрнектеуге 

болатындығын көрсету керек. Жүйенің толықтығын дәлелдейтін жалпы 

тұжырымдар да бар.               

 Теорема. Егер   функционалды толық жүйенің барлық функциялары  -

ның формулалары түрінде көрсете алса, онда,  да функционалды толық жүйе.  
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       Мысалы 2.2.6 -   ,1  және   ,2  жүйелерін, 
0 = },,{   базисін 

қарастырамыз. 
1 , 

2  жүйелерінің базис болатындығын дәлелдеу керек. 

Расында, 0 -да бар, бірақ әрбір жүйеде жетіспей тұрған қисаптарды қалған 

екеуі арқылы өрнектеуге болады: 
1 -де  «» жетпей тұр:

1 2 1 2x x x x        

                                                      
2 үшін жетпей тұр  «»:

1 2 1 2x x x x       ( ) .  

1 , 
2  жүйесіндегі   f )( 43221 xxxxx   формуласы келесі түрде жазылады: 

f  =[
1 ]

43221 xxxxx  , f  [
2 ]

43221 xxxxx  . 

 Сонымен, функционалды толық жүйелер мағынасында 0  жүйесін 

шамадан тыс деп есептеуге болады, себебі одан дизъюнкция немесе 

конъюнкцияны алып тастасақ та толықтықтың қасиетін сақтайды. Бірақ  
1 , 

2  

жүелерін ( ) формулаларымен толықтықтандыру үшін формулада шамадан тыс 

теріске шығаруға әкеліп соқтырады.  

 

 2.3 Дәріс 6. Дизъюнктивті және конъюнктивті қалыпты             

формалар (ДҚФ, КҚФ) 

 

 Дәріс мазмұны: ДҚФ және КҚФ; МДҚФ және МКҚФ. 

 Дәріс мақсаты: },,{   базисін таңдау себептері; ДҚФ пен КҚФ-ке 

келтіру; МДҚФ пен МКҚФ-ке келтіру. 

 

       0 = },,{    базисі зерттелген және жиі қолданылады, басқа базистер осы 

базиске келтіріледі. Осы базиске келтірудің әртүрлі әдістерін қарастырайық. 

      Анықтама. Элементар конъюнкция (дизъюнкция) деп айнымалылардың 

конъюнкциясы (дизъюнкциясы) немесе олардың терістеуі айтылады.  

      Мысалы 2.3.1 –  

 а) zyx   және  xyx элементар дизъюнкциялар;  

 б) 1 2 3x x x  және  321 xxx элементар конъюнкциялар;  

 в) x бір мезгілде элементар дизъюнкция және  элементар конъюнкция. 

          Анықтама. Дизъюнктивті қалыпты форма (ДҚФ) деп элементар 

конъюнкциялардың дизъюнкциясы айтылады. Конъюнктивті қалыпты форма 

(КҚФ) деп элементар дизъюнкциялардың конъюнкциясы айтылады.   

       Мысалы 2.3.2 -   

 а)  yzyx ДҚФ,  

 б) ( )( )( )x y x z y x z    КҚФ. 

 Теорема. Кез келген формула ДҚФ (КҚФ)-ке келтіріледі (яғни кез келген 

формула қандай да бір ДҚФ (КҚФ) эквивалентті). 

 ДҚФ-ке келтіру ережелері: 

 а) формуладағы барлық логикалық қисаптарды, эквиваленттілікті 

қолданып, },,{   арқылы өрнектеу керек: 

    1)   ~)( ; 

}
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    2) )()(~)(   ; 

   3)  ~| ; 

    4)   ~ ; 

    5) )()(~~   ; 

 б)   теріске шығаруды де Морган заңы бойыша ашу керек:  

  ~,~ ; 

 в) дистрибутивтік заңын қолданып, формуладағы барлық конъюнкциялар 

дизъюнкциядан бұрын орындалатындай етіп түрлендіру керек: 

)()()(   . 

       Мысалы 2.3.3 -   zyyx  )(   формуласын ДҚФ-ке келтіру керек. 

Ол үшін ,  қисаптарын  ,,  қисаптарына айырбастаймыз, содан соң де 

Морган және екі рет терістеу заңдары бойынша:  

)()()()( zyyxzyyx  = )()( zyyx  = 

 )()( zyyx )()()()( zyxyyxzyyx  . 

 Айта кетелік,  мысалдағы соңғы формула кейбір оқулықтарда ДҚФ болып 

есептелінеді, басқа оқулықта элементар конъюнкцияяда және дизъюнкцияда 

әрбір айнымалы бір ақ рет кездесу керек. Артық айнымалылардан арылу үшін 

келесі  эквиваленттілік қолданылады: 

 а)   ,  (идемпотенттік заңы);  

 б) 1    (жойылған үшінші заңы), 0    (қарама-қайшылық заңы);  

в) 11,1   ,   0,00  - (константалар қасиеті).  

 Идемпотенттік заңын қолданып, соңғы мысалдағы ДҚФ аламыз: 

( ) ( )x y x y z      .  

 КҚФ-ке келтіру ережелері ДҚФ-ке келтіру сияқты, тек в) пункті орнына 

в ) қолданылады: 

 в ) дистрибутивтік заңын қолданып, формуладағы барлық 

дизъюнкциялар конъюнкциядан бұрын орындалатындай етіп түрлендіру керек:: 

( ) ( ) ( )            . 

        Мысалы 2.3.4 -  ))(()( xzyyx   формуласын КҚФ-ке келтіру 

керек.    қисабын yxyx  )(  формуласын қолданып түрлендіреміз: 

 ( ) (( ) ) ( ) (( ) )x y y z x x y y z x            [ де Морган, екі рет терістеу 

заңдары] = )()()())(()( xzxyyxxzyyx   - КҚФ. 

 ДҚФ және КҚФ формаларын кемшілігі – оларға жалғыздық қасиеті 

орындалмаыды, бір формуланың бірнеше ДҚФ және КҚФ бар. Бұндай кемшілік 

мүлтіксіз қалыпты формаларда жоқ. 

 Анықтама. Мүлтіксіз дизъюнктивті қалыпты форма (МДҚФ) деп 

мынадай ДҚФ айтылады: әрбір элементар конъюнкцияға әрбір айнымалы бір ақ 

рет енеді және не тек өзі, не оның терісі ғана, элементар конъюнкция арасында 

бірдейлері болмау керек. 
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 Анықтама. Мүлтіксіз конъюнктивті қалыпты форма (МКҚФ) деп 

мынадай КҚФ айтылады: әрбір элементар дизъюнкцияға әрбір айнымалы бір ақ 

рет енеді және не тек өзі, не оның терісі ғана, элементар дизъюнкция арасында 

бірдейлері болмау керек.  

 а) 321321 xxxxxx   - МДҚФ;  

 б)  )()( zyxzyx  )( zyx  - МКҚФ;  

 в) 321321321 xxxxxxxxx   - МДҚФ емес, себебі екі бірдей элементар 

конъюнкция бар;  

 г) 321311 xxxxxx   - МДҚФ емес, себебі бір элементар конъюнкцияда әрі 

айнымалы, әрі оның терісі бар: 
1 1,x x .       

       Теорема. (МДҚФ және МКҚФ бар болуы және жалғыздығы). Кез келген 

логикалық формула жалғыз жолмен (элементар конъюнкциялар 

(дизъюнкциялар) түрлену ретінің дәлдігіне дейін) МДҚФ (МКҚФ) түріне 

келтіруге болады.   

 МДҚФ-ке келтіру үшін екі әдістің біреуімен қолдану керек. 

        І әдіс: формуланы ДҚФ-ке келтіреміз; Егер қандай да бір элементар 

конъюнкцияда  қандай да бір у айнымалысы жоқ болса, онда тарқату заңы 

бойынша оны енгізуге болады: )()( yxyxx  ; идемпотенттік заңын 

қолданып бірдей элементар конъюнкцияларды алып тастаймыз: xxx  .      

Мысалы 2.3.6 - ДҚФ түрінде жазылған zuxzxy   функцияны МДҚФ- 

ке келіру керек:       

{ ( )( )} { ( )( )} { ( )( )} {( )xy z z u u xz y y u u zu x x y y xyz xyz             

( )} {( )( )} {( )( )}u u xzy xz y u u zux zux y y xyzu xyzu xyuz            

xyzu xzyu xzyu xzuy xz yu zuxy zuxy zuyx zuxy xyzu            

xyzu xyuz xyzu xz yu zuxy zuyx zuxy       - МДҚФ. 

       ІІ әдіс: берілген формуланың ақиқаттық кестесін құрамыз. Содан соң а 

Шеннон теоремасына негізделген ережені қолданамыз:    ),...,( 1 nxxf  

функциясының МДҚФ-дағы элементар конъюнкция саны f  мәнінің 

бағанындағы бірлер санына тең; әрбір ),...,,( 21 n нолдер мен бірлердің бірлік 

жиынтығына барлық айнымалылардың элементар конъюнкциясы сәйкес келеді: 

егер 0i  болса,  онда ix  терісімен жазылады, ал  егер 1i  болса,  онда ix  

өзгеріссіз жазылады. 

 Мысалы 2.3.7 - ДҚФ түрінде жазылған zyxyzx  , функцияны 

МДҚФ-ке келтіру керек 

 Ақиқат кестесін құрамыз: 

                             

                          2.3.1 кесте 

x  y  z  x  y  zy   yx   zyx  yzx    

0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 

0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 
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0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 

1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 

1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 

1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 

1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 

 Функция аргументтің келесі мәндерінде 1 мәнін қабылдайды:  

)}1,1,1(),0,1,1(),1,0,1(),0,0,1(),1,1,0(),01,0{(  - бұл оның бірлік жиынтықтары. Жоғарыда 

келтірілген ереже бойынша xyzzxyzyxzyxyzxzyx   - МДҚФ. 

 Формуланы МКҚФ-ке келіру МДҚФ-ке келіру сияқты жүргізіледі. Екі 

әдіс арқылы МКҚФ-ке келтіруге болады:  

 а) элементар түрлендіру әдісі;  

 б) ақиқат кестесінен функцияның нөлдік жиынтықтыры жазып алынады; 

),...,( 1 nxxf  функциясының МКҚФ-дағы элементар дизъюнкция саны f  мәнінің 

бағанындағы нөлдер санына тең; әрбір ),...,,( 21 n нолдер мен бірлердің нөлдік 

жиынтығына барлық айнымалылардың элементар дизъюнкциясы сәйкес келеді: 

егер  1i  болса,  онда ix  терісімен жазылады, ал  егер 0i  болса,  онда ix  

өзгеріссіз жазылады. 

 Мысалы 2.3.8 – Алдыңғы мысалдағы функцияны қарастырайық: 

zyxyzx  . Оны МКҚФ-ке екі әдіспен келтіреміз: 

 а)  )()( zyxzyxzyxyzxzyxyzx  

;МКҚФ)()(

)())((





yxzyzxyxzyzxyxzyzxyxzyxzyxzyzx

yyxzyxzyzxxzyxzyzxxzyxzyzxyyxzxyxzy
 

 б) 2.3.1 кестеден нөлдік жиынтықты теріп жазамыз: )0,1,0()0,0,0(0   , 

яғни, жоғарыдағы әдіс бойынша   )()( zyxzyx  - МКҚФ. 

  

 2.4 Дәріс 7. Буль функцияларын минимизациялау 

 

 Дәріс мазмұны: ДҚФ классында буль функцияларын минимизациялау; 

Карно картасы. 

 Дәріс мақсаты: минимизациялау ұғымының мағынасы; минимизациялау 

әдісінің бірін қарастыру. 

  

 Қолданбалы есептерді шығарғанда логикалық формулаларды  

минимизациялау қажеттігі жиі туындайды.  Мысалы, ең аз айнымалылы немесе 

ең аз қисабы бар формулаларды және т.б. табу есертері. Қазіргі уақытта 

айнымалы ең аз енетін дизъюнктивті формаларды табу терең зерттелген.  

Айнымалының енуі деп айнымалының формуладағы алатын орны түсініледі. 

       Анықтама. Минималды ДҚФ деп айнымаллары ең аз етін ДҚФ айтылады.       
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 Минималды ДҚФ-ты табудың бірнеше әдісі бар (Квайн әдісі, белгісіздер 

коэффициенті, гиперкуб көмегімен және т.б.). Ең қарапайымына тоқтаймыз –

Карно картасын (диаграммасын) қолдану арқылы.       

 Карно картасы – бұл әрбір тор (ұяшық) барлық айнымалылардың қандай 

да бір элементар конъюнкцияға сәйкес келетін кесте. nxxx ,...,, 21   n айнымалылы 

функция үшін n2  мәндерінің 0 және 1-ден тұратын мүмкін комбинациясы 

сәйкес келеді. Яғни, n=2 болса, 422   элементар конъюнкциялар yxyxyxxy ,,, , 

оларға 0 және 1-лердің келесі жиынтықтары сәйкес келеді: (1,1), (1,0), (0,1), 

(0,0); n=3 болса,  823   - zyxzxyxyz ,,,   - (1,1,1), (1,1,0),…,(0,0,0) және т.с.с. 

Карно картасы 2 2n k k   өлшемді кесте түрінде құрылады, оның бағанына  

kxxx ,...,, 21  айнымалыларының мәндері, жолдары - nkk xxx ,...,, 21   (немесе 

керісінше). Жалпы, бір функцияның бірнеше картасы болуы мүмкін, тек 

ұяшықтарды біріктіру  (тігінен, не көлденеңінен) бір айнымалының мәніне 

өзгешеленуі керек. Көбіне бір, екі, үш және төрт айнымалылы функцияны 

қарастырамыз. Олар үшін Карно картасы келесі түрде болады:  

 а) екі х, у айнымалылы функция үшін Карно картасы 2.4.1 суретте;  

 б) үш zyx ,,  айнымалылы функция үшін - 2.4.2 суретте;  

 в) төрт tzyx ,,,  айнымалылы функция үшін - 2.4.3 суретте. 

                                                                                     
             2.4.1 сурет              2.4.2 сурет                               2.4.3 сурет 

  

 Буль функциясының минималды ДҚФ анықтау үшін алдымен оның 

МДҚФ табу керек. Содан соң МДҚФ-тағы әрбір элементар конъюнкцияны 

Карно картасында бірмен белгілеу керек.  

      Мысал 2.4.1 -  yxxy 1  және zyxzyxzxy 2   функциялары МДҚФ 

формасында жазылған. 1  үшін Карно картасы 2.4.4 суретте; 2  үшін 2.4.5 

суретте.                                                              

                                                                     
                                   2.4.4 сурет                           2.4.5 сурет 

         

 Айта кетелік, егер Карно картасында 2, 4, 8 көрші ұяшықтарда (тігінен не 

көлденең) 1 тұрса, онда бұл ұяшықтар блоктарға бірігеді (картада олар  сопақ 



 33 

сызықпен белгіленеді), және осы блоктарға сәйкес элементар 

конъюнкциялардың дизъюнкциясын қысқартуға болады. 2.4.1 мысалдағы 1  

функция үшін 2 ұяшықты блок аламыз (2.4.4 суретте сопақ сызықпен 

белгіленген). Бұл блокқа yxxy   дизъюнкциясы сәйкес келеді, оны қысқартсақ:  

 yxxy xxyyx  1)( . Сонымен, 2 ұяшықты блок бір х айнымалысына тең 

болады, дәлірек айтқанда осы блокты толық «қамтитын» айнымалы. Формула 

қысқартылды: x1 . 

 2  функциясы үшін де 2 ұяшықты блок аламыз (2.4.5 суретті қара), оған 

элементар конъюнкциялардың дизъюнкциясы сәйкес келеді zyxzxy  . Оны 

қысқартсақ zy , яғни  үш айнымалылы 2 ұяшықты блокқа осы блокты 

«қамтитын» екі айнымалылы конъюнкция сәйкестенді. Формула қысқартылды: 

zyxzy 2 .  

 Тағы бірнеше мысал қарастырайық. 

Мысал 2.4.2 - zyxzyxyzxxyz   - функцияның МДҚФ. Оның  Карно 

картасы 2.4.6. суретте бейнеленген. z картаның екі шетінде де 

орналасқандықтан, картаны  «бұрауға» болады және картаның бұрыштары  төрт 

ұяшықты блок құрайды деп есептейміз. Бұл ұяшықтарды z айнымалысы 

қамтиды. Сонымен функцияның МДҚФ-ы:  

z . 

 

                       
                                 

                                     2.4.6 сурет                             2.4.7 сурет 

           

 Мысал 2.4.3 - ztyxyztxztyxxyzt  - функцияның МДҚФ. Оның  Карно 

картасы 2.4.7. суретте бейнеленген. Картада z  және t  айнымалыларын 

қамтитын төрт ұяшықты блок бар, сондықтан  функцияның МДҚФ-ы: zt . 

       Мысал 2.4.4 - xyzttzxytxyztzxytxyzzxytxyzt   tzyxtzyx  

tyxzyxzt   - функцияның МДҚФ. Оның  Карно картасы 2.4.8. суретте 

бейнеленген.  
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2.4.8 сурет 

  

 Картада 8 ұяшықты блокты y айнымалысы қамтиды, төрт ұяшықты екі 

блокты сәйкес элементар конъюнкциялар xt  және xz  қамтиды. Сондықтан  

функцияның МДҚФ-ы: xzxty  . 

      

 2.5 Дәріс 8. Буль алгебрасының изоморфизмі. Математикалық 

логиканың кейбір қолданулары 

 

 Дәріс мазмұны: буль  алгебрасы және жиындар теориясы; коммутациялық 

сұлбалар. 

 Дәріс мақсаты: буль  алгебрасының изоморфизмінің маңыздылығын атап 

өту; жоғарыда атап өтілген материалдың қолдану мысалдарын көрсету. 

 

    Буль алгебрасы және жиындар теориясы. 

          Жиындарға қолданылатын қисаптардың қасиеттері мен логикалық 

қисаптар арасындағы аналогты байқауға болады. Бұл кездейсоқ емес. 

 Анықтама. 1) - 9) шарттарын қанағаттандыратын (буль алгебрасының 

негізгі эквивалентті қарым-қатынастары немесе жиындарға қолданылатын 

қисаптардың негізгі қасиеттерін қара) екі бинарлы және бір унарлы операциясы 

бар кез келген алгебра буль алгебрасы деп аталады. 

 Сонымен, буль алгебрасы: 

а) ),,,( 2 P  - конъюнкция,  дизъюнкция, теріске шығару қисаптарымен 

барлық буль алгебрасы; 

б) ),,),(( 2 mP  - m айнымалылы  логикалық функциялардың буль 

алгебрасы – бұл ),,,( 2 P  алгебрасының ішкі алгебрасы, себебі 2 2( )P m P ; 

в) (P  ),,),( U - U  универсумдағы қиылысу, бірігу, толықтауыш 

қисаптарымен жиындардың буль алгебрасы;  

 г) ),,,( nB   - n ұзындықты екілік векторлардың  буль алгебрасы, мұнда 

),,...,,( 21 n   ),...,,( 21 n   екілік векторларға  логикалық қисаптар келесі 

жолмен анықталады 

  1) ),...,,( 2211 nn   , мұндағы  егер 1 ii  , онда 

,1 ii  ; кез келген жағдайда 0i i   ; 



 35 

  2) ),...,,( 2211 nn   , мұндағы егер 0,0  ii   онда 

,0 ii  ; кез келген жағдайда 1i i   ; 

  3) ),...,( ni   , мұндағы егер 1i , онда ,0i  егер  0i  , онда 1i  . 

Егер P ),(U nB  және )(2 mP  жиындарының қуаттары тең болса  

( P 2( ) ( )nU B P m  ), онда олардың арасында өзара бірмәнді сәйкестік орнатуға 

болады, ал сәйкес буль  алгебралары изоморфты бола алады.  Буль  

алгебраларының изоморфизмі компьютер есептеулерінде кеңінен қолданылады, 

мысалы, жиындарға немесе логикалық функцияларға қолданылатын 

қисаптардың орнына олардың изоморфты аналогтары – екілік векторларға  

разряд бойынша операциялар орындалады.  

 

Коммутациялық сұлбалар. 

       Математикалық логиканың техникалық сұрақтарда қолданылатындығы 

ХХ ғасырдың 30-шы жылдары анықталды.  Мысалы, электр шынжыры мен 

логикалық функциялар арасындағы байланыс байқалды. Бұл жаңалық ЭЕМ 

дамуына әсер етті. Осы байланыстың қысқартылған түрін қарастырайық.  

Релейлі-байланыс құрылғыларының басты элементі электр-механикалық 

реле болып табылады (ауыстырып-қосқыш). Реле шынжырды бекітеді және 

ажырата да алады.  Шынжыр тұйық болғанда (тоқ өтеді), р-ға  1 мәнін береміз, 

ал шынжыр ажыратылғанда (тоқ өтпейеді), р-ға  0 мәнін береміз. 

2.5.1 суреттегі электр шынжырын қарастырайық. p және q контакттерінің 

былай орналасуында лампы жанады (яғни сұлба 1 мәнін қабылдайды), егер  p 

және q ауыстырып-қосқыштың екеуі де тұйықталған болса (яғни 1 мәнін 

қабылдайды). Сонымен, бұл сұлба qp   логикалық формуласына сәйкес келеді, 

ал ауыстырып-қосқыштың бұлай орналасуы «p және q» логикалық элементі 

немесе  логикалық көбейту сұлбасы деп аталады. Оны сұлбалы түрде 2.5.2 

суреттегідей бейнелейді.  

                              

         

 

                                                              

                                               

 

 

 

                              2.5.1  сурет                          2.5.2  сурет                                         

  

2.5.3 суреттегі сұлбаны қарастырамыз. Бұл шынжырда лампочка жанады 

және сұлба мәні 1-ге тең. Егер p немесе q екі контакттің ең болмағанда біреуі, 

немесе екеуі де тұйықталған болса, яғни немесе 1p , немесе 1q , немесе екеуі 

де 1 qp . Сонымен, бұл сұлба qp  логикалық формуласына сәйкес келеді, ал 

ауыстырып-қосқыштың бұлай орналасуы «p немесе q» логикалық элементі 



 36 

немесе  логикалық қосу сұлбасы деп аталады. Оны сұлбалы түрде 2.5.4 

суреттегідей бейнелейді.  

 

                                                                                        

 

                                             

                                       
  

 

 

           2.5.3 сурет                        2.5.4  сурет                 2.5.5 сурет 

 

Егер бір ғана  p ауыстырып-қосқышы бар сұлба қарастырсақ, онда ол 

келесі қасиетке ие болады:  p  тұйықталғанда ғана лампа жанады (яғни р=0 

болғанда сұлба 1 мәнін қабылдайды, р=1 болғанда сұлба 0 мәнін қабылдайды), 

онда бұл сұлба p  сәйкес келеді. Бұндай  логикалық  «р емес» немесе инвертор 

деп аталады, оны жиі 2.5.5 суреттегідей бейнелейді.      

 Қарапайым логикалық формулалар қолданылатын сұлба мысалдарды 

қарастырайық. 

 Мысал 2.5.1 - 2.5.6 суреттегі сұлба )()( 3121 xxxx   формуласына 

(ауыстырып-қосқыш  функциясына немесе өткізгіштік функциясына)  сәйкес; 

1 2 1 2( ) ( )x x x x    формуласының сұлбасы 2.5.7 суретте бейнеленген; 2.5.8 

суреттегі сұлба )())(( 21321 xxxxx   формуласына сәйкес. 

 

 

 

                                                                                  

 

             2.5.6 сурет                    2.5.7 сурет                       2.5.8  сурет                              

  

 Кез келген логикалық  формуланы ДҚФ немесе КҚФ-ке келтіруге 

болғандықтан, оған әрқашан контакт сұлбасын құруға болады. Өткізгіштіктің 

анықтаушы функциясының формуласы неғұрлым қарапайым болса, соғұрлым 

сұлба да қарапайым. Сондықтан сұлбаны қысқарту есебі сәйкес функцияны 

қысқартуға әкеледі. Жоғарыда бұндай есептерді шығардық. 

  Мысал 2.5.2 - 2.5.9 суреттегі сұлбаны қысқартайық.    

 
2.5.9 сурет 



 37 

      Ауыстырып-қосқыш  функцияны құрамыз 

 )()()((),,( zxzyyxzyxf  . 

   Эквивалентті түрлендірулерді қолданып, осы функцияны қысқартамыз. 
 )())()((),,( zxzyyxzyxf  )()( zxzyzxyx  

zyxzyxzxyzy  )(1)()1( . 

  Соңғы формулаға қысқартылған сұлба сәйкес келеді: 

 
2.5.10 сурет 
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