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Введение 

          Это методическое указание представляет собой 1-ю часть расчетно-

графической работы по курсу «Математический анализ», который изучается 

студентами специальности  5В060200 - Информатика     всех    форм  обучения      

АУЭС. 

          Расчетно-графическая работа написана в соответствии с действующей 

программой по курсу «Математический анализ» для студентов специальности 

5В060200. Настоящее методическое указание адресовано преподавателям и 

студентам и предназначено для проведения самостоятельной работы во время 

аудиторных занятий и выдачи индивидуальных домашних заданий. Здесь 

содержится материал по теории пределов функции, функциям от нескольких 

переменных. 

          Данный РГР состоит из 14 расчетных заданий  по 30 вариантов каждый. 

В конце приведено решение типового варианта, где дано подробное решение 

каждого задания. Также приводятся основные  теоретические вопросы, 

которые должны освоить студенты по этому разделу математики. 

         РГР выполняется на отдельной тонкой тетради, в номере каждого 

задания вторая цифра указывает на вариант. 
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           1 Расчетно-графическая работа №1. Введение в анализ. 

Дифференциальное исчисление функции одной и нескольких переменных 

 

          Цель: научить студентов применять теоретические знания для 

вычисления пределов функций  по основным  свойствам пределов. Также 

уметь применять основные определения непрерывности и  формулы 

дифференцируемости функций многих переменных для решения 

практических задач.   Привить навыки исследования функций с помощью 

производной. 

 

 

 

 

          1.1  Расчетные задания 

 

          Задание 1. Найти пределы.                                             

 

1.1   
25

5
lim

2

2

5 



 x

xx

x
       1.2  

56

158
lim

2

2

5 



 xx

xx

x
 1.3   

xx

xx

x 3

32
lim

2

2

3 




 

1.4   
xx

xx

x 



 62

12
lim

2

4
 1.5  

24

32
lim

2

3 



 xx

xx

x
 1.6   

24

32
lim

2

4 



 xx

xx

x
 

1.7   
86

6102
lim

24 



 xx

xx

x
 1.8  

21

232
lim

xx

xx

x 




 1.9   

103

624
lim

22 



 xx

xx

x
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1.10 
xx

xx

x 



 91

127
lim

2

4
 1.11 

xx

x

x 491

4
lim

2

2 




 1.12 

xx

xx

x 



 71

6
lim

2

3
 

1.13 
505

1621
lim

22 



 xx

xx

x
 1.14 

152

91
lim

25 



 xx

xx

x
 1.15 

xx

xx

x 



 111

352
lim

2

3
 

1.16  
5173

65
lim

2

3 



 xx

xx

x
 1.17 

505

73
lim

22 



 xx

xx

x
 1.18 

16

45
lim

2

2

4 



 x

xx

x
 

1.19  
6

145
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
 1.20 

xx

xx

x 3

92
lim

2

2

3 




   1.21 

xx

xx

x 295

16
lim

2

4 




 

1.22 
104

152
lim

2

3 



 xx

xx

x
 1.23 

127

17
lim

24 



 xx

xx

x
   1.24 

xx

xx

x 6

1327
lim

26 




 

1.25 
2

21
lim

26 



 xx

xx

x
 1.26 

103

224
lim

6 



 xx

xx

x
 1.27 

xx

xx

x 295

365
lim

2

4 




 

1.28 
xx

x

x 4

16
lim

2

2

4 




    1.29 

1

109
lim

2

2

1 



 x

xx

x
 1.30 

9

65
lim

2

2

3 



 x

xx

x
 

 

    

        Задание 2. Найти пределы.    

                                          

2.1 
63

55
lim

2

2





 xx

xx

x
     2.2   

623

5
lim

4

4





 ÷x

xx

x
   2.3 

17

65
lim

3

32





 xx

xx

x
    

2.4    
23

2

32

924
lim

xxx

xx

x 




 2.5   

43

43

53

52
lim

xxx

xx

x 




 2.6   

2

52
lim

54

33





 xx

xx

x
 

2.7    
32

52
lim

25

23





 xx

xxx

x
 2.8   

423

4

232

34
lim

xxx

xx

x 




 2.9   

453

26
lim

3

23





 xx

xx

x
   

2.10  
54

25

927

325
lim

xx

xx

x 




 2.11 

52

45

231

2
lim

xx

xxx

x 




 2.12 

72

352
lim

23

3





 xx

xx

x
  

2.13  
13

34
lim

23

32





 xx

xx

x
 2.14 

32

32

5

9
lim

xxx

xx

x 




 2.15 

632

53
lim

24

34





 xx

xx

x
 

2.16  
42

42

43

125
lim

xxx

xx

x 




 2.17 

432

25

43

105
lim

xxx

xx

x 




 2.18 

163

643
lim

2

2





 xx

xx

x
 

2.19  
723

5
lim

46

6





 xx

xx

x
 2.20 

17

65
lim

3

432





 xx

xxx

x
   2.21 

232

95
lim

3

32





 xx

xxx

x
 

2.22  
53

45

53

532
lim

xx

xx

x 




 2.23 

26

525
lim

54

53





 xx

xx

x
 2.24 

69

52
lim

25

25





 xx

xxx

x
 

2.25  
423

4

123

325
lim

xxx

xx

x 




 2.26 

157

23
lim

3

23





 xx

xx

x
      2.27 

54

25

757

34
lim

xx

xx

x 




 

2.28  
54

632
lim

2

2





 xx

xx

x
 2.29 

5

63
lim

2

32





 xx

xx

x
 2.30 

63

53
lim

3

2





 xx

xx

x
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        Задание 3. Найти пределы.   

                                           

3.1    
x

x

x 2sin

5
lim

0
         3.2    

20 3

10cos1
lim

x

x

x




 3.3    

20 2

sin4sin
lim

x

xx

x




  

3.4    
20

23sin
lim

x

xtgx

x




 3.5    

x

xarctg

x 2

5
lim

0
  3.6    

20 2

5cos1
lim

x

x

x




 

3.7    
xxtg

x

x 42sin

5
lim

2

0
 

3.8    
20 5

2
2

sin

lim
x

xtg
x

x 
 

3.9    
xtg

x

x 3

5
lim

0
    

3.10  
xx

xtg

x 6sin

3
lim

2

0
 3.11  

x

x

x 3cos1
lim

2

0 
 3.12  

xx

x

x 4sin3

6cos1
lim

0




  

3.13  
2

2

0

cos2sin
lim

x

xx

x 
 3.14  

xx

x

x 5arcsin

3sin
lim

2

0
 3.15  

xx

x

x 4sin

8cos1
lim

0




 

3.16  
xx

x

x 3cos

4sin
lim

2

2

0
 3.17  

xtgx

x

x 2

7sin
lim

2

0
 3.18  

xtgx

x

x 2sin

8
lim

2

0
    

3.19  
20 2

6cos1
lim

x

x

x




 3.20  

20 3

5sin
lim

x

tgxx

x




 3.21  

20 6

53sin
lim

x

xarctgx

x




 

3.22  
x

xxarctg

x 2sin

5
lim

20
 3.23  

20 4

5cos3sin
lim

x

xx

x




 3.24  

xxtg

x

x 6arcsin

3
lim

2

0
 

3.25  
20 6

2
2

3
sin

lim
x

xarctg
x

x
 

3.26  
xarctg

x

x 3

6
lim

0
        3.27  

xx

xtg

x 6arcsin

2
lim

2

0
 

3.28 
x

x

x 5sin

8sin
lim

0
 3.29 

20 2

4cos1
lim

x

x

x




 3.30 

x

xarctg

x 4

5
lim

0
 

 

        Задание 4. Найти пределы.    

                                          

4.1   
x

x x

5

4

5
1lim












  4.2   

x

x x

5
6

1lim












  4.3   

x

x x

5
3

1lim












  

4.4    
24

23

23
lim
















x

x x

x
 4.5   

x

x x

x















5

22

23
lim  4.6   

13

12

52
lim
















x

x x

x
 

4.7    
52

23

13
lim
















x

x x

x
 4.8     1

1
34lim 


 x

x

x
x  4.9     2

3

2
3lim 


 x

x

x
x  

4.10  
x

x x

x
2

1

5
lim
















 4.11   x

x
x 


 1

5

1
23lim  4.12 

x

x x

3
5

1lim 










 

 

4.13    42

3

2
25lim 


 x

x

x
x  4.14 

52

13

43
lim
















x

x x

x
 4.15 

x

x x

x
2

41

34
lim
















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4.16  
x

x x

x
2

53

13
lim
















 4.17   55

3

1
45lim 


 x

x

x
x  4.18 

x

x x

5

2

3
1lim 











 

4.19  
x

x x

5

3

4
1lim 











 

 

4.20 
x

x x

3
4

1lim












  4.21 

2

15

25
lim
















x

x x

x
 

4.22  
x

x x

x















2

21

25
lim  4.23 

12

25

35
lim
















x

x x

x
 

 

4.24 
5

72

12
lim
















x

x x

x
 

4.25    2

4

2
74lim 


 x

x

x
x  4.26   2

3

2
3lim 


 x

x

x
x  4.27 

x

x x

x
5

13

53
lim 














 

 

4.28  
x

x x

3

2

7
1lim 











 4.29 

x

x x

3
5

1lim 










 4.30 

x

x x

2
7

1lim












  

 

         

         Задание 5. Исследовать данную функцию на непрерывность и построить 

ее график. 

 

5.1    
 

















.1,2

,11,1

,1,1

2

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 5.2    

 
















.1,4

,11,1

,1,3

2

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 

 

5.3    
   

















.3,1

,362,2

,2,

2

xеслиx

еслиx

xеслиx

xf
 5.4    

 
















.2,3

,20,1

,0,sin

2

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 

 

5.5    
 

















.2,3

,21,

,1,

2

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 5.6    

 
















.,2

,0,cos

,0,1





xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
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5.7    
 

 

 
















.0,1

,02,1

,2,2

2

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 

5.8     























.
8

,2

,
8

0,2

,0,2





xесли

xеслиxtg

xеслиx

xf  

5.9     
 

















.1,0

,10,1

,0,3

2

xесли

xеслиx

xеслиx

xf
 5.10  

 
















.4,2

,40,

,0,4

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 

5.11   
 


















.2,2

,21,

,1,5

2

2

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 5.12  

 
















.3,1

,30,2

,0,12

xесли

xеслиx

xеслиx

xf
 

5.13   
 

















.3,4

,30,1

,0,2sin

xесли

xеслиx

xеслиx

xf
 5.14   

 
















.,0

,,

,,cos

22







xесли

xеслиx

xеслиx

xf
 

5.15    























.
2

,3

,
2

0,
2

,0,





xесли

xесли
x

tg

xеслиx

xf  
5.16   

 
















.,1

,0,sin

,0,2





xесли

xеслиx

xеслиx

xf
 

5.17   
 























.
2

,

,
2

0,cos

,0,1





xеслиx

xеслиx

xесли

xf
 

5.18   
 





















.,
2

,0,

,0,2sin






xесли

xеслиx

xеслиx

xf
 

 

5.19   
 

















.,sin

,2,5

,2,12





xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 5.20    

 
















.4,2

,40,12

,0,cos

2

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
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5.21   
   

















.0,1

,02,1

,2,2

2

2

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 

5.22      























.
8

,1

,
8

0,2sin

,0,2





xесли

xеслиx

xеслиx

xf  

 

5.23   
 

















.2,3

,21,1

,1,3

2

xесли

xеслиx

xеслиx

xf
 5.24     

 
















.3,1

,31,1

,0,4

xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 

 

 

5.25    
 

















.3,2

,31,

,1,

2 xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 

5.26     
 

















.4,4

,40,

,0,12

xесли

xеслиx

xеслиx

xf
 

 

5.27     
















.1,2

,10,1

,0,

xесли

xеслиx

xеслиtgx

xf  5.28      
















.3,5

,30,1

,0,cos

2 xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf  

5.29     
 























.
2

,1

,
2

0,cos

,0,





xесли

xеслиx

xеслиx

xf
            

5.30     
 

















.,

,0,sin

,0,12





xеслиx

xеслиx

xеслиx

xf
 

 

        Задание 6. Найти производные 
dx

dy
 функции.  

 

6.1       
11

2
235

23 


xx
xy  6.2       25)4( 23  xxxxy  

6.3        xxxy  35)cos5(  6.4       3 32 cos23sin xxxy   

6.5        53 2)3sin2( xxxy   6.6       3 32 54cos tgxxxy   

6.7        
x

xx
y

3cos2

3cos




  6.8       

36

52
3 




xx

x
y  



11 
 

6.9        
32

54
2 




xx

x
y  6.10     

225

23

xx

x
y




  

6.11     
26

8
3

2






xx

xx
y  6.12     

25 3

43

xx

x
y




  

6.13     
8

2
3

2






x

xx
y  6.14     

xx

xx
y

3

43
3

2




  

6.15     
6

14
3 




xx

x
y  6.16     

3

52
2

2






x

xx
y  

6.17     
4

14
2

3






x

xx
y  6.18     

2

34

9

632

xx

xx
y




  

6.19     
62

62
ln






x

x

y  6.20     
63

23
24 




xx

x
y  

6.21     
58

43
2 




xx

x
y  6.22     

3

43
3 




xx

x
y  

6.23     24 31 xxy   6.24     
15

5
2

3






xx

xx
y  

6.25     
52

32
4 




xx

x
y  6.26     

xx

xx
y

8

25
2

2




  

6.27     
xx

xx
y

3

52
2

3




  6.28     

3

25
23 




xx

x
y  

6.29    
23

73

2

2






xx

xx
y  6.30     

34

12
2

23






xx

xx
y  

      

        Задание 7.  Найти производные  функции.  

 

7.1        32sin 53  xy  7.2         12 23  xtgy  

7.3       42

3 )3)1((log tgxxy   7.4         52 4ln xey xtg   

7.5       32

2 )2)3((log ctgxxxy   7.6         32 )24ln(  xey x  

7.7       32 )3ln( xxxy   7.8        53)]31ln(2[ xy tgx   

7.9       )1ln(5 2   xx ey  7.10      xxxy 3sin2cos 2  

7.11     422sin )2( xtgy x   7.12      4)1( )22(   xy xctg  

7.13     234sin )5( xctgy x   7.14      43 )sin3( xy xtg   

7.15     322cos )( xey x   7.16      34ln )cos3( xy x   

7.17     344cos )( xey x   7.18      23 ))32(ln(cos xtgxy   

7.19     322 )4sin3( xxy   7.20      xey x 3cos1 25 5    
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7.21     73cos )23( xy x   7.22      )ln(3
22 xey xx   

7.23     
x

ctgx
y

3sin

5
  7.24      22sin )( ctgxey x   

7.25     52)1( )33(   xy xtg  7.26      33sin )4( tgxy x   

7.27     35 )cos2( xy xctg   7.28      342 )3( xy xtg   

7.29     22ln )sin34( xy x   7.30      432sin )3( xy x   

 

 

         Задание 8. Продифференцировать данные  функции. 

 

8.1      xxy sin  8.2      
2
xxy   

8.3      xxy   8.4       xarctgxy ln  

8.5       xarctgxy 2  8.6       xxy 21  

8.7        x
tgxy

sin
  8.8       xxy sin  

8.9       
3

sin
x

xy   8.10      x
xy

ln
2  

8.11     xxy 21  8.12      x
xctgy

3sin
3  

8.13     tgx
xy ln  8.14      x

xy
sin

cos  

8.15      x
tgxy

2sin
  8.16      x

xxy
cos2 ln  

8.17      x
xxy

sin2  8.18     arctgx

xy  1  

8.19     xxy 13   8.20      x
xy cos  

8.21      x
xy

3
arccos  8.22     

2

1
x

xy   

8.23     x
xy

sin
2cos  8.24     xxy arcsin  

8.25    
2

ln
x

xy   8.26     xxy 2ln   

8.27     x
xy

sin21  8.28      x
xtgy

4sin
4  

8.29     xtg
xy

2
  8.30      x

xy
sin3 1  

 

          Задание 9. Продифференцировать данные  функции. 

 

9.1          02  yx
y

x
tg  9.2        0arccos3  yyx  

9.3          023  xxyctgx  9.4           011  yx ee  

9.5           
x
yexy 2ln  9.6        0232  xyyx  

9.7          0)sin(522  yxyx  9.8        5)ln(323  yxyx  

9.9          0223  tgxyx y  9.10      )(3sin yxtgxy   
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9.11        023  xx eyex  9.12        0ln 22  tgyyx  

9.13        02cos  tgxyx  9.14      0)32ln(22  yxyx  

9.15        03ln  yyxex  9.16      0ln  ytgxx  

9.17        0222  xyee yx  9.18        0sin23  yxyx  

9.19        043ln  yxyx  9.20      0ln 22   xx eeyx  

9.21        
y
xexy  )ln( 2  9.22      0523  xyyx  

9.23          02sin323 22  yxyx  9.24      0)ln(23  xyyx  

9.25        0sin2 22  xeyx y  9.26       yxctgyx  2sin  

9.27        03 2  yx eey  9.28      0)ln( 22  ctgyyx  

9.29        0)2sin(  ctgxyx  9.30      0)2ln(23  yxyx  

 

 

          Задание 10. Продифференцировать данные  функции. 

 

10.1          








tty

ttgtx

ln3

22

 10.2           










22

2

42

2

tty

ttx
 

10.3          








tty

tx

ln

sin

2
 

10.4           















2

3

2

3

3

t

t
y

tx

 

10.5          




















5

3

2

3

2

t

t
y

t

t
x

 
10.6           














241

3

2

t
y

tarctgx

 

10.7           










42

3

2

ln

tty

ttx
 10.8             











2

22

tgty

ttx
 

10.9           
 









)3cos(

3sin3

ty

tx
 10.10           











3

2

43

ln

tty

ttx
 

10.11         








ty

ttx

sin1

cos
 10.12           











tty

ttx

sin3

2

2

2

 

10.13         










ty

tx

2

2

cos

ln
 10.14           

 








ty

tx

2cos

2ln 3

 

10.15         










tty

ttx

ln

2

2

4

 10.16           










ty

tx

t

t

cos3

sin3
 

10.17         








ty

tx

3sin4

2cos3
 10.18           











ty

tx

cos2

2 3
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10.19         










ty

tex t

5sin

2

 10.20           
 









ttgy

tx

2

1sin 2

 

10.21         




















5

3

2

3

2

2

t

t
y

t

t
x

 
10.22           














231

4

2

t
y

ttgx

 

10.23         










32

2

23

ln

tty

ttx
 10.24           











2

22 32

arctgty

ttx
 

10.25         










)4cos(

)2sin(

2

3

ty

tx
 10.26           











3

3

4tty

ttx
 

10.27         








ty

ttx

2sin

cos
 10.28           











tty

ttx

sin2

ln

2

2

 

10.29         










ty

tx

2

3

sin

ln
 10.30           











)2cos(

)2sin(

3

3

ty

tx
 

 

      

          Задание 11. Исследовать функцию и построить ее график. 

  

11.1   
x

x
y

22 
       11.2   

32

3




x

x
y  11.3    

12

2




x

x
y  

11.4   
24 x

x
y


  

 

11.5   
x

x
y




2

2

 11.6    
2

32






x

x
y  

11.7    
12 


x

x
xy  11.8     

3

72






x

x
y  

 

11.9     
42

3






x

xx
y  

11.10  
2

2
2 


x

x
y  11.11  

24

3

x

x
y


  11.12   

4

4
2

2






x

x
y  

 

11.13  
1

2
2 


x

x
y  11.14  

x

x
y

62 
  11.15  

2

32






x

x
y  

11.16  
2

2
2 


x

x
y  

 

11.17  
3

122






x

xx
y  11.18   

x

xx
y

322 
  

11.19  
4

1
2

2






x

x
y  11.20  

1

122






x

xx
y  

 

11.21  
2

2




x

x
y  
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11.22  
2

2
2 




x

x
y  11.23   

2

2




x

x
xy  11.24   

3

32






x

x
y  

 

11.25  
12

2






x

xx
y  11.26  

22 


x

x
y  11.27   

24

2

x

x
y


  

11.28  
3

3
2

2






x

x
y  

 

11.29  
42 


x

x
y  11.30    

2

2 3

x

x
y


  

 

 

 

          Задание 12. Для функции  yxfz ,   найти:  .);,);,) dzc
y

u

x

u
bzyza








  

12.1   
22 yxez   12.11     yxctgz 94   12.21     yxz 9sin 2   

12.2    yxctgz 5  12.12     yxtgz 45   12.22    
22 yxez   

12.3    2yxtgz   12.13     24 3cos yxz   12.23     yxctgz 23   

12.4    34 2ln yxz   12.14    234 yxz   12.24     yxtgz  2  

12.5    yxz  7cos  12.15    
22

7 yxz   12.25     22ln yxz   

12.6    22sin yxz   12.16    
22 yxez   12.26     yxz  7cos  

12.7    22cos yxz   12.17     yxctgz  2  12.27     32sin yxz   

12.8   24sin yxz   12.18    
y

x
tgz   12.28     43 2sin xxz   

12.9    
22

9 yxz   12.19     2ln yxz   12.29    yxz  27  

12.10  
22 yxez   12.20     yxz 83cos   12.30    

22

5 yxz   

 

          Задание 13. Дана функция  yxfz , . 

          Найти:  

;);,,)
2

22

2

2

dzb
y

z

yx

z

x

z
a












с) убедиться, что 

xy

z

yx

z








 2

 . 

13.1 

 52 2yxz   

13.11 

 923 yxz   

13.21 

 22yxz   

13.2 

 234 yxz   

13.12 

 322 35 yxz   

13.22 

 72 yxz   

13.3 

 42 25 yxz   

13.13 

 22 4yxz   

13.23 

 4
3yxz   

13.4 

 232 yxz   

13.14 
42  xyez  

13.24 

 332 23 yxz   
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13.5 

 522 54 yxz   

13.15 

 2cos xyz   

13.25 
222 yxez   

13.6 
22 yxez   

13.16 
2yxez   

13.26 

2x

y
z   

13.7 

 94 yxz   

13.17 
33 yxez   

13.27 
53 yxz   

13.8 

 yxz 5cos   

13.18 

 2cos xyz   

13.28 

 94 yxz   

13.9 

 хуz sin  

13.19 

 ухz  2sin  

13.29 

 yxz 2sin  

13.10 

 223cos yxz   

13.20 
22 yxz   

13.30 

 4sin 33  yxz  

 

  

          Задание 14. Для функции  zyxfw ,,  найти частные производные  

z

w

y

w

x

w












,,   в точке  ooo zyxM ,,0 . 

 

14.1     222ln zyx   ,           3,2,50M  
14.16     










27
ln

y
x  ,              1,2,10M  

14.2    yxz ,                         4,2,10M  14.17     22 yxz   ,             1,1,00 M  

14.3    
22 yx

z


 ,                2,2,10M  14.18       yz

xsin ,                  







2,1,

6
0


M  

14.4      32ln yzx  ,                8,1,20M  14.19       222 2ln zyx  ,     0,1,20M  

14.5    
24 yx

z


,                   25,3,20M  14.20     3 22 zyx  ,           2,4,30M  

14.6    3 22 zyx  ,                1,2,30M  14.21      zxyarctg 2 ,          0,1,20M  

14.7     zx ln ,                 1,1,10M  
14.22     








 z

y

x 2

arcsin  ,         0,5,20M  

14.8    223 zyx  ,            1,0,30M  14.23     22 yxx  ,             1,0,10M  

14.9      22 yxze    ,                 1,0,00M  14.24       zyx  22cosln ,   








4
,0,00


M  

14.10    
 
z

yx sin
,              








3,

3
,

2
0


M  14.25      xyz sin  ,            4,0,20M  

14.11    222ln zyx  ,         oM 4,1,40  14.26     22 zxy  ,            0,1,10 M  
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14.12     yxxz  ,                1,1,30M  14.27     
2y

xz
arctg ,                1,1,20M  

14.13  zxyyx cos222  ,  








2
,4,30


M  14.28     










4
2sinln

z
yx ,    ,21,10M  

14.14    xyez  ,                    1,1,00M  14.29    
z

x

y

z

x

y
  ,              2,1,10M  

14.15      2arcsin zxy  ,        1,4,00M  14.30    
222

1

zyx 
,         2,2,10M  

 

           

 

          1.2 Решение типового варианта 

          Задание 1.  Найти пределы: а)
9

32
lim

2

2

3 



 x

xx

x
;      б) 

23

65
lim

2

1 



 x

xx

x
. 

          Решение. а) если подставим предельное значение 3x  в предел, то это 

приводит к неопределенности 
0

0
. Чтобы раскрыть эту неопределенность 

разложим  числитель и знаменатель на множители и сократим члены дроби на 

общий множитель  3x : 

                   
  
   3

2

6

4

3

1
lim

33

13
lim

0

0

9

32
lim

332

2

3






























 x

x

xx

xx

x

xx

xxx
. 

 

          б) в этом примере неопределенность вида 
0

0
. Поэтому  числитель и 

знаменатель дроби умножаем на  сопряженное  знаменателя:  

             

    

   .28236lim

43

23/61
lim

23)(23(

)23)(65(
lim

23

65
lim

1

1

2

1

2

1






















xx

x

xxx

xx

xxx

x

xx

x

xxx  

          Задание 2. Найти предел  .
235

42
lim

3

22





 xx

xx

x
  

          Решение. 

















 235

42
lim

3

22

xx

xx

x
, поэтому разделим числитель и 

знаменатель на 3x  и применим теорему о пределах функции:  

                           .
5

1

005

001

23
5lim

42
1lim

235

42
lim

32

3

3

22






































xx

xx

xx

xx

x

x

x
 

         Задание 3. Найти предел  .
6cos1

lim
20 x

x

x




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         Решение. .1832
3sin

lim2
3sin2

lim
0

06cos1
lim 2

2

02

2

020






















 x

x

x

x

x

x

xxx
 

         Задание 4. Найти предел    
43

12

32
lim
















x

x x

x
. 

         Решение. При x состояние 
12

32





x

x
 стремится к 1, а показатель степени 

43 x стремится к  , поэтому  имеем неопределенность вида 1 . 

         Представим  данную дробь следующим образом: 

                                      
12

4
1

12

412

12

32













xx

x

x

x
, 

тогда     
4343

12

4
1lim

12

32
lim































x

x

x

x xx

x
.  

         Положим y
x




4

12
,  отсюда  

                              .
2

11
64

2

14
343,

2

14






 y

y
x

y
x  

         Тогда     6

6
2

11
6 11

2

1
1lim

1
1lim

1
1lim e

yyy y

y

y

y

y


































. 

 

        Задание 5. Исследовать данную функцию на непрерывность и построить 

ее график.  

 

                                        
















.2,3

,21,2

,1,12

xегерx

xегерx

xегерx

xf  

          Решение. Функция задана различными аналитическими выражениями 

для различных областей изменения аргумента x . Область определения 

функции- множество всех действительных чисел. Каждая из функции   

3,2,12  xxx  непрерывна соответственно в интервалах   ).,2(,2;1),1;(    

          Функция может иметь разрыв только в точках 2,1  xx . 

          Определим односторонние пределы в точке :1x  

                              .22limlim,2)1(limlim
0101

2

0101



xxfxxf

xxxx
 

 

          Односторонние пределы равны. Значит, существует предел функции в 

этой точке:  
1

.2lim



x

xf          

          Значение функции в точке .2)1()(:1
1

2 
x

xxfx  Получили, что 

    21lim
1




fxf
x

. Следовательно, функция непрерывна в точке .1x  

          Для точки 2x  найдем:  

                                    .1)3(limlim,42limlim
02020202




xxfxxf
xxxx
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          Так как односторонние пределы функции  xf  в точке 2x  не равны 

между собой, то в этой точке функция имеет разрыв первого рода. В точке 

2x  скачок функции .3341   

     

          Задание 6. Найти производную функции .
8

37

2

2

xx

xx
y




   

           Решение. Применяем формулу производной от частного двух функции:   

                                                  .
2

'''

V

UVVU

V

U 









 

       

   
     

 

   
.

882

2456157

882

24956218311232144

882

37838722

8

37
82

83
872

8

378837

8

37

33

234

33

2324234

33

223

3

2

3

2
3

3

2
'

33'2
'

3

2
'

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxxxxxx

xxxx

xxxxxx

xx

xx
xx

x
xxx

xx

xxxxxxxx

xx

xx
y




















































 

 

 

          Задание 7. Найти производную сложной функции  42cos 25  xy .  

          Решение. Используем формулы производной от степенной, 

показательной и тригонометрической функции: 

         
.3sin5ln5)25(12

)3(cos5ln5)25(4)25()25(4))25((

3cos33cos

'3cos33cos'3cos33cos'3cos'

x

xy

xx

xxxxx




 

          Задание 8. Найти производную 
dx

dy
 функции   xxy 2cos32  . 

          Решение.  Прологарифмируем по основанию e  обе части равенства: 

              3ln2cosln 2  xxy . 

          Теперь дифференцируем обе части, считая yln  сложной функцией от 

переменной x : 

                                               ,))ln(cos4(sinln ''
xxy   

               ).
3

2cos
)3ln(2sin22cos3ln(3ln2cos

1
2

2'22''




x

xx
xxxxxxy

y
 

           Производная степенно-показательной функции можно найти используя 

формулу: 

                   

    ).2sin3ln)3(2cos(32

;2sin23ln3232cos

;ln)(

2212cos2'

22cos212cos2'

''1'

xxxxxxy

xxxxxxy

VUUUUVU

x

xx

vvv













 

 

          Задание 9. Найти производную функции: 023)sin( 33  yxyx . 
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           Решение.    Функция задана в неявном виде. Чтобы найти производную 

,'y  надо дифференцировать по x обе части заданного уравнения, считая при 

этом y  функцией от x , а затем полученное уравнение решить относительно 

искомой производной .'y   

          Имеем             023)cos()33( '33'22  yyxyyx . 

Из полученного  равенства, связывающего yx,  и ,'y  находим производную 'y : 

                                  .0))cos(1(3)2)cos(3( 332332'  yxxyxyy  

          Откуда           

                                            .
)cos(32

))cos(1(3
322

332
'

yxy

yxx
y




  

          Задание 10. Найти производную 
dx

dy
 функций 









tarctgy

ttx

2

)2ln( 3

. 

          Решение. Зависимость между переменными x  и y задана 

параметрическими уравнениями. Чтобы найти искомую производную ,'y  

сначала найдем производные от x  и y  по t , затем применяем формулу:     

                                                         
'

'
'

t

t

x
x

y
y  . 

          Итак                  .
41

2
,

2

32
2

'

3

2
'

t
y

tt

t
x tt







  

          Подставляем эти данные в формулу и получаем:  

                                    
 

  1423

22

2

23

4

2
1

22

3

3

2

2

'

'
'













tt

tt

tt

t

t

x

y
y

t

t
x . 

          Задание 11. Исследовать функцию 
21 x

x
y


  и построить ее график. 

          Решение. Исследование функции проведем по следующим пунктам: 

          а)  Область определения функции 

                                 ;11;11;101 2 yDxx . 

          б)  Функция является нечетной, так как  
 

 
 .

11
22

xf
x

x

x

x
xf 







  

          График нечетной функции симметричен относительно начало 

координат.  

          в)  Найдем точки пересечения графика функции с осями координат.  

 0,0000 Oxxy  - график функции проходит через начало 

координат. 

          г)  Исследуем функцию на экстремум, используя второй достаточный 

признак экстремума: если в критической точке x0
 вторая производная 

отлична от нуля, то в  этой точке функция  xf  имеет максимум при   00

" xf  

и минимум при   00

" xf . Находим первую производную: 
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2 0 2

10

5

5

10

10

10

f x( )

33 x

                                   
 

   
.

1

1

1

)2(11
22

2

22

2
'

x

x

x

xxx
y









        

          Отсюда критическими точками являются точки 1,1 21  xx ( "y не 

существует), но они не принадлежат области определения функции. Функция 

экстремумов не имеет. 

          д).  Исследуем функцию на выпуклость. Найдем вторую производную 
"y :  

              
 

    
 

 
 

.
1

32

1

112)2(12

1

1
32

2

22

2222
'

22

2
"

x

xx

x

xxxxx

x

x
y




























  

          Получили,  что 
 

 
.

1

32
32

2
"

x

xx
y




  

Вторая производная равна нулю или не существует в точках 

.1,1,0 321  xxx  При переходе через точку 01 x  вторая производная 

меняет знак с минуса на плюс, поэтому точка О(0,0)-точка перегиба графика 

функции. Так как в точках 1,1 32  xx  функция не определена, то эти точки 

не являются точками перегиба. График выпуклый вверх на интервалах (-1;0) и 

(1;  ); выпуклый вниз на интервалах  (- ; -1) и (0; 1).  

         е) Определим асимптоты графика функции. Вертикальные асимптоты  

        .
1

lim,
1

lim,
1

lim,
1

lim.1,1
201201201201














 x

x

x

x

x

x

x

x
xx

xxxx
 

          Ищем наклонные асимптоты. Для этого находим следующие 

коэффициенты: 

                      

 

  0
1

lim)0
1

(limlim

,0
1

1
lim

1
limlim

22

22





















x

x
x

x

x
kxyb

xxx

x

x

y
k

xxx

xxx

 

         Следовательно,  0y  - уравнение горизонтальной  асимптоты. 

         ж) По       результатам      исследования     построим      график    функции 

(см. рисунок 1).   
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Рисунок 1 

 

          Задание 12. Для функции  42ln yxz   найти: 

                  а) zzy  , ;                  б) 
y

z

x

z








, ;             в) dz . 

          Решение.  Находим 

          а)           
;lnlnln,,

42

42
4242

yx

yyx
yxyyxyxfoyyxfzy




  

              
.lnlnln,,

42

42

4242

yx

yyxx
yxyyxxyxfyyxxfz






          б) ;
4

;
2

42

3

42 yx

y

y

z

yx

x

x

z














 

          в) .
42

42

3

42
dy

yx

y
dx

yx

x
dy

y

z
dx

x

z
dz















  

 

          Задание 13. Дана функция   22 34cos yxz  . 

          Найти: 

           а) 
yx

z

y

z

x

z











 2

2

2

2

2

,, ;       б) dz ;          в) убедиться, что .
22

xy

z

yx

z









 

          Решение.   Сначала находим частные производные первого порядка: 

          а)    2222 34sin8834sin yxxxyx
x

z





;     

                  2222 34sin6634sin yxyyyx
y

z





. 

          Теперь найдем производные второго порядка и смешанную 

производную:  

       ;34cos6434sin8834cos834sin8 222222222

2

2

yxxyxxyxxyx
x

z





 

         ;34cos3634sin6634cos634sin6 222222222

2

2

yxyyxyyxyyx
y

z






     2222
2

34cos48634cos8 yxxyyyxx
yx

z





; 

   .34cos48834cos6 2222
2

yxxyxyxy
xy

z





 

           Из последних двух равенств видно, что .
22

xy

z

yx

z









 

               б)     .34sin634sin8 2222 dyyxydxyxxdy
y

z
dx

x

z
dz 









  
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           Задание 14. Для функций  zyxarctgw 332   найти частные производные             

  
z

w

y

w

x

w












,,  в точке  0,2,10 M . 

          Решение.   Находим 

                        
 

 

  65

16

81

22
2

31

1
2

3

3

232 00













MM xy

zyxx

w
; 

                        
 

 
65

24

65

23
2

31

1
3

32

232 00











MM yx

zyxy

w
; 

                        
  65

3
3

31

1
00 232








MM

zyxz

w
. 

 

 

 1.3 Теоретические вопросы 

          1.  Понятие   функции.     Способы   задания, свойства,   классификация 

функции.   

          2. Числовые последовательности. Предел числовой  последовательности  

Предел функции. 

          3.  Бесконечно   малые  и   бесконечно   большие    величины. Теоремы о    

бесконечно малых. 

          4.  Теорема о пределах.   Односторонние пределы.    Первый и второй 

замечательные пределы. 

          5.  Сравнение    бесконечно  малых. Теоремы  об   эквивалентных беско- 

нечно малых. 

          6.  Непрерывные функции. Точки разрыва, их классификация. 

          7.  Определение     производной, ее    физический     и  геометрический 

смысл. Связь дифференцируемости и непрерывности. 

          8.  Основные правила дифференцирования. 

          9.  Производные основных элементарных функции. 

         10.  Логарифмическое      дифференцирование.     Производные    высших 

порядков.  

         11. Производные функции, заданных  неявно и   параметрическ 

Уравнения касательной и нормали к графику функции. 

         12. Дифференциал, его геометрический смысл  и применение. 

         13. Дифференциалы    высших    порядков.       Дифференциал     сложной 

функции.    Инвариантность     формы     первого   дифференциала. 

         14. Правило Лопиталя. Теоремы о возрастании и убывании функции. 

         15. Экстремумы функции одной переменной.    Необходимые и доста-

точные условия экстремума.  

         16. Выпуклость    и    вогнутость   графика   функции, точки перегиба. 

         17. Асимптоты графика   функции.    Полное      исследование    функции. 
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         18. Функции нескольких переменных. Предел и непрерывность.  

         19. Частные приращения и частные производные. 

         20. Экстремум функции нескольких переменных. Необходимые и 

достаточные условия. 
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