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5В060200 мамандығының  студенттеріне арналған типтік бағдарламаға сәйкес 
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             1 Есептеу-сызбалық жұмыс №1.   Талдауға кіріспе. Бір және көп 

айнымалы функциялардың дифференциалдық есептеулері   

       

             Мақсаты: cтуденттердің теориялық білімдерін шектер теориясының 

негізгі қасиеттері бойынша функциялардың шектерін есептеуге үйрету. 

Сонымен қатар функция үзіліссіздігінің негізгі анықтамалары мен функция 

дифференциалдануының формулаларын есеп шығаруға қолдана білуге 

машықтандыру. Туынды көмегімен функцияларды зерттеуді үйрету. 

                                    

1.1  Есептік тапсырмалар 

 

Тапсырма 1. Шектерді табу керек.                                             
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          Тапсырма 2. Шектерді табу керек.               
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           Тапсырма 3. Шектерді табу керек.                                             
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Тапсырма 4. Шектерді табу керек.                                            .    
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          Тапсырма 5. Берілген  функцияны үзіліссіздікке зерттеп,  графигін салу 

керек. 

 

5.1    
 

















.1,2

,11,1

,1,1

2

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 5.2    

 
















.1,4

,11,1

,1,3

2

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 

 

5.3    
   

















.3,1

,362,2

,2,

2

xегерx

егерx

xегерx

xf
 5.4    

 
















.2,3

,20,1

,0,sin

2

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 

 

5.5    
 

















.2,3

,21,

,1,

2

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 5.6    

 
















.,2

,0,cos

,0,1





xегерx

xегерx

xегерx

xf
 

 

5.7    
 

 

 
















.0,1

,02,1

,2,2

2

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 

5.8     























.
8

,2

,
8

0,2

,0,2





xегер

xегерxtg

xегерx

xf  

5.9     
 

















.1,0

,10,1

,0,3

2

xегер

xегерx

xегерx

xf
 5.10  

 
















.4,2

,40,

,0,4

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 

5.11   
 


















.2,2

,21,

,1,5

2

2

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 5.12  

 
















.3,1

,30,2

,0,12

xегер

xегерx

xегерx

xf
 

5.13   
 

















.3,4

,30,1

,0,2sin

xегер

xегерx

xегерx

xf
 5.14   

 
















.,0

,,

,,cos

22







xегер

xегерx

xегерx

xf
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5.15    























.
2

,3

,
2

0,
2

,0,





xегер

xегер
x

tg

xегерx

xf  
5.16   

 
















.,1

,0,sin

,0,2





xегер

xегерx

xегерx

xf
 

5.17   
 























.
2

,

,
2

0,cos

,0,1





xегерx

xегерx

xегер

xf
 

5.18   
 





















.,
2

,0,

,0,2sin






xегер

xегерx

xегерx

xf
 

 

5.19   
 

















.,sin

,2,5

,2,12





xегерx

xегерx

xегерx

xf
 5.20    

 
















.4,2

,40,12

,0,cos

2

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 

 

 

5.21   
   

















.0,1

,02,1

,2,2

2

2

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 

5.22      























.
8

,1

,
8

0,2sin

,0,2





xегер

xегерx

xегерx

xf  

 

5.23   
 

















.2,3

,21,1

,1,3

2

xегер

xегерx

xегерx

xf
 5.24     

 
















.3,1

,31,1

,0,4

xегерx

xегерx

xегерx

xf
 

 

5.25     
















.3,2

,31,

,1,

2 xегерx

xегерx

xегерx

xf  5.26     
 

















.4,4

,40,

,0,12

xегер

xегерx

xегерx

xf
 

 

5.27     
















.1,2

,10,1

,0,

xегер

xегерx

xегерtgx

xf  5.28      
















.3,5

,30,1

,0,cos

2 xегерx

xегерx

xегерx

xf  
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5.29     
 























.
2

,1

,
2

0,cos

,0,





xегер

xегерx

xегерx

xf
            

5.30     
 

















.,

,0,sin

,0,12





xегерx

xегерx

xегерx

xf
 

 

          Тапсырма 6. Функцияның  
dx

dy
 туындысын табу керек.  

 

6.1       
11

2
235

23 


xx
xy  6.2       25)4( 23  xxxxy  

6.3        xxxy  35)cos5(  6.4       3 32 cos23sin xxxy   

6.5        53 2)3sin2( xxxy   6.6       3 32 54cos tgxxxy   

6.7        
x

xx
y

3cos2

3cos




  6.8       

36

52
3 




xx

x
y  

6.9        
32

54
2 




xx

x
y  6.10     

225

23

xx

x
y




  

6.11     
26

8
3

2






xx

xx
y  6.12     

25 3

43

xx

x
y




  

6.13     
8

2
3

2






x

xx
y  6.14     

xx

xx
y

3

43
3

2




  

6.15     
6

14
3 




xx

x
y  6.16     

3

52
2

2






x

xx
y  

6.17     
4

14
2

3






x

xx
y  6.18     

2

34

9

632

xx

xx
y




  

6.19     
62

62
ln






x

x

y  6.20     
63

23
24 




xx

x
y  

6.21     
58

43
2 




xx

x
y  6.22     

3

43
3 




xx

x
y  

6.23     24 31 xxy   6.24     
15

5
2

3






xx

xx
y  

6.25     
52

32
4 




xx

x
y  6.26     

xx

xx
y

8

25
2

2




  

6.27     
xx

xx
y

3

52
2

3




  6.28     

3

25
23 




xx

x
y  
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6.29    
23

73

2

2






xx

xx
y  6.30     

34

12
2

23






xx

xx
y  

      

           Тапсырма 7. Функцияның туындысын табу керек.  

 

7.1        32sin 53  xy  7.2         12 23  xtgy  

7.3       42

3 )3)1((log tgxxy   7.4         52 4ln xey xtg   

7.5       32

2 )2)3((log ctgxxxy   7.6         32 )24ln(  xey x  

7.7       32 )3ln( xxxy   7.8        53)]31ln(2[ xy tgx   

7.9       )1ln(5 2   xx ey  7.10      xxxy 3sin2cos 2  

7.11     422sin )2( xtgy x   7.12      4)1( )22(   xy xctg  

7.13     234sin )5( xctgy x   7.14      43 )sin3( xy xtg   

7.15     322cos )( xey x   7.16      34ln )cos3( xy x   

7.17     344cos )( xey x   7.18      23 ))32(ln(cos xtgxy   

7.19     322 )4sin3( xxy   7.20      xey x 3cos1 25 5    

7.21     73cos )23( xy x   7.22      )ln(3
22 xey xx   

7.23     
x

ctgx
y

3sin

5
  7.24      22sin )( ctgxey x   

7.25     52)1( )33(   xy xtg  7.26      33sin )4( tgxy x   

7.27     35 )cos2( xy xctg   7.28      342 )3( xy xtg   

7.29     22ln )sin34( xy x   7.30      432sin )3( xy x   

 

            Тапсырма 8. Берілген  функцияны дифференциалдау керек. 

 

8.1      xxy sin  8.2      
2
xxy   

8.3      xxy   8.4       xarctgxy ln  

8.5       xarctgxy 2  8.6       xxy 21  

8.7        x
tgxy

sin
  8.8       xxy sin  

8.9       
3

sin
x

xy   8.10      x
xy

ln
2  

8.11     xxy 21  8.12      x
xctgy

3sin
3  

8.13     tgx
xy ln  8.14      x

xy
sin

cos  

8.15      x
tgxy

2sin
  8.16      x

xxy
cos2 ln  
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8.17      x
xxy

sin2  8.18     arctgx

xy  1  

8.19     xxy 13   8.20      x
xy cos  

8.21      x
xy

3
arccos  8.22     

2

1
x

xy   

8.23     x
xy

sin
2cos  8.24     xxy arcsin  

8.25    
2

ln
x

xy   8.26     xxy 2ln   

8.27     x
xy

sin21  8.28      x
xtgy

4sin
4  

8.29     xtg
xy

2
  8.30      x

xy
sin3 1  

 

Тапсырма  9. Берілген  функцияны дифференциалдау керек. 

  

9.1          02  yx
y

x
tg  9.2        0arccos3  yyx  

9.3          023  xxyctgx  9.4           011  yx ee  

9.5           
x
yexy 2ln  9.6        0232  xyyx  

9.7          0)sin(522  yxyx  9.8        5)ln(323  yxyx  

9.9          0223  tgxyx y  9.10      )(3sin yxtgxy   

9.11        023  xx eyex  9.12        0ln 22  tgyyx  

9.13        02cos  tgxyx  9.14      0)32ln(22  yxyx  

9.15        03ln  yyxex  9.16      0ln  ytgxx  

9.17        0222  xyee yx  9.18        0sin23  yxyx  

9.19        043ln  yxyx  9.20      0ln 22   xx eeyx  

9.21        
y
xexy  )ln( 2  9.22      0523  xyyx  

9.23          02sin323 22  yxyx  9.24      0)ln(23  xyyx  

9.25        0sin2 22  xeyx y  9.26       yxctgyx  2sin  

9.27        03 2  yx eey  9.28      0)ln( 22  ctgyyx  

9.29        0)2sin(  ctgxyx  9.30      0)2ln(23  yxyx  

 

Тапсырма 10. Берілген  функцияны дифференциалдау керек. 

 

10.1          








tty

ttgtx

ln3

22

 10.2           










22

2

42

2

tty

ttx
 



13 

 

10.3          








tty

tx

ln

sin

2
 

10.4           















2

3

2

3

3

t

t
y

tx

 

10.5          




















5

3

2

3

2

t

t
y

t

t
x

 
10.6           














241

3

2

t
y

tarctgx

 

10.7           










42

3

2

ln

tty

ttx
 10.8             











2

22

tgty

ttx
 

10.9           
 









)3cos(

3sin3

ty

tx
 10.10           











3

2

43

ln

tty

ttx
 

10.11         








ty

ttx

sin1

cos
 10.12           











tty

ttx

sin3

2

2

2

 

10.13         










ty

tx

2

2

cos

ln
 10.14           

 








ty

tx

2cos

2ln 3

 

10.15         










tty

ttx

ln

2

2

4

 10.16           










ty

tx

t

t

cos3

sin3
 

10.17         








ty

tx

3sin4

2cos3
 10.18           











ty

tx

cos2

2 3

 

10.19         










ty

tex t

5sin

2

 10.20           
 









ttgy

tx

2

1sin 2

 

10.21         




















5

3

2

3

2

2

t

t
y

t

t
x

 
10.22           














231

4

2

t
y

ttgx

 

10.23         










32

2

23

ln

tty

ttx
 10.24           











2

22 32

arctgty

ttx
 

10.25         










)4cos(

)2sin(

2

3

ty

tx
 10.26           











3

3

4tty

ttx
 

10.27         








ty

ttx

2sin

cos
 10.28           











tty

ttx

sin2

ln

2

2

 

10.29         










ty

tx

2

3

sin

ln
 10.30           











)2cos(

)2sin(

3

3

ty

tx
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Тапсырма 11. Берілген  функцияны зерттеп,  графигін салу керек. 

  

11.1   
x

x
y

22 
       11.2   

32

3




x

x
y  11.3    

12

2




x

x
y  

11.4   
24 x

x
y


  

 

11.5   
x

x
y




2

2

 11.6    
2

32






x

x
y  

11.7    
12 


x

x
xy  11.8     

3

72






x

x
y  

 

11.9     
42

3






x

xx
y  

11.10  
2

2
2 


x

x
y  11.11  

24

3

x

x
y


  11.12   

4

4
2

2






x

x
y  

 

11.13  
1

2
2 


x

x
y  11.14  

x

x
y

62 
  11.15  

2

32






x

x
y  

11.16  
2

2
2 


x

x
y  

 

11.17  
3

122






x

xx
y  11.18   

x

xx
y

322 
  

11.19  
4

1
2

2






x

x
y  11.20  

1

122






x

xx
y  

 

11.21  
2

2




x

x
y  

11.22  
2

2
2 




x

x
y  11.23   

2

2




x

x
xy  11.24   

3

32






x

x
y  

 

11.25  
12

2






x

xx
y  11.26  

22 


x

x
y  11.27   

24

2

x

x
y


  

11.28  
3

3
2

2






x

x
y  

 

11.29  
42 


x

x
y  11.30    

2

2 3

x

x
y


  

 

     

           Тапсырма 12. Берілген   yxfz ,  функциясы  үшін   

           dzc
y

u

x

u
bzyza );,);,)








  табу керек. 

12.1   
22 yxez   12.11     yxctgz 94   12.21     yxz 9sin 2   

12.2    yxctgz 5  12.12     yxtgz 45   12.22    
22 yxez   

12.3    2yxtgz   12.13     24 3cos yxz   12.23     yxctgz 23   

12.4    34 2ln yxz   12.14    234 yxz   12.24     yxtgz  2  

12.5    yxz  7cos  12.15    
22

7 yxz   12.25     22ln yxz   
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12.6    22sin yxz   12.16    
22 yxez   12.26     yxz  7cos  

12.7    22cos yxz   12.17     yxctgz  2  12.27     32sin yxz   

12.8   24sin yxz   12.18    
y

x
tgz   12.28     43 2sin xxz   

12.9    
22

9 yxz   12.19     2ln yxz   12.29    yxz  27  

12.10  
22 yxez   12.20     yxz 83cos   12.30    

22

5 yxz   

 

           Тапсырма 13.  yxfz ,  функциясы берілген. 

           Табу керек:  

;);,,)
2

22

2

2

dzb
y

z

yx

z

x

z
a












c) 

xy

z

yx

z








 2

  екендігін тексеру керек. 

 

13.1 

 52 2yxz   

13.11 

 923 yxz   

13.21 

 22yxz   

13.2 

 234 yxz   

13.12 

 322 35 yxz   

13.22 

 72 yxz   

13.3 

 42 25 yxz   

13.13 

 22 4yxz   

13.23 

 4
3yxz   

13.4 

 232 yxz   

13.14 
42  xyez  

13.24 

 332 23 yxz   

13.5 

 522 54 yxz   

13.15 

 2cos xyz   

13.25 
222 yxez   

13.6 
22 yxez   

13.16 
2yxez   

13.26 

2x

y
z   

13.7 

 94 yxz   

13.17 
33 yxez   

13.27 
53 yxz   

13.8 

 yxz 5cos   

13.18 

 2cos xyz   

13.28 
22 yxez   

13.9 

 хуz sin  

13.19 

 ухz  2sin  

13.29 

 yxz 2sin  

13.10 

 223cos yxz   

13.20 
22 yxz   

13.30 

 4sin 33  yxz  
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          Тапсырма 14. Берілген  zyxfw ,,  функциясы үшін 
z

w

y

w

x

w












,,  дербес 

туындыларын  берілген   ooo zyxM ,,0  нүктесінде есептеу керек. 

 

14.1     222ln zyx   ,           3,2,50M  
14.16     










27
ln

y
x  ,              1,2,10M  

14.2    yxz ,                         4,2,10M  14.17     22 yxz   ,             1,1,00 M  

14.3    
22 yx

z


 ,                2,2,10M  14.18       yz

xsin ,                  







2,1,

6
0


M  

14.4      32ln yzx  ,                8,1,20M  14.19       222 2ln zyx  ,     0,1,20M  

14.5    
24 yx

z


,                   25,3,20M  14.20     3 22 zyx  ,           2,4,30M  

14.6    3 22 zyx  ,                1,2,30M  14.21      zxyarctg 2 ,          0,1,20M  

14.7     zx ln ,                 1,1,10M  
14.22     








 z

y

x 2

arcsin  ,         0,5,20M  

14.8    223 zyx  ,            1,0,30M  14.23     22 yxx  ,             1,0,10M  

14.9      22 yxze    ,                 1,0,00M  14.24       zyx  22cosln ,   








4
,0,00


M  

14.10    
 
z

yx sin
,              








3,

3
,

2
0


M  14.25      xyz sin  ,            4,0,20M  

14.11    222ln zyx  ,         oM 4,1,40  14.26     22 zxy  ,            0,1,10 M  

14.12     yxxz  ,                1,1,30M  14.27     
2y

xz
arctg ,                1,1,20M  

14.13  zxyyx cos222  ,  








2
,4,30


M  14.28     










4
2sinln

z
yx ,    ,21,10M  

14.14    xyez  ,                    1,1,00M  14.29    
z

x

y

z

x

y
  ,              2,1,10M  

14.15      2arcsin zxy  ,        1,4,00M  14.30    
222

1

zyx 
,         2,2,10M  

           

           1.2 Типтік нұсқаның шешуі 
 

           Тапсырма 1.  Берілген шектерді табу керек  

                                а) ;
9

32
lim

2

2

3 



 x

xx

x       
   б)  .

23

65
lim

2

1 



 x

xx

x
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           Шешуі. а) егер шектің мәнін қойсақ  түрі 
0

0
  анықталмағандыққа 

келеміз. Оны ашу үшін алымы мен бөлімін көбейткіштерге жіктеп, ортақ 

көбейткіш  3x -ге қысқартамыз: 

                   
  
   3

2

6

4

3

1
lim

33

13
lim

0

0

9

32
lim

332

2

3






























 x

x

xx

xx

x

xx

xxx
. 

 

           б) бұл мысалда  түрі  
0

0
 анықталмағандыққа кезігеміз. Сондықтан 

бөлшектің алымы мен бөлімін бөлімнің түйіндесіне көбейтеміз:  

             

    

   .28236lim

43

23/61
lim

23)(23(

)23)(65(
lim

23

65
lim

1

1

2

1

2

1






















xx

x

xxx

xx

xxx

x

xx

x

xxx  

           Тапсырма 2. Берілген шекті табу керек   .
235

42
lim

3

22





 xx

xx

x
  

           Шешуі. 

















 235

42
lim

3

22

xx

xx

x
, сондықтан бөлшектің алымы мен бөлімін   

3x -ке бөліп, функцияның шегі туралы теореманы қолданамыз:  

                           .
5

1

005

001

23
5lim

42
1lim

235

42
lim

32

3

3

22






































xx

xx

xx

xx

x

x

x
 

            Тапсырма 3. Берілген шекті табу керек    .
6cos1

lim
20 x

x

x




 

            Шешуі. .1832
3sin

lim2
3sin2

lim
0

06cos1
lim 2

2

02

2

020






















 x

x

x

x

x

x

xxx
 

            Тапсырма 4. Берілген шекті табу керек     
43

12

32
lim
















x

x x

x
. 

           Шешуі. x ұмтылғанда 
12

32





x

x
 өрнегі 1-ге, ал дәреже көрсеткіш  -ке 

ұмтылады. Сондықтан  1 түріндегі анықталмағандық шығады. 

           Берілген бөлшекті келесі түрде түрлендірейік: 

                                      
12

4
1

12

412

12

32













xx

x

x

x
, 

           Сонда     
4343

12

4
1lim

12

32
lim































x

x

x

x xx

x
.  

           Енді y
x




4

12
деп алып,  табатынымыз  
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                              .
2

11
64

2

14
343,

2

14






 y

y
x

y
x  

           Сонымен       6

6
2

11
6 11

2

1
1lim

1
1lim

1
1lim e

yyy y

y

y

y

y


































. 

 

          

        Тапсырма 5. Берілген функцияны үзіліссіздікке зерттеп,  графигін салу 

керек.  

 
















.2,3

,21,2

,1,12

xегерx

xегерx

xегерx

xf  

          Шешуі. Функция х аргументінің өзгеру облысында  әртүрлі 

аналитикалық өрнектермен берілген. Функцияның анықталу облысы- барлық 

нақты сандар жиыны. 3,2,12  xxx функцияларының әрқайсысы сәйкес  

  ),2(,2;1),1;(   интервалдарында үзіліссіз. Функцияның  тек  

2,1  xx нүктелерінде үзіліс нүктесі болуы мүмкін. 

          Функцияның 1x нүктесінде оң және сол жақ шектерін анықтайық. 

    .22limlim,2)1(limlim
0101

2

0101



xxfxxf

xxxx
 

          Біржақты шектері өзара тең. Яғни, бұл нүктеде функция үзіліссіз: 

 
1

.2lim



x

xf  Функцияның 1x  нүктесіндегі мәні .2)1()(
1

2 
x

xxf  

           Сонымен     21lim
1




fxf
x

. Яғни,  функция 1x нүктесінде үзіліссіз. 

           Енді 2x  нүктесі үшін біржақты шектерді есептейік:  

                             .1)3(limlim,42limlim
02020202




xxfxxf
xxxx

 

           Функцияның  2x  нүктесіндегі біржақты шектері өзара тең 

болмағандықтан,  функция бұл  нүктеде 1-ші текті үзіліс нүкте болады.  

2x  нүктесінде функция секірісі .3341   

            Тапсырма 6. Берілген  функцияның туындысын табу керек    

                                                       .
8

37

2

2

xx

xx
y




  

            Шешуі. Бөлшектің туындысы  формуласын қолданып табатынымыз:   

                                                  .
2

'''

V

UVVU

V

U 









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       

   
     

 

   
.

882

2456157

882

24956218311232144

882

37838722

8

37
82

83
872

8

378837

8

37

33

234

33

2324234

33

223

3

2

3

2
3

3

2
'

33'2
'

3

2
'

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxxxxxx

xxxx

xxxxxx

xx

xx
xx

x
xxx

xx

xxxxxxxx

xx

xx
y




















































 

 

           Тапсырма 7. Берілген  күрделі  функцияның туындысын табу керек  

                                                           42cos 25  xy . 

           Шешуі.  Дәрежелі, көрсеткішті және тригонометриялық  функцияның 

туындысының формулаларын қолдансақ: 

.3sin5ln5

)25(12)3(cos5ln5)25(4)25()25(4))25((

3cos

33cos'3cos33cos'3cos33cos'3cos'

x

xy

x

xxxxxx





 

            Тапсырма 8. Берілген функцияның  
dx

dy
 туындысын табу керек  

                                                       xxy 2cos32  . 

            Шешуі.  Өрнектің екі жағын да  e   негізі бойынша логарифмдейміз: 

              3ln2cosln 2  xxy . 

            Енді  теңдіктің екі жағын дифференциалдаймыз: 

  ;))ln(cos4(sinln ''
xxy   

               ).
3

2cos
)3ln(2sin22cos3ln(3ln2cos

1
2

2'22''




x

xx
xxxxxxy

y
 

           Көрсеткішті-дәрежелі функцияның туындысын келесі формуланы 

қолдану арқылы  табуға  болады: 

       

    ).2sin3ln)3(2cos(32

;2sin23ln3232cos

;ln)(

2212cos2'

22cos212cos2'

''1'

xxxxxxy

xxxxxxy

VUUUUVU

x

xx

vvv













 

           Тапсырма 9. Берілген  функцияның туындысын табу керек   

                                                  023)sin( 33  yxyx . 

          Шешуі. Функция айқындалмаған түрде берілген. Оның туындысын табу 

үшін у функциясы х-тен алынған функция екенін ескере отырып, теңдіктің екі 

жағынан х бойынша туындыны аламыз да, шыққан теңдеуді 'y  бойынша 

шешеміз. 

           Сонымен    023)cos()33( '33'22  yyxyyx . 

           Табылған теңдіктен алатынымыз: 
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                                 .0))cos(1(3)2)cos(3( 332332'  yxxyxyy  

           Одан           

                                            .
)cos(32

))cos(1(3
322

332
'

yxy

yxx
y




  

          Тапсырма 10. Функцияның  
dx

dy
  туындысын табу керек 









tarctgy

ttx

2

)2ln( 3

. 

          Шешуі. x  пен y арасындағы тәуелділік параметрлік теңдеулермен 

берілген. Ізделінді  'y   табу үшін, алдымен  x  , y  -тен  t  айнымалысы бойынша 

туындыны тауып, келесі формуланы қолданамыз:     

                                                          
'

'
'

t

t

x
x

y
y  . 

                                                 .
41

2
,

2

32
2

'

3

2
'

t
y

tt

t
x tt







  

           Берілген формулаға қойсақ:  

 
  1423

22

2

23

4

2
1

22

3

3

2

2

'

'
'













tt

tt

tt

t

t

x

y
y

t

t
x . 

           Тапсырма 11. Берілген функцияны зерттеп, графигін салу керек   

                                                                  .
1 2x

x
y


      

           Шешуі. Функцияны зерттеу келесі пункттерден тұрады: 

           а) Функция анықталу облысын табамыз. 

                    ).;1()1;1()1;(101 2  yDxx  
           ә) Функция тақ  функция болғандықтан, оның графигі координата 

басына қарағанда  симметриялы:  
 

 
 .

11
22

xf
x

x

x

x
xf 







  

           б) Функцияның графигінің координата остерімен қиылысу нүктелерін 

табамыз.  0,0000 Oxxy  - функция графигі координата басы 

арқылы өтеді.  

           в) Экстремумның бар болуының екінші жеткілікті шартын пайдалана 

отырып, функцияны  экстремумға зерттейміз. Егер 0x  кризис  нүктесінде 

екінші туындысы нольден өзгеше болса, онда бұл нүктеде   xf  функциясы  

  00

" xf  болғанда максимум мәнін, ал    00

" xf  болғанда минимум мәнін 

қабылдайды. Бірінші туындысын есептейік: 

 
   

.
1

1

1

)2(11
22

2

22

2
'

x

x

x

xxx
y









  

          Бұдан  1,1 21  xx  нүктелері  кризистік  нүктелері  болады,  бірақ      ол нүктелер 

анықталу облысына тиісті емес.Сондықтан функцияның экстремумы жоқ. 
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2 0 2

10

5

5

10

10

f x( )

33 x

          г) Дөңес, ойыс аралықтарын, иілу нүктесін табамыз. Ол үшін екінші ретті 

туындысын "y  есептейік:  

                    

 
    

 
 

 
.

1

32

1

112)2(12

1

1
32

2

22

2222
'

22

2
"

x

xx

x

xxxxx

x

x
y




























  

          Сонымен   
 

 
.

1

32
32

2
"

x

xx
y




  

          Екінші ретті туынды 1,1,0 321  xxx нүктелерінде жоқ немесе 0-ге тең.  01 x  

нүктесінен өткенде екінші ретті туынды таңбасын  минустан плюске ауыстырады. 

Сондықтан 0(0,0) нүктесі иілу нүктесі болады.  Ал 1,1 22  xx  нүктелерінде функция 

анықталмағандықтан, бұл нүктелер иілу нүктелері бола алмайды. Ойыс аралығы 

  ),1;0(1;   дөңес аралығы  .,1)0;1(   

           д) Функция  графигінің асимптоталарын анықтайық.    Тік  асимптотасы  

          
.

1
lim,

1
lim,

1
lim,

1
lim.1,1

201201201201














 x

x

x

x

x

x

x

x
xx

xxxx
 

          Енді көлбеу асимптотасын табайық. Ол үшін келесі коэффициенттерді есептейміз: 

 

  .0
1

lim)0
1

(limlim

;0
1

1
lim

1
limlim

22

22





















x

x
x

x

x
kxyb

xxx

x

x

y
k

xxx

xxx

 

Яғни 0y  -көлденең  асимптота. 

          е) Алынған нәтижелер негізінде функция  графигін саламыз (1 суретті қара). 

                                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 сурет 
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Тапсырма 12.  42ln yxz   функциясы берілген. 

           Табу керек:                   а) zzy  , ;              ә) 
y

z

x

z








, ;        б) dz . 

           Шешуі.  Есептейміз: а) 

 
          

;lnlnln,,
42

42
4242

yx

yyx
yxyyxyxfyyxfzy




  

 

              
.lnlnln,,

42

42

4242

yx

yyxx
yxyyxxyxfyyxxfz






           
ә) ;

4
;

2
42

3

42 yx

y

y

z

yx

x

x

z














 

           б) .
42

42

3

42
dy

yx

y
dx

yx

x
dy

y

z
dx

x

z
dz















  

          Тапсырма 13.  22 34cos yxz  функциясы берілген. 

          Табу керек: 

          а) 
yx

z

y

z

x

z











 2

2

2

2

2

,, ;    б) dz ;     в) 
xy

z

yx

z








 22

 теңдігі орындалатынын тексеру 

керек. 

           Шешуі.   а) алдымен бірінші ретті дербес туындыларды есептейміз: 

           
   ;34sin8834sin 2222 yxxxyx

x

z






 

           
     2222 34sin6634sin yxyyyx

y

z





. 

          Енді екінші ретті және аралас туындыларды есептейміз:              

       ;34cos6434sin8834cos834sin8 222222222

2

2

yxxyxxyxxyx
x

z





 

         ;34cos3634sin6634cos634sin6 222222222

2

2

yxyyxyyxyyx
y

z






     2222
2

34cos48634cos8 yxxyyyxx
yx

z





; 

   .34cos48834cos6 2222
2

yxxyxyxy
xy

z





 

           Соңғы екі теңдіктен 
xy

z

yx

z








 22

екендігі көрініп тұр. 

б)     .34sin634sin8 2222 dyyxydxyxxdy
y

z
dx

x

z
dz 









  

          Тапсырма 14.  zyxarctgw 332  функциясы берілген.  
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          Берілген  0,2,10 M  нүктесінде 
z

w

y

w

x

w












,,  табу керек. 

          Шешуі.   Есептейміз: 

              
 

 

  65

16

81

22
2

31

1
2

3

3

232 00













MM xy

zyxx

w
; 

              
 

 
65

24

65

23
2

31

1
3

32

232 00











MM yx

zyxy

w
; 

              
  65

3
3

31

1
00 232








MM

zyxz

w
. 

 

1.3 Теориялық  сұрақтар 

 

          1. Функция   ұғымы. Функцияның    берілу    тәсілдері,   қасиеттері, 

классификациясы.   

          2. Сандық тізбектер. Сандық тізбектің шегі. Функция шегі. 

          3. Шексіз  аз  және шексіз үлкен шамалар.  Шексіз аз шамалар туралы 

теоремалар. 

          4. Шектер туралы теоремалар. Біржақты шектер. 1-ші және 2-ші тамаша 

шектер. 

          5. Шексіз аз шамаларды салыстыру. Шексіз аз шамалар  эквиваленттілігі 

туралы теоремалар. 

          6. Функция үзіліссіздігі.Үзіліс нүктесі, олардың  классификациясы. 

          7. Туынды анықтамасы, оның физикалық және  геометриялық мағынасы. 

Дифференциалдану мен үзіліссіздік арасындағы байланыс. 

           8. Дифференциалдаудың негізгі ережелері. 

           9. Қарапайым функциялардың  туындыларының    негізгі  формулалары. 

          10.  Логарифмидік  дифференциалдау. Жоғарғы ретті туындылар.  

          11. Айқындалмаған және параметрлік түрде берілген функциялардың 

туындылары. Функция графигіне жүргізілген жанама мен нормаль теңдеулері. 

          12. Дифференциал, оның  геометриялық мәні мен қолданылуы. 

          13. Жоғарғы ретті дифференциалдар. Күрделі функция дифференциалы. 

          14. Лопиталь ережесі. Функция өсуі мен кемуі туралы теоремалар. 

          15. Функция экстремумы. Экстремумның барболуының қажетті және 

жеткілікті шарттары.  

          16. Функция графигінің дөңес және ойыс аралықтары, иілу нүктесі. 

          17. Функция графигі асимптотасы. Функцияны толық зерттеу. 

          18. Көп айнымалылы функциялар. Шек  пен үзіліссіздік.  

          19. Дербес өсімше мен туындылар. 
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          20. Көп айнымалылы функция экстремумы. Қажетті және жеткілікті 

шарттар. 
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